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从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大 M 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于岀现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材,也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版, 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎,反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革, 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用,并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 



编者的话 


格里戈里 • 米哈伊洛维奇 • 菲赫金哥尔茨的《微积分学教程》是一部卓越的科 
学与教育著作，曾多次再版，并被翻译成多种文字.《教程》包含实际材料之丰富，诸 
多一般定理在几何学、代数学、力学、物理学和技术领域的各种应用之众多，在同类 
教材中尚无出其右者.很多现代著名数学家都提到，正是 r. M . 菲赫金哥尔茨的《教 
程》使他们在大学时代培养起了对数学分析的兴趣和热爱，让他们能够第一次清晰 
地理解这门课程. 

从《教程》第一版问世至今已有50年，其内容却并未过时，现在仍被综合大学 
以及技术和师范院校的学生像以前那样作为数学分析和高等数学的基本教材之一使 
用.不仅如此，尽管出现了新的一批优秀教材，但自 r. M . 菲赫金哥尔茨的《教程》 
问世起，其读者群就一直不断扩大,现在还包括许多数理特长中学（译注 ：在俄 罗斯, 
除了类似中国的以外语、音乐为特长的中学，还有以数学与物理学为重点培养方向 
的中学，其教学大纲包括更多更深的数学与物理学内容，学生则要经过特别的选拔 .) 
的学生和参加工程师数学进修培训课程的学员. 

《教程》所独有的一些特点是其需求量大的原因.《教程》所包括的主要理论内 
容是在20世纪初最后形成的现代数学分析的经典部分（不含测度论和一般集合论). 
数学分析的这一部分在综合大学的一、二年级讲授，也（全部或大部分）包括在所有 
技术和师范院校的教学大纲中.《教程》第一卷包括实变一元与多元微分学及其基 
本应用，第二卷研究黎曼积分理论与级数理论，第三卷研究多重积分、曲线积分、曲 
面积分、斯蒂尔吉斯积分、傅里叶级数与傅里叶变换. 

《教程》的主要特点之一是含有大量例题与应用实例，正如前文所说,通常这些 
内容非常有趣,其中的一部分在其他俄文文献中是根本没有的. 




编者的话 


另外一个重要特点是材料的叙述通俗、详细和准确.尽管《教程》的篇幅巨大， 
但这并不妨碍对本书的掌握.恰恰相反，这使作者有可能把足够多的注意力放在新 
定义的论证和问题的提法，基本定理的详尽而细致的证明，以及能使读者更容易理 
解本课程的其他方面上.每个教师都知道，同时做到叙述的清晰性和严格性一般是 
很困难的（后者的欠缺将导致数学事实的扭曲).格里戈里 • 米哈伊洛维奇.菲赫金 
哥尔茨的非凡的教学才能使他在整个《教程》中给出了解决上述问题的大量实例，这 
与其他一些因素一起，使《教程》成为初登讲台的教师的不可替代的范例和高等数学 
教学法专家们的研究对象. 

《教程》还有一个特点是极少使用集合论的任何内容（包括记号)，同时保持了 
叙述的全部严格性.整体上，就像50年前那样，这个方法使很大一部分读者更容易 
初步掌握本课程. 

在我们向读者推出的 r . M . 菲赫金哥尔茨的新版《教程》中，改正了在前几版 
中发现的一些印刷错误.此外,新版在读者可能产生某些不便的地方增补了（为数不 
多的）一些简短的注释，例如，当作者所使用的术语或说法与现在最通用的表述有所 
不同时，就会给出注释.新版的编辑对注释的内容承担全部责任. 

编者对 B . M . 马卡罗夫教授表示深深的谢意，他阅读了所有注释的内容并提出 
了很多有价值的意见.还要感谢国立圣彼得堡大学数学力学系数学分析教研室的所 
有工作人员，他们与本文作者一起讨论了与《教程》前几版的内容和新版的设想有关 
的各种问题. 

编辑部预先感谓 t 所有那些希望通过自己的意见来协助进一步提髙出版质量的读 
者. 

A . A . 弗洛连斯基 
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§1. 第一型曲线积分 


543 . 第一型曲线积分的定义 为了很自然地得出这一新的概念，我们来考察 
一个能导出它的力学问题. 


设在平面上给定一连续的简单可求长 曲线® 
(/0 75) (图1)，在它上面分布有质量，且在曲线上所 
有的点 M 处其线性密度 p ( M ) 为已知，要求确定 
整个曲线 ( K ) 的质量 m . 

为达此目的，在曲线端点 A 与 B 间任意地插 
人一'列点 ^4 i , A2 , -- -，人 i - i ( 为使记号对称，命乂0 
与 A 相合，与 B 相合).为了明确起见，我们认 
为这些点是自 A 到 B 记数的[参看 246], 但是，将 
它们以相反的方向记数也可以. 




在曲线的弧^^+1上任 取一点抓， 算岀这一点处的密度 p ( Mi ). 近似地认为 
在这一小段弧上所有点处的密度都是这样的， 并以内表弧 A ,^ +1 的长，对这一弧 
的质量我们将有近似表示式 


爪 'i = i 1 

①为确定，仅限于非闭的 i 线 .( 以下用带 圆圈数 字标出的是作者注解 .） 

75) 简单曲 线与可求长曲线的概念是在245〜247目中引入和讨论的 .( 以下用带括号的数字标出 
的是2003年俄文版的编者注解 .） 
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而对整个所求的质量,将有近似式子 


n— 1 

m = 


这一式子的误差与上面所作的近似假定是有 关的； 如所有小段的长^趋近于零 
时，这误差也将趋近于零.因此，如以 A 表长内 中最大的一个，只要取极限就得到 


准确的 公式: 





o 


现在开始一般地来研究这一类型的极限.丢开上面的问题不谈，取一任意“点函 
数 ”/( M ) = f ( x ， y ), 它是在一连续的可求长平面曲线 （70 上给出的®并重复上述 
手续： 分曲线 （ K ) 为许多弧元在它们上面任取点计算出在这 
些点处的值 f ⑽=并作和 





它也代表一定类型的“积分和”. 

类似的过程可以应用于闭曲线的情形，只要取其上任意一点为点為而其 
余的点则根据曲线的某一方向排列 [246]. 

当 A = max (7 i 趋近于零时，如这一积分和有一确定的有限极限/，既与曲线 
( K ) 细分的方法无关，又与小段為4 +1 上点紙的选择无关，则这一极限称作函数 
f ( M ) = f ( x ， y ) 沿曲线或道路 （尺） 上所取的 （第一型 ) ②曲线积分， 并以记号 

1 ^ [ f ( M ) ds ^= [ f ( x , y)ds ⑴ 

J { K ) J { K ) 

来表示（其中 S 是曲线的弧长 ，办 就象征长度元^).极限过程的精确说明留给读者. 
因此,上面所得曲线质量的式子可重 写为： 

m = I p ( M ) ds . (2) 

J(K) 


① 这里假定某一直角坐标系取作基础. 

② 以示与下面 [546] 所讨论的第二型曲线积分不同. 

76) “分为许多弧元”的手续，对于由参数形式 x = 给出的无论是简单闭曲线，还是 

自身相交的闭曲线，今后都将经常施行.如果分点 A 0 , A 1; ..., A n 对应于参数 t 的严格递增或严 
格递减序列如七，…， h (换句话说，按照曲线 （ K ) 所选取的方向编号)，且分点 A 0 与与曲线 
( K ) 的端点重合,我们就都说,点 Ao , A ! ，…， A n 分割（参数表示的）曲线 （ K ) 为弧元（或者说“曲 
线分解成简单部分”). 
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特别注意，给道路 ㈤ ） 所加的方向在所介绍的定义中不起任何作用. 例如，若这 
一曲线不是闭的，且以 ( AB ) 及 ( BA ) 作为不同方向的曲线，贝 !I 

[ f ( M ) ds = f f ( M ) ds . 

J ( AB ) J ( BA ) 

类似地，我们可以引导散布在空 间曲线 (K ) 上的积分 概念： 

[ f ( M)ds = [ f ( x ， y ， z ) ds •① 

J ( K ) J { K ) 

由于没有什么新的原则性东西，没有必要在这里详谈. 

544 . 约化为普通定积分 假定在曲线0^0上任意取定一方向（两个可能方向 
之 一)， 曲线上点 M 的位置可由从一点4量起的弧长 s = @来确定.那么曲线 
( K ) 可表为参数方程的 形状： 

X = x ( s ), y = y ( s ) (0 < s < 5), 

而在曲线上给岀的函数 f ( x ， y ) 便化成变量 s 的复合函数 f ( x ( s ), y ( s )). 

对应于在 AS 弧上所选取的分点其弧的值如表为= 0,1，…， n ), 则显 
然 q = Sj+i ~ si ~ △&. 以^表定点风的 s 值（而且显然 ， Si ^ Si ^ Sj + i ), 可以看 
到曲线积分的积分和 


^2 = ㈤ ， y ㈤) Asi 

i -0 i =0 

同时也是普通定积分的积分和，所以立 刻有： 

[ f ( M)ds = ( R ) [ f ( x ( s ), y ( s )) ds ,® (3) 

J ( K ) JO 

且这两积分中只要有一个存在，另一个就也存在. 

当然，这种直接由第一型曲线积分约化为普通的积分会降低了它的理论价值，但 
在方法上的价值它仍全部保存着. 

我们以后将假定函数 f ( M ) 是连续的, ® 显然在这种情形下积分是存在的. 

令设一曲线 （ K ) 由任意的参数方程 

x = ip ( t ), y = ip ( t ) (to 4 T ) 

① 某一直角坐标系将取作基础.函数/仅在曲线 （ K ) 的点处有定义. 

② 符号 （ R ) 表示，积分这里是了解为通常黎曼定义下的积分. 

③ 我们是指在曲线 ( K ) 上的点处连续，也就是指 沿着曲 线连续.用 “ e - P 的说法，这就是 说:对 
£ > 0能找到这样的 .5 > 0,使当 MM 7 < S 时就有 |/( M ') - f ( M )\ < e{M 及 M f 是曲线上的点). 
在这一假定下，复合函数 f ( x ( s ), y ( s )) 由于 o :( s ) 及 y ( s ) 是连续的缘故,也同样是 s 的连续函数. 
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所给出，其中函数^及0与它们的^ 〆 及# 都连续；此外，假定曲线上无重点. 
那么曲线就是可求长的，且若孤 s ^AM = s ⑷的增加对应于参数 t 的增加，则 

s t = vV ⑴了 2 + 


[248,(10)]. 在 （3) 的右端的积分中换变量，立刻得到: 



f(M)ds 


{ K ) 



+ W{t)] 2 dt 


⑷ 


因此，在计算第一型曲线积分时，在积分号下的函数中，变量 a ; 及 y 应该用坐标 
的参数表示式来代替，至于因子办，应该把弧当作参数的函数而用这函数的微分来 
代替.特别指出，定积分 （4) 的下限必须小于上限. 


在曲线以显方程 


y(x) (a^x ^b) 


给出时，公式 （4) 的形 状是: 


L 


f(M)ds 



b 




⑹ 


这一关系式也可有另一形式.在函数 y ( o ;) 与它的导数 y f { x ) 连续的假定下，曲 
线 （ K ) 在每一点处都有一不平行于 y 轴的确定切线.以 a 表切线与 a ; 轴的夹角，我 
们 得到： 


tga = y’(a ：)， | cos a 


1 + [y’ ㈤] 


故 



f(M)ds 


( K ) 



f ( 工， y ⑻) 

I cos a I 


dx 


⑹ 


如用 S 表示整个曲线 ( AB ) 的长，因为显然 



ds 


(K) 


所以特别地有 

dx 

cos a 


⑺ 


附注公式⑺是经形式的变换得来的.如果我们定义曲线弧长为外切(不是内 
接）折线周长的极限，则这一定义——在曲线以显式给出时——立即可得出公式 
(7). 读者不妨自己来证实这一点. 
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545 •例 1) 若⑻是椭圆 g +备 

解 （ a ) 我们有 江 


1 在第一象限内的部分，计算积分 / 


f(K) X V ds 


-y/a 2 ~ x 2 , y 

Q 


bx 


1 + 2 / 


ay/a 2 — x 2 
a 4 — (a 2 — b 2 )x 2 


所以由公式 （ 5 )， 



x - — 
a 


a 2 — x 2 •— 


a 4 — (a 2 — b 2 )x 
a 2 — x 2 


dx 





a 4 — (a 2 — b 2 )x 2 • xdx. 


进行积分，得 : 




应该注意 , 上面做的计算事实上还要有所说明才行 , 因为当 x-a 时切线斜 率变为无穷大 .下 
一解法就没有这一缺点 . 

(6) 如变到椭圆的参数表示 x = acost.y = &sint ， 故 


x t — 一 a sin t ， y t — 6 cost, yx [ 2 + y t 


a 2 sin 2 t-\-b 2 cos 2 1 . 


则可按公式 （ 4 ) 来进行计算 : 



a cost • b sin t • v/a 2 sin 2 1 + b 2 cos 2 tdt 


ab 

T 



sin 2 t • \ a 2 • 


1 — cos 2 t lo 1 + cos2t ^ 
― 2 — +b ' —~ 2 — dt 


这里令 cos2f = 2 ,则 sin 2 tdt = —5^2 , 且 


ab 

T 

ab 



1 /a 2 + b 2 


a 2 


zdz 


2 「 a 2 + 6 2 b 2 -a 2 


ab a 2 + a6 + b 2 
3 a + 6 


2) 计算积分 J = f (K) yds, 其中 （ K) 是拋物线 y 2 = 2 px 上自坐标原点到点 (x 0 ,y 0 ) 的一段 
解 由曲线的方程，我们有 y〆 = p ， 所以 


yds = yWl + y’ 2 dx 


y 2 + y 2 y’. 2 dx = \/p 2 + 2 pxdx^ 


且 
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3) 计算积分 L = f ( A ) ( x 2 + y 2 ) ds , 其中 （ A ) 是联结点 （ a , a ) 及 （&, &) 的直线段 （& > a ). 

提示直线方程: 2/二^答 ^(& 3 - a 3 )- 

4) 计算积分 K =： / (c) ye ~ x ds , 其中 （ C ) 是曲线 

x = ln(l + t 2 )，y = 2 arctgt — t + 3 


在点及 t = l 间的一段 


提示 




K 



2 axc tgt — t + 3 7 r 2 1 . _ 37 t 

—~~ d ^ 16 - 2 ln 2 + T- 


5) 常见曲线中一大部分（椭圆、双曲线、正弦曲线、双纽线等）其弧长不能表作初等函数，因 
为它们的如不能积分为有限型.然而，对这种曲线，积分 / (K) fix 參 往往算出来是初等函数 
1例如，参看例1儿因为与因子 f ( x ， y ) 连在一起时，积分号下微分式的整个构造改变了.读者不 
妨做一些积分 f (K) f ( x , y)ds 的例题，积分取在正弦曲线 y 二 sinx 或双曲线 xy = 1上但又可表 
作初等函数者. 

6) 计算积分 J = J (c) xyzds , 其中 （ C ) 是曲线 x 二 t，y = = ^ t 2 在点 t = 0及 

t = 1间的弧. 

解 ds = \Zx t 2 + y: 2 + z^dt = (1 + t)dt, 



(1 + t)dt 


16\/2 

143" 


7) 当曲线（欠）用极坐标方程 r = r (0)(0 i ^ 0 ^ 0 2 ) 给出时，试求计算积分 



f ( x ) y)ds 




的一公式. 

答 / — /^ 2 /(rcos^,rsin 0)^/r^ + r ， 2 dO. 

8) 若 （ K ) 4双曲螺线州=1自0 = 到沒= 2\/^的一段,试计算积分 


H 


I ds 

(k) (x 2 + y 2 ) 


答孕. 


9) 试求曲线 y 二 lnx 在有横坐标们及 x 2 的两点间这一段的 质量， 设曲线在每点处的（线 
性）密度等于该点横坐标的平方. 

解 由公式 （2), 因为在我们的情形下 故有： 


m 



x 2 ds 


但 ds 


1 + x 


dx , 所以 


m 



\A+ 工 2 • xdx = ^ [(i+ ^2)^ - (1 +z?) • 
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10) 试求悬链线 y == ach ^ 在点 x = 0及 X = a 间一段的质量，设曲线在每点的密度与该点 
的纵坐标成反比. 

提示 p 二 一 ， ds = ch~dx = -dx, m = k. 

与连续地分布在曲线上的质量? 0 关的其它问题，很自然地也可变成上面所考察类型的曲线积 
分. 

11) 在第十章中349我们讨论过平面曲线对坐标轴的静矩的计算，以及它的重心坐标的计算， 
那时假定“线性密度” p = l . 读者不难推广那里所得的公式到质量连续分布的一般情形.如引用 
曲线积分概念时，则结果可写作下面 形状： 

M y — / pxds, M x — / pyds, 

J { K ) J ( K ) 


仏二 f(K) P XdS 
^ ~ liK ) ^ 



f ( K ) py ds 
f(K) P dS 


12) 我们还说明第一型曲线积分的一个应用一一应 
用到有质量的曲线对一质点引力的问题. 

大家都知道，按牛顿定律，质量 mo 的质点 Mo 对质 
量 m 的质点 M 的吸引力，方向是从 M 0 到 M ， 大小等 
于 k . 其中 r 是距离 MqM , 而是与测量的基本 

单位选_有关的一 系数； 并且为了简单起见，我们常认为 
它等于 1. 

设点 Mo 被一质点系 Mi , M2 , … , M n 所吸引，它们 
的质量是 mi , m 2 , - - - mn , 则将各个点对 M Q 的吸引力几 
何地相加，就得到合力.同时，合力在坐标轴上的射影等于 



图2 


各个力射影的代数和 • 

如以 X AY 表合力在坐标轴上的射影，且以久表向量 n = 与； r 轴间的夹角，则显 



X 


t v 

E 


morrii 




r v 

cos ^, Y = 


morrn 


r i 


sin 0 i 


(与通常一样，其中 n 表向量 K 的长)， 

现在设吸引质点的质量连续地分布在一曲线 （ K ) 上.为要找出吸引力，我们分曲线为许多小 
段，将每一小段的质量集中在它上面任意取定的一点抓处后，我们就求出合力在坐标轴上射影 
的近 似值： 

， - (?如 cos ^ 

i 、 i Ti 

因为这时各个小段其质量近似地等于 p{Mi)Gi. 如令所有的内趋近于零，则取极限后就得到准确 
的等式，且这时和就被积分所代 替了： 


X = mo 


p(M) cos 沒 

LLo ^ 



p(M) sin 0 


ds ; 


⑻ 
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图3 


这里 r 表向量 f = MqM 的长，而沒表它与 x 轴的夹角. 

13) 试求一均匀半圆周 (p-1) 对位于其中心的一单位 
质量的吸引力. 

解将坐标原点放在圆心，通过半圆端点作横轴（图 3). 
由对称性， X = 0,所以只要求出射影 r 好了.由公 
式⑻， 

f smO 

Y = J — ds - 


但在现在的情况下 r = (半圆的半径）且 ds = 故 




sin OdO 


2 

R 


14) 一 单位质量的点 （ m 0 = 1) 与一无穷的均匀直线 （p == 1) 的距离为/ I ，求直线对这一点的 
引力. 


解将所求的引力当作由所述直线上一有限线段所生引力的极限，假设这一线段的端点在 
两头变到无穷远去.如将直线本身取作 z 轴，而 y 轴通过已知点，则得（考虑在所给的情况下 


ds = dx ) 



dx 

( x 2 + h 2 )i 



x 

yjx 1 + h 2 



2 

h 


同样 ， X = 0( 但由对称性这很明显). 

15) 试求星形线 x = a cos 3 t,y = a sin 3 1 在第一象限内的弧对位于坐标原点的单位质量所生 
的引力，设曲线在每一点的密度等于这一点到坐标原点的距离的立方. 

答 = 


§2. 第二型曲线积分 

546. 第二型曲线积分的定义 转而讨论在实际中更为重要的第二型曲线积分 
的概念，我们直接从定义开始，而把这一概念的应用放在以后的一些目中[例如，参 
看 554]. 设给定连续曲线 { AB ), 为了简单我们假定它不是闭曲线，并设沿此曲线还 
给定了某个函数 用点次 分曲线为许多部分后, 77) 在曲线段上取 
一 任意点并计算出函数在这点的值 f ( Mi ) = / (6,7/0； 再作一和 

n— 1 n— 1 

a = f( M i) Ax i = Y1 你，卬 )△ 而 . 

i=0 i=0 

如当 /x = max A ^+7 趋近于零时，这个和有一有限极限/，既与曲线细分的方 
法无关，又与点风的选择无关，则这一极限称为 f(M)dx 沿曲线或道路 （ AS ) 的 

—① ■■ T 页面 ㈣ : 

77) 参看第2页的脚注 76). 
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(第二型）曲线积分， 用记号表为 


l ( AB ) 


f ( M)dx 



f ( x , y ) dx . 


⑴ 


(AB) 


同样,将值 f ( Mi ) 不乘上而乘上△队，并作和 


n—1 


n—1 


XI f ( M i) A Vi = XI /(^,吓)△识 


i=0 


i=0 


我们得到它的极限，即 f { M)dy 的 (第二型）曲线 积分: 


l(AB) 


f ( M)dy 



f ( x ， y ) dy . 


( 2 ) 


(AB) 


如沿曲线 ( AB ) 定义有两个函数 P ( M ) = P ( x , y ), Q ( M ) = Q ( x ， y ), 且积分 
[ P ( M)dx = [ P { x , y ) dx , [ Q ( M)dy = [ Q ( x , y)dy 

J{AB) J{AB) J{AB) J(AB) 


都存在，则它们的和就称为（“一般形状的”）曲线积、分，并令 



Q ( x ， y)dx + Q [ x ， y)dy 


(AB) 


l(AB) 


P ( x , y)dx + 


I(AB) 


Q ( x , y ) dy . 


现在我们来比较第二型曲线积分 （1) [或⑺]的定义与箄一型曲线积分的定义 
[参看 543(1)]. 除显然的类似地方外这两个定义有^上的不同 :在第 一型积分的情 
形下，当形成积分和时，函数值 /( Mj ) 乘以曲线段^ i+1 的长％ = 在第二型积 
分的情形下，这个值 /( Mi ) 乘以这一段在 x 轴 （或 y 轴） 上 的射影 (或 Ayi ). 

我们已经看到过，积分进行所沿道路 ( AB ) 的方向在第一型积分的情形下不起 
作甩因为弧 的长内 与这一方向无关.然而第二型积分的情形就不同 了：所 
述弧段在任一轴上的 射影与 弧的方向大有关系，方向变为反向时,射影也变号.因此, 
对第二型积分有 


l(BA) 


f ( x , y)dx 


同样 



f ( x , y)dy =- 


(BA) 


l(AB) 

l ( AB ) 


f ( x ， y)dx 


f ( x ， y ) dy ， 


且右端积分的存在就能推出左端积分的存在，反过来也是如此. 

用类似的方法可以引导散布在空 间曲线 ( AS ) 上的第二型曲线积分的概念.即 
如在这一曲线上给出一函数 /( M ) = f ( x ， y ， z ), 则与上面一样，作和 


n—1 


<7 = 




i=0 
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并当 M = maxA ^ i+1 趋近于零时考察它的极限 .如这一极限存在，则它称为 f ( M)dx 
的 （第二型）曲线积分 , 并用记号表为 

L f ( M)dx = / f ( x , y ， z ) dx . 

J{AB) 

同样地定义有下列形状的 积分： 

/ f ( M 、 dy = f ( x , y , z ) dy , 

J{AB) J{AB) 

/ f ( M ) dz = / /( x , y , z ) dz . 

J { AB ) J { AB ) 

最后,考察（“一般形状”）积分 

/ Pdx + Qdy + Rdz = / Pdx + / Qdy + / Rdz . 

J{AB) J(AB) J{AB) J{AB) 

这里同样，积分的方向改变就使积分的符号也改变. 

最后注意，通常定积分的最简单性质 [302,303] 容易移到所考察的曲线积分上 
来，关于这一点这里不讨论了. 

547 . 第二型曲线积分的存在与计算 设已知曲线（瓦）=(乂召）的参数方程为 

^ y = ip ( t ), (3) 

且函数 p 及0连续，又当参数 t 自 a 变到时曲线以自 A 到 S 的方向描动.我们 
也假定函数 f ( x , y ) 沿曲线 ( AB ) 连续. 

如谈到积分 （2) 时，我们还更假定导数 < f \ t ) 存在且连续. 

在这些假定下曲线积分 （2) 存在，且有等式 

[ f ( x , y)dx = ( R ) [ 屬 ))( f f ( t ) dt . ⑷ 

J ( AS ) J a 

因此，在计算曲线积分 （1) 时，应在积分号下的函数中将变量 x 良 y 用它们的参数 
表示式 （3) 代替，而因子 dx 应当把变量 a ; 当作参数的函数而用这函数的微分来代 
替.最后一积分中，积分上下限次序的安排在这里要看曲线方向的选择. 

^面我们来证明.在曲线上取由参数值 Mi -0,1,2,-.- , n ) 所决定的点在 
弧 A ^4 i +1 上选取一点风，它的参数值是％(显然％在匕与之间).那么积分和 

n—\ 

i =0 


rU+i 

Aa：i = - = / ( f)dt 


当我们考虑到 
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时，它就可改写为 


1 





U + 


( t)dt 


的样子.另一方面，( 5 )中右端的积分①可表作和的 形状: 


(3 n-1 pt i+1 

/ O ⑷，4⑷) 〆 ⑷出= V / /(# ⑷， 4 C 0) 〆 ⑴改 



于是 


n—1 



[/(^ i )^(^)) ― 轉 )) W ( t)dt 


在给定一任意的 e > 0后，现在假定所有的 Ak 非常小,使在区间 [ t u t i+1 ] 上连 
续函数 麟)，懒 的振动< &因为连续函数是有界的 W { t )\ < L , 所以我 
们就会有 

\<7 — /| < sL\f3 — a 
因此，当量 A = max I At , I 趋近于 0 时® 

lima = /， 

这同时既证明了曲线积分的存在，又证明了所要求的等式. 

容易看到,这一推理不加什么本质上的变动就可放到函数^⑷仅有分段连续的 
导数情形上去. 

对于积分 （2), 当导数 <⑷连续(或仅仅分段连续)时，用同样的方法可得知它的 
存在，且可证明公式 



(S 


乂圳/幢，)’ 


(5) 


最后，如谈到一般形状的积分 



P ( x , y ) dx -\- Q ( x , y)dy 


(AS) 


而其中 P 及 Q 为连续函数时，则对曲线 ( AB ) 我们就加一条件，就是两函数 （3) 有 
连续或至少有分段连续的导数.在这一假定下公式 


I Pdx + Qdy 

J(AB) 



/3 


⑴，分⑴) 〆 ⑷ + Q (< p ( t )^( tW ( t)]dt 


⑹ 


①因为积分号下的函数连续，积分显然存在. 

©这就相当于各小段弧的直径中最大者趋近于0或（在非闭曲线的情况下）最大的弦趋近于 

0[245]. 




• 12 • 


第十五章曲线 积分斯 蒂尔切斯积分 


[ 548 ] 


就成立. 

曲线积分的定义与这里所示的化它为普通定积分的方法也可直接推广到曲线 
⑶自身相交的 情形，只要它上面的方向与前面一样由参数 f 单调地自 a 变到而 
确定. 

末了我们来说明曲线积分计算起来特别简单的若干情形.设积分 （1) 取在一曲 
线上，这曲线是用显方程 



给出的，且当 : C 
定，就有 


自（ X 变到6时点自4位移到 R 那么，对曲线除连续外不加任何假 


L f[x ， y、dx = (R) f{x,y{x))dx. 

J a 


⑺ 


同样,如果积分 （2) 散布在一连续曲线上,这曲线仍由显方程给出，但是另一种 样子: 


x = x { y ) 

(其中 y 由 c 变到 d )， 则 

[ f ( x ， y 、 dy =( R ) f f ( x ( y )， y ) dy . ⑻ 

J ( AB ) J c 

最后， 如 果积分 （1) 散布在 平行于 y 轴的一直线段上，则 它等于 0( 因为在这种 
情形下，所有的 因此 同时所有的和 a 都等于 0). 同样，积分 （2) 取在平行于: c 
轴的一直线段上 时也等于零. 

如积分道路 （ K ) 可分成有限段彼此相接的曲线，沿每一曲线各个曲线积分存在 
且可以用上面所示公式之一来计算,则很容易证明，沿整个曲线 （ K ) 的积分存在，且 
等于沿它各部分积分的和. 

548. 闭路的情形.平面的定向 转而讨论闭路 ( K ), 即积分道路的起点4与终 
点、 B 重合的情况，在曲线上取异于4的一点 C , 假设按照定义，考虑在曲线上选定 
的方向(在图4中已用箭头指 明)： 



J ( K ) J ( AMC ) J { CNA ) 

假定右边的积分存在. 

容易证明，积分的存在及数值与点4和 C 的选择 
无关.此外，对闭路 ( K ), 上一目中的公式（4)，(5)和⑹ 
是可以应用的. 


附注 其实此处曲线积分（与非闭曲线的情形一 
样）可以由取极限得到,但极限过程受到要求预先固定 
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两个点使得它们在所加入的分点中是不变动的这一限制.此处没有这一限制, 
当 maxCT ^ - 0的极限过程不能达到目的. 

我们所考察的情况的特 点是： 指定了起点及（与它相重的）终点,并不能确定曲 
线 （ K ) 描动的方向.在每一情况下都要特别说明是取的哪一个方向.在谈到空间曲 
线时也必须同样说明.而在平面闭路 （ K ) 的情况下通常用别的方法来说明. 

在所给平面的两可能转动方向^—“反时针向”及“顺时针向”——中，取一个 
算作 正的： 这样就构成了确定的平^ 的定向 .如反时针向算作正的，则平面的定向称 
作右 手的， 在另一种情形下，就称作 左手的 , 78 ) 

在平面的右手定向的情形下，我们就 令反时针向转 动作为简单闭路的正向的定 
义（图 5， a )). 实在说来，这一定义仅对近似于圆周的闭路才非常清楚.故更正确地我 
们应该这样 规定： 当一人沿（简单）闭路循一方向环行时，如由闭路所围的区域靠近 
观察者的部分总是在观察者 的左手 边时，这一方向就称为曲线的正向(图 5， a )). 在平 
面的左手定向的情形下，顺 时针向 环行闭路就是 正的， 所以区域总是在观察者的右 
手边（图 5,6)). 

我们注意， 平 面中坐标轴本身的安排恒与平面的定向有 联系： 在平面的 右手定 
向时，将: c 轴 按反时针向转 90。就得到 y 轴； 而在 左手定 向时，就要 按顺时针向转 
(参看图6, a ),6)). 在第一种情 况下， 坐标系本身也称为右 手的， 而在第二种情况下， 
称为 左手的 , 79 ) 

在作这些说明后，今后我们永远这样规定好 :如积 分道路（火）是一简单闭曲线, 
则当记号 

I Pdx + Qdy 

J iK) 

没有指明闭路环行的方向时， 我们恒认为它是沿正向所取的积分 .当然，这一规定并 
没有限制我们必要时考察沿负向取积分,不过我们用 

—I Pdx + Qdy 
■/㈤ 

78 )在脚注79中叙述了给岀平面定向的更正式的方法. 

由最后一段所说的，为了给岀平面的定向，只需在此平面上选择某个坐标系 . 事实上，如果 
确定了坐标系从观察者的角度来看,右手系或左手系没有区别)，那么与其相应的转动的正方 
向是: c 轴按此方向绕原点转动 90° 后与 y 轴重合.平面绕原点按正方向转动 a 角可以由公式 
x 1 — a : cos a — y sina , y ' = x cos a + y sin a 作为变换严格解析地给岀.这样一来,如果在平面上选定 
了某个坐标系，那么这个平面的定向就唯一且严格地给定了.给岀在（有向）平面上,范围区域⑺) 
的闭路 （尺） 的环行正方向的正式概念有点难.作到这一点的方法之一如 下：用 1{M) 表示其始点为 
闭路 （尺） 上点 M. 与闭路 （尺） 相切的射线，其方向指向闭路 ( 尺） 的环行方向（在闭路有参数表示 
时， l(M) 容易解析地给岀).设 r(Af) 是 l(M) 绕 M 点按正向转动 90° 所得射线.如果对于（简单 
的或分段光滑的）闭路 （尺） 的无论什么样的非奇异点射线 l\M) 上所有充分靠近 M 的点都 
在区域 CD ) 内，那么所考虑的闭路化）的环行方向就是正向.用这个定义可以纯解析地证明与前 
面引进的概念有关的所有断言.然而在许多情况下，过渡到纯解析的语言将导致极为复杂的证明. 
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来表示它罢了. 

549•例 1) 假如 （ K ) 是抛物线 y = x 2 自横坐标 x -0 的点到横坐标 z = 2的点的一 
段，试求积分 J = J ( K ) ( x 2 - y 2 ) dx . 

解因为积分的曲线是用显方程给岀的，故可应用公式 （7); 得 



( x 2 — x 4 )dx =— 


56 

15 - 


2) 求积分 J = f ( K ) ( x 2 - y 2 ) dy , 其中 （ K ) 代表上题中的曲线. 

解这里应该利用公式 （8). 注意由曲线方程知 x 2 = y 且 y 的变动范围是0到4,我们有 



(y — y 2 )dy 


40 


3) 计算取在联结点 0(0,0) 与 A ( l ， l ) 的一道路 （ L ) 上的曲线积分 



图7 


H = 2 xydx + x z dy 

J(L) 


的值，如道路⑹是： （ a ) 直线 y ~ x , (6) 拋物线 y = z 2 , ( b ) 抛 
物线 z = y 2 , ( r ) 立方抛物线 y = z 3 ( 图 7). 

解 （ a) 因为 dy = da :， 故 


( a ) 


2 xydx + x 2 dy 


Sx 2 dx 


(L) 


(6) dy = 2 xdx , H 



Ax 3 dx 


(b) dx = 2 ydy ) H 



5 y 4 dy = 1; 


( r ) dy = Sx 2 dx ^ H 



5 x 4 dx 


4) 对这些同样积分路线，计算曲线积分 



xydx + (y — x ) dy . 


(L) 
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(x — y 2 )dx + 2 xydy 


(OA) 


如取连接点 0(0,0) 及 A(l，1) 的下列各曲线之一（参看图 7) 作为积分道路: （a) 直线段 OA(y = 
x); (6) 由 a: 轴 (y = 0) 的一段 (9_P 及直线 a: = 1的 一 段 _PA 所组成的折线 OPA; ( b ) 由 y 轴 
(x-0) 的一段 OQ 及直线 y = 1的一段 QA 所组成的折线 OQA. 

解 （ a ) 因 y = a : 及 dy =血，故 


I 



(x + x 2 )dx = 


5 

6 


(6) 在这一情况下很自然地分积分道路为两段: 


I 二 f = [ + [ =h+h. 

J (OPA) J (OP) J (PA) 

沿 OP 我们有 : y = 0 及 dy = 0, 所以 


h 




2 


沿 PA 有 :$ = 1 及 da : = 0,故 

h= 2ydy = 1. 

Jo 

因此，最后 / = 

(b) 与前类似，得（因为沿线段 OQ 的积分等于 零)： 




2 


6) 同样求积分 

j — 

答在所有情形下 J = 2. 



( y 2 + 2 xy)dx + (2 xy + x 2 ) dy . 


附注读者可能已注意到例 3),6) 的结果与 4),5) 的结果间的 差异. 在 3) 与 6 )中所考察积 
分的大小似乎与连接起点及终点的道路无关.相反，在例 4) 与 5) 中我们遇到的积分其值与起点 
及终点用什么样的线连接相关.以后[§3]我们要特别来讨论这一问题并说明它的重要性. 


7) 计算积分 


I 


其中 （ C ) 表示循反时针向的上半椭圆 


= * ( x 2 + 2 xy ) dy , 

(C) 

2 2 
$ , y n 


a 


2 


¥ 
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解 利用椭圆的参数表示式: X = acost.y = bsint, 这里 t 由0变到 7 r . 将 x , y 用 （ 的表示 
式代入并用 b cos tdt 来代 dy , 得[由公式⑸] 


7 T 


2 o 

1=1 (a cos t + 2ab cos t sin t)b cos tdt 
o 



7 T 


7 T 


a 2 b I cos 3 tdt + 2ab 2 J cos 2 t sin tdt = g a ^ 2 - 


8) 计算积分 


K 


2 2 
y dx — x dy 


(L) 


其中⑹是一圆周，半径为 1 而中心在： （ a ) 坐标原点或 （6) 点 (1,1). 

解 （ a ) 自参数方程 x = cost , y = sint 岀发，其中 t 由0变到 27 T , 由公式 （6) 我们有 


2 tt 


K — — \ ( sin 3 1 + cos ' 3 t)dt = 0- 

o 


3 


(6) 同样，用参数表示式 


x — 1 = cos y — \ = sin t 


时，我们得 


2tt 


K 


(2 + sin t + cost + sin 3 t + cos 0 t)dt = — 4 tt 


3 


9) 求积分 


J 


xdy — ydx 


( k ) Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 

其中 （ K ) 是圆周 x 2 + y 2 = r 2 . 

提示 比照 339 ,1句 ■答 


( A , C RAC - B 2 >0), 


2tt 


10) 计算积分 


VAC - B 2 


L 


xdx dy 


(A) 


y y-d 


如果 （ A ) 是摆线 


x — a(t — sint ), y = a(l — cos t) 


自点 t 


7 T 

6 


解 L 


11) 计算积分 


到点 f i 的一段. 

i a (卜 sint) - Si 



dt 




x 2 dy — y 2 dx 


2 ln3 


(K) 


如果 （ K ) 是星形线 


X = 


a cos 3 


y = a sin 


m 3 t 


自点 A ( a ,0) 到点 B ( 0 , a ) 的一段 • 


解 / = 3 at f 2 sin 2 t cos 2 tdt = — 7 ra 3 

%} ° 16 
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550. 用取在折线上的积分的逼近法 在许多情形下会遇到一种曲线积分，用取 
在折线上的积分来逼近它非常方便.这种逼近法建立在下一命题上，这一命题对我 
们今后不止一次有用. 

所提到的曲线 （ L ) 假定是简单曲线，且是非闭的.此曲线由方程 （3) 给出，其中 
函数# 与# 连同它们的导数是连 续的； 这一点保证了在下面所述的等式 [547] 中曲 
线积分的存在性，同样也保证了曲线 （ L ) 是可求长的 [248] . 

引理 设函数 P(x ， y) 瓦 Q{x,y) 于某开区域 （五） 内连续，而 （ L ) 是在 （五） 内的 
一 曲线.如作 （ L ) 的内接折线 （ A )， 则当各段小弧直径的最大者趋近于零时我们有 

lim / Pdx 4- Qdy = / Pdx + Qdy. 

■/(A) J(L) 

只要讨论 Pcb 及就够了，对积分 Qdy 及<5办推理完全是一 
样的.设内接于 （ L ) 的折线 （ A ) 的顶点为 

乂 三 乂0, 乂1， …， 4+1， . . . ， ^4 n = 

以而， Pi 轰 x ， P 在点 A 的值.给定任意一数 s > 0后,命各小弧的直径非常小，使 1) 
连续函数 P 沿线段的振动< e 且 2) 积分和 D PiAxi 与它的极限 / ( q 尸办 
之差也小于 e. 

显然，我们有 

I Pdx = / Pdx, 

■/(A) i J(AiA i+1 ) 

且另一方面， 

y ] p^xi = y 2 [ Pidx , 

i i H A i A i + l) 

所以 

Pdx = PiAxi + j [P — Pi]dx. 

i i J(AiA i+1 ) 

但右端的第一项与积分 f (L) Pdx 相差小于 e [参看2)]，而第二项其绝对值不会超过 

参看1)]，也就是更 < L ^， 其中 L 是曲线 （ L ) 的长. 

于是，最后， 

I Pdx _ Pdx < e(l + L ), 

■/⑷ J{L) 

这就证明了我们的断言. 

附注 如果把简单闭路 （ L ) 分成两条 非闭的 曲线，并且对后者分别应用上述引 
理，那么所证明的断言在某种意义上可以推广到简单闭曲线的情形，这里的极限过 
程受到要求分点之中有两个预先固定的点这一限制[参看548目的附注]. 
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551. 用曲线积分计算面积我们现在来指出，怎样借（第二型的）曲线积分来 
计算平面图形的面积. 



首先我们来考察（图 8 )图形 （ D ) = PQRS, 
它是由平行于 y 轴的二直线段 PS 及 Qi ? (在特别 
情形时可缩为一点）与两曲线及 Si ? 围起来 
的，而这两曲线的每一个与平行于 y 轴的任一直 
线仅交于一点.设曲线 OPQ ) 及 {SR) 的显方程为 

{PQ) : y = y 0 (x), (SR) : y =-Y(x), 


^ 且: c 在区间卜 6] 上变动. 

图 8 将“曲边梯形”的面积 D 看作两“曲 

边梯形”及 abQP 的面积的差时，我们就可以写 


D 



f h 

Y(x)dx — I yo(x)dx. 

J a 


另一方面，由公式 （7)， 

I ydx = / yo(x)dx, / ydx = / Y (x)dx. 

J{PQ) Ja J(SR) Ja 

所以 

D = / ydx + ydx; 

J(SR) J(QP) 

这里我们已经在第二个积分前面变了号，但同时却也改变了积分的方向.若在等式右 
端加上等于零的两积分 

L ydx 及 / ydx 

J(RQ) 

(因为它们是沿着平行于 y 轴的直线段而取的)，则等式并未破坏.结果得 

D = / ydx, 

J(PSRQP) 

且积分路线是按积分号下文字的次序前进的. 

如以⑹表区域 （ D ) 的边界，则按第548目末尾的规定，记号/ (L) ydx 表示以 
正向取的积分.在坐标轴，如图8所采用的，是右手定向时，这一环行方向使区域在 
左手边，而同时方向使这一区域在右手边.故 

/ ydx - ydx, 

J(PSRQP) J(L) 


因此， 


D =- 



⑼ 
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现在假定,虽然图形 （ D ) 是由较复杂的边界围成的（甚至边界是由若干曲线所组成)， 
但这一图形用平行于 y 轴的直线恒可分成有限个如上所考察的小块（图 9). 每一小 
块有一由公式 （ 9) 所表出的面积.将这些等式相加，在左边我们就得到整个图形 （ D) 
的面积，而右边是散布在各部分边界上的积分的和.但这些积分可化为取在总边界 
( L ) 上的一积分，因为沿每一辅助线段的积分等于零.因此，在这种情形下面积 （ D ) 
仍以公式 （9) 表示. 




图 9 图 10 

对于由平行于 X 轴的两直线段及 S 州图 10) 与两曲线 


( PS ) : x = x 0 ( y ), 

(QR) : ^ = X ( y ) 


(c^y ^d) 


所围成的图形 PQRS ， 用类似的推理可得公式 

f xdy . (10) 

J (L) 

并且，如果互换: c ， y 轴的地位，它也可直接由公式 （9) 推出.这时符号必须改变，这 
是因为环行的正向与坐标轴地位互换无关，仍旧完全与前面一样. 

容易明白，对于较复杂的图形，即用平行于: c 轴的直线可将它分成有限个第二 
型的“曲边梯形”者,公式 （10) 依然成立. 

所得结果事实上已有完全足够的普遍性了.但是，在许多具体情况中要去检验 
上面的图形是否可能分割为上述特殊类型的小块往往很麻烦.所以我们来证明另一 
个，亦是非常一般的，但容易验证的条件，在这一条件下公式⑼及 （10) 可同时应用. 

我们假定，区域 （ D ) 是由一任意的 分段光滑的® 曲线 （ L ) 围成的因为这一 
区域是可求面积的[337]，故可作一在里面的及一在外面的多角形区域 （义） 及 （ B ) 使 


A < D < B , B - A <£, 

①回想一下，我们称由若干段光 _ 滑曲线组成的曲线为分段光滑曲线 [ 参看 337]. 

_ 对具有分段光滑边界的区域，公式（ 9 ) 与 （ 10 ) 的完全解析的证明十分 繁琐； 下文中为了简明， 
略去了细节 . 







• 20 • 


第十五章曲线 积分斯 蒂尔切斯积分 


[552] 


其中 e 是事先给定的一正数 [335]. 同时也可以假定这些区域的边界两两无公共点. 
以 5 表这些不同边界的点间的最小距离 [336 脚注].如内接于 （ L ) 作一折线 （ A ) 使 
所有小弧的直径< \这折线就已经不会与多角形 （4 及 （ S ) 的边界有公共点，所 
以由它所围的多角形 （ A ) 包含着 04) 且自身又含于 （ S ) 内.于是 


△ — D \ <C c , 

故当小弧直径的最大者趋近于零时， A -^ D . 

现在不难证明，公式⑼及公式 （10) 都可应用来计算多角形面积 △，即 

A = — / ydx = xdy 

A a) A A) 


(因为用平行于 y 轴或: C 轴的直线很容易分割这一多角形为这种或那种类型的梯形). 
如变到极限，并引用前一目中的引理，最后就 得到： 由一个分段光滑的曲线所围图形 
( D ) 的面积可任意用上述公式之一来表示. 

但是，在计算面积时,通常采用另一较对称的公式： 



( 11 ) 


这由公式⑼及 （10) 很容易得到[比照 339(16)]. 


附注容易证明，曲线上有有限个奇点时事实上并不改变上面所导出的公式的 
真实性.如用这些点的邻域将它们分开,则对图形的其余部分公式是可以应用的.再 
只要令这些邻域的直径趋近于零变到极限就可以了. 


552 .例 1) 求半轴为 a 及&的椭圆面积. ， 

解 利用椭圆的参数方程： x = acost，y = 6 sint (0 < t < 2冗).由公式 (11), 




a cos t • b cos tdt — 


b sin t - (— asint)dt = 



dt = 7 rab . 


在计算曲线积分时我们利用了公式 （6)， 当排列积分上下限的次序时要注意闭路正向的环行 
对应于参数的增加. 

2) 求星形线 

x — a cos 3 1 ，y = a sin 3 1 (0 < t < 2 tt ) 

的面积. 2 

答 D = 警 a 2 J 0 27r sin 2 艺 cos 2 沛 =. 

3) 求由外摆线 


x = a[(l + m ) cos mt — mcos(l + m ) t ], 
y = a[(l + m ) sin mt — msin(l + m ) t ] 
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的一拱与对应的圆弧间所围图形的面积（图 11), 

解 应先沿着曲线 （ ABC ) 再沿着曲线 ( CDA ) 取积分 （11). 在前一情况下我们可利用上面 
写出的方程，令 Z 自0变到 2 tt . 贝！1 

xdy — ydx — a 2 m(l + m)(l + 2 m)(l — cos t)dt y 


故 


2 



7 ra 2 m(l + m)(l + 2m). 


(ABC) 


至于圆弧 ( CDA ), 则如保持同一参数，它就可用方程 

x = a cos mt, y = a sin mt 

来表示，这时〖自 2 tt 变到 o . 对应的积分为 



2 ^ {CDA) 2 


a 2 m 



2 


dt = —7 ra m 



2tt 


因此，所求面积等于 


D = 7ra 2 m 2 (2m + 3) 


4) 试求笛卡儿叶形线 


x 2 + y 3 = 3axy 


圈的面积（图 12). 


图11 



及 

^ 9 a 2 f°° t 2 dt 3 2 

Jo 

注意这里我们用了无穷限的反常积分，而在推演公式 （6) 时我们一直认为参数变化的区间是 
有限的.要证明上面做的是正确的非常容易，只要先引进另一参数使其变化区间是有限的（例如， 
角6»)，再变到参数 Z =|. 

5) 同一问题,对曲氣 

( a ) (x + y) 4 = ax 2 y, (6) (x + y ) 2n+1 = ax n y n (n 为自然数) ■ 

①一般， 当兵数 曲线的方程有^ 类元次 项且次数相差一时,这样的代换法总是很方便的. 
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提示 引导 


y 


，艺自0变到 oo . 在情形 （6) 下， 


* 

xdy — ydx = a 


t 2n 


(1 + ^) 4n+2 


dt . 


在积分时，自恒等式 


2n 




k 


出发，可使分式分成许多简单的分式. 


答 （ a ) D 


毹；⑹乃二江 


o( -1 ) 


广 fc 
^2n 


2 


4 n — fe + 1 


6) 求坐标轴与曲线 


+ y 


+ y 


2 


所围图形的面积 



D 




9V3' 


7) 作为应用一般公式 （11) 于计算任何样 
子的平面图形 ® 面积的一例，我们最后来讨论 
这样一问题. 

设某一立体的底面是在两平行平面上的二 
任意形状的图形，而侧面是直纹面,是由按照某 
种规则连接这两图形的边缘上的点而成的直线 
所组成的（图 13). 求证，立体的体积 V 可用 
公式 


V=^(Qo + 4 Q 1 + Q 2 ) 


( 12 ) 


0 <> 


来表示，其中 h 表立体的高,是它的 
底面积与中间截面的面积. 

我们知道，如横断面面积是 Q 二 Q ( x ), 则 
体积 V 可用公式 


图 13 


V 



b 


Q ( x)d 


来表示（参看 342). 另一方面，如 Q(x) 是至多三次的多项式，则辛普森公式 



b 


Q ( x ) dx =^( Q 0 + 4 Q 1 + Q 2 ) 


是准确的(参看第二卷 327 脚注).事实上，我们将看到， Q ( ar ) 是一个二次多项式 
设 


y = olx + /3， z = 7^ + ^ (13) 

①当 _ 然 ，要喜 于上面所说过的条件，为简单起见这些条件我们这里不再重提了. 
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是构成范围立体的直纹面的方程.这里可以假定系数 a ，/3, 7 ， J 是某一参数〖的函数，当 t 变化 


(例如，由如到 r ) 时母线就描画出曲面来.现在如果用一平行于 M 平面、与它相距 x 的平面去 
截这一曲面，则在相交的地方就得一曲线，它在平面上的射影（并未变形!）恰以方程 （13) 做 
它的参数方程.我们假定，当 t 自 b 变到 r 时所有截面处的边界都是以正向（被对应的母线上的 
点）描画出来了.因此截面面积，例如由类似于 （10) 的公式，可 表为： 




T 


(ax + 0 ) d(^x + S ) 


Q ( x )= / ydz 

(K x ) 

T pT pT 

ad^y + x • I ( ad8 + 0d ^ y ) + / fidS , 




即，确实表为 x 的二次三项式， 

容易证明，类似于公式 （12) 的公式也可应用到计算立体对 yz 平面的静矩上去.这静矩可用 

积分 

f b 

M yz = / xQ ( x)dx 

J a 

来表示 [356,1)], 这里积分号下的函数是一个 三次多 项式. 

553. 两不同型曲线积分间的联系 考察一光滑曲线 （ K ) 三045)，取弧 s = 

为参数，我们就可表它为方程 

x = x (5), y = y { s ) (0^5^ S ). 


函数 x { s ), y { s ) 将有连续导数 x / ( s ) 1 y / ( s ). 如以 a 表示向着弧的增加方向的切线与 x 
轴间的夹角，则大家都知道 [249,(15)], 

cos a = x f ( s ), sin a = y ’（ s ) • 

如沿曲线 （ iO 已知一连续函数 f ( M ) = f ( x ， y ), 因此我们有 



f ( M ) dx = [ f ( x ( s ), y ( s )) x / ( s)ds 

(K) Jo 

s f 

f ( x ( s ), y ( s )) cos ads — / /( M ) cos ads 

o J ( K ) 



而第二型曲线积分就化成第一型曲线积分了. 

同样可得 

[ f ( M)dy — f f ( M ) sin ads . 

Hk) J(k) 

如沿曲线 （ K ) 已知二连续函数 P ( M ) = P { x ， y ) 及 Q ( M ) = Q ( x , 2 /), 贝 IJ 


Pdx + Qdy = / (P cos a + Q sin a ) ds . (14) 

{ K ) J ( K ) 
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我们着重指出，在所有这些公式中角 a 与切线的方向有关，而这一方向对应于 
曲线（幻的方向.如将曲线方向改变,则不仅左端的积分变号,且由于切线方向的改 
变，角 Q 要变动士 7 T , 故同时右端的积分也要变号. 

显然，所导出的公式对无重点及奇点的分段光滑曲线依然 成立； 这很容易证明， 
只要对曲线的每一光滑段将公式写出来再逐一相加就可以了. 

作为一练习我们将面积公式 （11) 改变成第一型曲线 积分： 


D 




xdy — ydx =云 / (x sin a — y cos a)ds 
2 ! (k) 2 J(K) 


如变成极坐标 r ，6/, 则又得 


D 


2 



r(sina cos ^ — cos a sin 0 )ds 




2 



r sin(a — 9 ) ds . 


(K) 


注意 a - 0 是点的位置向量与该点处切线间的夹角 ( r ^), 故可给这公式一最终的形状 


D 


2 



rsin ( r ， t ) ds . 


(K) 


对沿空间曲线的曲线积分也可作同样的讨论.结果得公式 



Pdx + Qdy + Rdz = 



(P cos a + Q cos /3 + R cos " y ) ds ^ 


其中 cos a , cos /?, cos 7 是切线的方向余弦，当然假定它的方向对应于积分道路的方向. 

在平面曲线的情形下，与两种曲线积分相关的公式中，如写出 x 轴与积分所散 
布的曲线法线间的夹角时，有时比较方便.如给法线一方向使切线与法线间的夹角 
Z (^ n ) 等于①故 


/($， n ) = /( x ， t ) + /( t ， n ) = a + 


IT 

2 


则 


cos a = sin (: c , n )， 
sin a = — cos (: c , n ). 


因此，例如公式 （14) 就可写成下面的 形状: 



Pdx + Qdy = / [P sin (: c ， n ) — Q cos (: c ， n )] ds . 

Hk) 


( 15 ) 


® 计算角的正负方向必须按照平面的 定向! 
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554. 物理问题 最后我们来讨论一些物理问题，在其中曲线积分得到了应用. 

1) 力 场中功 的问题 设在： ry 平面（或平面的一确定部分）的任一点 M 如放一单位质量，就 
有一确定的力 F 作用于它，这个力的大小与方向只与点 M 的位置 有关； 如放在 M 的质点其质量 
m 不等于1，则作用于它的力就等于 mF. 在这种情形下平面（或所考察的一部分）称作 (平 
面） 力场，而作用于单位质量的力戶称作场 的引力 .给出力戶的大小与方向相当于给出它在坐标 
轴上的射影显然射影是点 M 的坐标 a :， y 的函数 

X = X{x,y), Y = Y(x,y). 

如果向量戶与 o : 轴构成的角用 p 表示，那么（图 14) 

X ^ F cos ( p , Y = F sin ip. (16) 

现在假定，位于场中的质点 mOcaK 有单位质量者）运动，且以一确定的方向描出某一连续 
曲线 {K). 我们的问题是在这一运动中场的力所做的功 A 如何计算. 

假如作用于点的力保持一常值 F 且保持一固定方向，而点的位移本身以直线进行,则大家都 
知道，功4可表为 位移/ 与力在位移方向上射影的 乘积： 

A = FI cosOy 

其中 e 是力戶与位移方向间的夹角. 




图14 


a 15 


在非直线运动以及非常数力的情况下，功要借某一极限过程来确定.同时，为了简明，可以采 
取在实际中所熟知的“无穷小求和法”[参看 348]. 我们用弧 AM 的长 S 来确定曲线 （ K ) 上的 
点 M 的位置.考虑曲线的无穷小元素 MN = ds , 并近似地认为，力戶与其对位移心的角沒保 
持数值不变.那么相应的元功为 


dA = F cos Ods . 

现在余下来的仅仅是把这些沿曲线 （ k ) 的元素“加起来”，结果功 a 就表示成第一型曲线积分 

A ~ I F cosOds . (17) 

J(K) 
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引人元素 ds 的方向（即曲线在点 M 的切线方向）与 a : 轴之间的角 a . 显然 ，6 = ip - a , 

于是 

cos 汐 = cos ip cos a + sirup sin a , 

积分的元素可记为 ： (F cos ^ cos a + -F simp sin a ) ds , 或者，根据 （16) 式： 

(X cos a -f F sin a ) ds . 

功的表达式 （17) 本身具有如下形式： 

A = (X cos o ： + y sin o ：) ds . 

J(K) 

如果现在考虑到建立了一、二型曲线积分之间联系的 （14) 式，那么力场所作的功最终表为 

A = I Xdx -\- Ydy . (18) 

这是对功的最通用的表示，是对于如下一系列与功有关的重要问题的研究方便的 表示： 所作 
的功与连接给定两点的道路的形式是否有关？沿一条闭路所作的功是否总是等于零？[关于这一 
点，参看下面的555 - 562 g ] 

2) 不可压缩流体在平面中的定常流动这种运动的特 征是： 第一， 在某平面的同一铅垂线上 
各部分流体有相同的速度， 所以，要说明整个运动只要研究在一个平面①内的运动就 够了； 第二， 
流体各部分的速度 5 仅与各部分的位置有关而与时间无关. 因此，在所考察的平面（或它的一部 
分）中每一几何点处，就有一个在大小及方向上都确定的速度与它联 系着; 换句话说，给出了某一 
“速度场”. 

如以 W 表示向量5与 a : 轴间的夹角，而以 u 及 v 表这一向量在坐标轴上的射影（速度沿坐 
标轴的分量)，则（图16, a )) 

u = Cx — C COS(p, 

v — c y = csirup . 
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现在在平面中取一任意曲线 ( K ), 我们 设法决定流体在单位时间内 向曲残的确定 一侧流 
过（曲线）的流量 Q . 设流体是不可压缩的，便可用流体所掩盖图形的面积来测量流体的量.如实 
际上流体向所取的相反一侧流动，则流体的流量就算是负的. 

考察曲线 （ iO 的元素 ds = AB. 在时间出内通过这一元素流体的流量等于 

Cndsdt. (19) 

其中 Cn 是速度5在元素 ds 的法线 K 上的射影，法线是 向着所取的曲线那一侧的. 实际上,这一 
量等于以 dsRc . dt 为边的平行四边形的面积，它的高恰为乘积 Cn 点(图 16,6)). 为了计算在单 
位时间内流体通过元素心的流量，将 （15) 式对元素冶相加，得出 ends . 再将所得式子对曲线 
( K ) 的所有元素相加，我们就可将所求流量 Q 表作第一型曲线积分的 样子： 

Q = I ends. (20) 

J(K) 

如 0 ：轴与曲线法线间的夹角为 ( x , n ), 则法线与速度5间的夹角就是 

( n , c ) = ( x , c ) ~ ( x , n ) = ( x , n ); 

所以 

c n = ccos ( n , c ) = c [ cos ^ cos ( x , n ) + simpsin ( x , n)J 
= ucos ( x , n ) + ^ sin ( x , n ), 


而式 （20) 就成为以下 形式： 

Q = I [u cos ( x , n ) -\-v sin ( x , n )] ds . 

J(K) 

现在，按照第 553 目中公式（15)，这一积分也可表作第二型曲线积分的 形状: 



( 21 ) 

( 22 ) 


并且很重要地我们特別指岀，应该取这一曲线的方向使应的切线方向与前所取的法线方向间夹 
角等于[因为就是在这一假定下公式 （15) 才推出来的]. 

如 （ K ) 是一 闭路， 且积分 （22) 是认为沿着正向而取的（与通常一样， 548), 则公式（ 22 )中 
的法线应取着朝向路线 （ K ) 所围区域的内部(为了适合刚才所说的条件).因此，在这种情形下，公 
式 （22) 就给出在单位时间内流体通过边界 （ K ) 流向境域内部的流量.如想要得到在单位时间内 
由边界 （ K ) 所围区域流体向外的流量，只要在公式（ 22 )中变号就可以了. 

再，如场中流体既没有“泉源”也没有“漏洞”时，则在任一有界区域内流体的量保持不变 • 
所以，不论取怎样的闭曲线，沿它所取的积分 （22) 必定等于零. 

因此，若 u 及 t 是不可压缩流体在平面的定常流动中的分速度，则当没有泉源与漏洞时，不 


论 （ BT ) 是怎样的闭路， 
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以后 [566,2)] 我们将看到，这一借物理观察而得的结果也可以给出函数 uRv 的某种分析 
说明. 

3) 气体所吸收的热 考察若干质量的气体，例如1千克.气体的状态由三个量来说明：体积 
V ,压力 p 及绝对温度 r . 如将气体算作理 想的， 则这三个量彼此由克拉彼依龙方程相 联系： 


pV = HT , 

其中 H 是一常量.因此， p ， V 及 T 中任一量可用其它二量来表示.故要确定气体的状态只要知 
道其中两个量就够了，例如， V 及 P . 则横坐标为 V ，纵坐标为 p 的点可用来表明气体的状态.如 
气体状态从对应于点 A 的最初状态变到由点 S 所决定的终止状态，则整个 变化过 程可用一曲线 
(K) = (AB) 来说明，这曲线说明变化状态的连续性 

现在我们的任 务是： 求出在由曲线 （ K ) 所表明的这一整个过程的时间内，已知质量的气体 
吸收了多少热量卡).为达此目的，与通常一样，我们考察某一 “无穷小”过程，将气体从状态 
( V , p , T ) 变到一无限接近的状态 {V + dV,p + dp,T + dT). 对应于这无穷小过程有曲线 （ K ) 的 
—元素（图 17). 我们曾经确定过这时传给它的元素热量 dt ； [当推演泊松公式时 ,361,3)]. 我们来 


利用那里所得的式子: 


图17 


dU 



^xdp+ ^pdV. 

要求出由曲线所表明的气体整个变化过程中 
它所传得的总热量 *7, 只要将元素 dt ； 沿这一曲线“相 
加，，： 


U 







V dp-\- ^pdV. 
H 


(23) 


因此，热量 t / 就已表作第二型的曲线积分. 

如果我们不用 dV 及咖，而用 dV 及 dT 或用 dp 
RdT 来表出热的增量 dt /, 那么事情不过是变成分别 
在 VT 平面或 pT 平面中的一曲线上取曲线积分. 

4) 电流的磁效应 表明电流磁效应的毕奥-萨伐尔 
定律有“微分的”形式.按照这一定律，如一导体上通 


过的电流为它上面的一元素办作用于与它相距 r 的一磁荷 m 上的力，其大小等于 


Im sin (pds 


(24) 


其中 < p (0< ip < tt ) 是连接磁极及电流元素的向量 F 与导体元素 ds 在 电流进行的方 向间的夹角. 
这一元素力的方向垂直于由向量？及$所决定的平面并朝着那一边，使从那里看来由 F 旋转一 
角 p 到芯是按反时针向进行的[比照 356,8)]： 

我们提出一 问题: 有一任意形状的有限闭导线放在空间的任意位置，要表明在它上面流 
动的电流所产生的 磁场； 换句话说，就是要求岀这一整个导线对放置于空间任意一点 M 处的磁 
荷 m 的作用力.然而，当上面所谈到的各个元素力有各各不同的方向并且须将它们几何地相加 
时，要得到毕奥-萨伐尔定律的“积分”形式是很困难的. 


® 此处及今后我们指的所谓 拟平稳 过程,就是我们表明改变气体的状态是尽可能地慢慢进行的， 
并尽可能伴以很均匀的揽拌使气体的全部同时通过每一中间状态. 
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在这类情况下通常是变成向量在空间的任一直角坐标系的轴上的射影，因为元素力的射影相 
加时已经是代数的了. 

为了计算的简化我们利用向量代数这工具.如将表元素力症大小的式子 （24) 改写为 

ml 


r 3 


rds sin v ? 


则很容易注意到它仅与 向量积 Fx 芯的大小相差一因子又因为由毕奥-萨伐尔定律所决定 
的的方向与这一乘积的方向相重,故可写 


r 3 


r 


(r x ds ). 


现在我们考察任一（右手的）直角坐标系 Oxyz . 如以 x ， y ， z 表元素 ds (起点）的坐标，而以 
M 表所考察的空间点 M 的坐标，则向量 f 在坐标轴上的射影为 


x-^y-rj y z-C ； 


而向量芯就有射影 


dx ^ dy , dz . 


在这种情形下^的射影就是因子4分别与 


r 3 

(y — r))dz ~( z ~ Qdy , (z — Qdx ~ (x - ^)dz 

(x - i)dy - ( y - T])dx 


的乘积. 


因此，对曲线 （ K ) 的所有元素相加，最后就得到所求力 F 在坐标轴上的射影写作沿空间曲 


线 （ K ) 的曲线积分的 形状; 


(y- r])dz ~( z - Qdy 

^3 

(z — Qdx — (x — ^)dz 

^3 

(x - ^)dy - (y - rj)dx 

— 


且曲线的方向由电流流动的方向所决定.这就给出了我们问题的 解答. 


F x : 

= ml 

l(K) 

Fy-~ 

= ml 

/ 

/ ⑻ 
p 

F z : 

=ml 

l{K) 


§3. 曲线积分与道路无关的条件 

555. 与全微分相关问题的提出 设在某一通连区域（乃）内已知二连续函数 

P 二 y ) 及 Q = Q ( x , y ). 

考察第二型曲线积分 

[Pdx -f Qdy , (1) 

J ( AB ) 

此处 4 与 S 是区域（乃）的任意两点，而 ( AB ) 是连接这两点的一个分段光滑@曲 

® 在这一目中我们只考察这样的积分道路，这就已很好地保证了积分 （1) 的存在. 
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线，全部在这一区域内者. 

这一目主要问题就是要弄清楚这一 积分的大小不与道路 ( AB ) 的形状有关的条 
件，即积分由起点4及终点 S 所一意决定的条件，而这两点不论在哪里. 

积分⑴的性质由积分号下的微分式 


Pdx + Qdy (2) 

的性质而决定.我们回想在以前已经遇见过类似样子的式子，就是在我们谈到两变 
数的可微函数以及它的（全）微分 


的时候 [179], 而这一式子当 


dF = 


dF 7 dF , 
-^dx + -^dy 


P 


d£ 

dx 


Q = 


dy 


( 3 ) 


时与 （2) 式全同. 

然而，远非每一个形状为 （2) 的式子都是“恰当微分”，也就是并非对每一个这 
种式子都有一 “原函数” F ( x ， y ) 存在，使这一式子恰是它的（全）微分.从这里就能 
看出，在积分号下的式子是恰当微分的情况下，积分⑴就与道路无关！我们将这一 
有特殊重要性的结论写成一定理的样子，其证明放在下两 目中： 

定理 1要使曲线积分 （1) 与积分道路的形状无关的必要充分条 件是： 微分式 
(2) 在所讨论的区域中为某一两个变数的（单值①）函数的 微分. 

556. 与道路无关积分的微分法 首先设积分 （1) 与道路无关. 在这种情况下，积 
分由点 /( xo ^ o ) 及 B ( x uyi ) 的给出一意地确定，与此相关,就可以用记号 

/ B 广 Oi ， yi) 

Pdx + Qdy 或 / Pdx + Qdy 

L ^(x 0 ,yo) 

来表示它.这里只标明了积分道路的起点与 终点； 道路本身没有标出来，但这没有什 
么关系——积分沿随便什么道路都可以.当然，没有上面所做的与积分道路无关的 
假定，这种表示法就没有确定意义. 

如点 A ( xo , yo ) 固定,而点 S 用区域 （ D ) 中的任意点 M ( x ， y ) 来代替,则所得积 
分就是在区域 （ D ) 中 M 的某一个点函数，即它的坐标 x , 的 函数： 

F ( x , y ) — Pdx + Qdy . (4) 

々怎0，1/0) 

现在我们来研究关于它对:^及对的偏导数问题. 

"[562] 读者可以清楚强调原函数单值的必要性. 
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在区域 CD ) 中取一任意点巩〜奶)，给 : Ti 
一增量△: r 使它变到点 C ( xi + Ax , yi ), 对相当 
小的△: r 这一 点同时会与整个线段 都属于 
⑼ (图 18). 函数的对应值为 

£ ， yi ) 

Pdx + Qdy, 

yo) 

p(xi^-Ax,yi) 

F(xi + Ax ， yi ) 二 Pdx + Qdy. 

H x o > yo ) 

其中第一个积分我们沿连接点 a 与 s 的 



图18 


任一曲线 （ K ) 来取，而对第二个积分其积分道 
路是由这一曲线（幻与一直线段所组成，于是，函数的增量就是 


F{x 1 ^ r /S.x,y x ) - F(x x ,y 1 ) = / Pdx + Qdy = / P(x,y)dx; 

J(BC) J{BC) 

其间因为线段 SC 垂直于 y 轴，而所含 Q 办的积分变成零了. 

所留下的积分立刻就可化成普通定 积分： 为此在积分号下的函数中必须用（是 
直线方程 y = yi 中的) yi 代替 y , 并应取点 B 及 C 的横坐标作为对 x 积分的 
下限及上限.最后得 

/ xi^Ax 

P{x,yi)dx. 


将中值定理应用到所得的普通积分上并两端以△: r 相除，得 

FOn + — POn ， 以 ) = ％) (0<0<1) 

Ax 

现令△: r 趋近于零.由函数 P ( x , y ) 的连续性，等式的右端，同时其左端，都趋近 
于 P { x uVl ). 因此，函数 F 对: r 的偏导数在点 ( x u yi ) 处存在且可表作等式 

= p ( X1 , yi) . 

同样可得公式 / 、 

心 ). 

dy 

因为点 ( xum ) 是在区域 p ) 内任意取的，故对这一区域的一切点，有 




既然这些偏导数连续，函数 F ( x ， y ) 就以 


dF = 


dF 7 dF 1 
ax + 


dx 


dy 


Pdx + Qdy 


为微分，这和积分 （1) 的被积式一致 [179].® 

①由此，顺便也推出了函数 F (: cTyf 本身对于它的二变量的连续性. 
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这样一来，对于与道路无关的曲线积分，我们就得以建立一个与普通定积分中 
关于有变动上限积分的微分法的定理完全相类似的结果 [305,12°]. 

在前目定理中所述条件的必要性也同时证明了.如积分 （1) 与道路无关，则 （2) 
式实际上就是恰当 微分; 在所作假定下积分 （4) 本身就给了我们积分号下式子的一 
个单值原函数！ 


557. 用原函数来计算曲线积分 现在反过来,假定⑵式是某一单值函数 
y ) 的全微分，则 



石， 


Q 


dy . 


⑸ 


已知两点： 4的坐标是 x Al y A , B 的坐标是 x Bj y B ； 考察连接这两点的任意一个分段 
光滑的曲线 （ K ). 设它的参数表示式为 


^ =冰 )， y = 4 ⑴， 

且当参数自 a 变到时，曲线从 A 描画到 R 因此， 

(p(a) = xa, <f(P) = x B , ip(P) = ys. 


现在来计算沿曲线 （ K ) 的曲线积分，将它化为普通的积分[第547目公式（6儿 


得 


Pdx + Qdy 


0 




或者,注意到 （5) 时,按复合函数微分法的规则 




色 , "、i . r 0 d 

dy 




最后 


(3 


⑷， 4 ⑷ )| =$(#(/?)，#(/?)) - $( p ( a )，4( a )) 

a 

= ^{ xb , Vb ) - $(^ a ,2/ a )- 


因此，在有了原函数 


$(M) = $(x，y) 


时，曲线积分就可用简单的公式来计算: 


(AB) 


Pdx + Qdy = ^(xb.Vb) - ^(x A) va) = 


( XByVB ) 

( aA ，2/ A ) 


⑹ 
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或更简单地， 

I Pdx^r Qdy = ^(B) - ^(A) = $(M) B . (6*) 

J(AB) A 

这一公式与积分学中的基本公式 [308] 即用原函数表普通定积分的公式完全相类似. 
不过,我们再强调一次，这一公式只能用于当积分号下的式子是恰当微分的时候. 

这一公式同时证明了在 所考察的情形下积分 （1) 与所取的曲线 AB 无关® 因 
而在第555目的定理中所述条件的充分性也就建立起来了.于是，这一定理现在就 
完全被证明了. 


558. 恰当微分的判别与在矩形区域的情况下原函数的求法现在自然要发生 

一 问题，就是用怎样的判别法可以辨别一个给出的微分式 （2) 是否为恰当微分.这 

一问题的答案就可以最后弄清楚曲线积分与道路无关的条件. 

为了要得到一个在检验时既简单又方便的判别法，我们今后补充假定在 所讨论 

的区域 （ D ) 中两偏导数?^及#存在且连续. 

ay ax 

在这一假定下所求判别法立刻就能得到.如果 (2) 式是某一函数的微分, 
故等式 （5) 就成立： 


则 


假定了偏导数 ^及學 连续就保证这两个混合导数相等 [190], 因此， 

ay ax 

:= S. (A) 

于是，这一简明的关系式就是 （2) 式是恰当微分的必要条件. 

在研究到条件 （ A ) 的充分性时，开始我们限制在区域 （ D ) 是一 矩形的 情形； 为 
明确起见,设它是一有限的闭矩形 [ a ,6; c , d ]. 在条件 （ A ) 适合的假定下，我们来直接 
给出原函数的构成法. 

这问题就是要在矩形上确定一个函数要它满足下列二 方程： 

石 = P(x ， y)，— = Q( x ,y). (5*) 

实际上，由函数 P 及 Q 的连续性就已经能从这里推出 （2) 式是所述函数的全微分 

了 [179]. 


P 




Q 


dy 


dP _ d 2 ^ dQ _ d 2 ^ 

dy dxdy’ dx dydx 


①因为，由于函数少的单值性，只要给了两点 A 及 B ， 它的值少(4)及 ^( B ) 就完全确定了, 
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在中任取两值: ro 及: r ， 当 y 固定于 [ c , d ] 中的任意一值时将 （5*) 中第一 
个方程对于: r 从： r G 积分到： r ; 我们得到 

屯 ( x ， y ) = P ( x ， y)dx + 伞 ( x 0 , y ). 

J Xo 

现在如在 （5*) 的第二个方程中令 x = x 0 而将它对于 y 在 [ c ， c ?] 中任意两值 ya 及 y 
间积分，则得 y 

= / Q ( xo , y ) dy ^-^( x 0 , yo ). 

Jyo 

因此,所求函数伞(: p , y ) 必须有 

ry 

屯 ( x ， y )= P ( x ， y ) dx + Q ( XQ ， y)dy + C (7) 

J xo Jyo 

的样子，其中 C = $( xo ,2/ o ) = 常数. 

现在剩下来就是要验证由公式 （7) 确定的函数（不论 C 是怎样的常数）实际上 
的确满足两方程 (5*). 对于第一个来说这是很明显的，因为 （7) 中右端的第一项对 x 
的导数等于 P ( x , y )[305], 而后两项与： r 无关.现在将等式 （7) 对 y 微分并将莱布尼 
茨规律 [507] 应用到右端第一个 积分： 

d 屯 r x dP 

^ = L ^ dx+Q{x ^ y) - 

由 （ A ), 这里可用 g 来代替则积分就变成差 Q ( x ， y )- Q ( x 0 ， y ), 而导数 g 

就恰等于 Q ( x , y ), 这$就是所要证&的. y 

注意如果开始时我们对 y 积分，那对所求的原函数就会得到这样的一个 式子： 

伞卜，2/)= / P ( x 1 y 0 ) dx -^ j Q { x ， y)dy + C (8) 

J xo Jy 0 

与前一式子仅在形式上不同. 

能懂得这一点是有益的：在区域的某一点上固定了原函数的值，我们借此就在 
原函数的一般表示式中选定了常数，且已经得到了完全确定的单值原函数. 

559. 推广到任意区域的情形 81 )现在我们考察一任意的（当然是连通的）区域 
( D ), 它是由一个或几个分段光滑的曲线所围成，并且可以有限或伸展到无穷远.以 
后我们假定这一区域是开的.在这种情况下它的每一点是内点 [163] 且它与某一个， 
例如，矩形的邻域都属于区域.因为前目推理可应用到这种邻域上来，故当条件 （ A ) 

81 )在本目及以后的=些目中，（与“任意’’区域及自身相交曲线有关的） 一 般情形的断言的证明 
不很详细，读者在必要时可以独立进行更详细的论证，或者仅限于考虑课文中所引出的那些区域 
和闭路而不会发生问题(实际上遇到的极为大量的即是这种情形). 
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在区域 （ D ) 的每一点的邻域中适合时 （2) 式就有原函数存在， 并且有相差为常数的 
无穷个原函数.然而，要 统一所 有这些原函数使在整个区域 CD ) 上得 一单值 的原函 
数并不是永远可能！此处，问题与区域本身的特性有关. 

为了在一般情形下要保证这一单值原函数的存在，必须给区域 （ D ) —种特殊限 
制.这可以这样来 表明: 不论在 （ D ) 中取一怎样的简单闭路，用这一线路所围起来的 
内域必须整个属于区域换句话说，区域必须不包含有“洞”，甚至须不包含有点 
洞.有这种性质的连通区域称作单连通的. 


单连通区域 非单连通区域 



图 19 


如果我们谈的是有限区域(即不伸展到无穷远的)，则单连通性的概念还可更简 
单地 表为： 区域必须是由唯一的一个闭路围成的.在图19中举岀了一些单连通与非 
单连通区域的例子，其中 a )， r ), 4是有限的，而6)， b )， e ) 是伸展到无穷远的. 

设所考察的区域 （ D ) 是单连 通的； 开始我们假定它是有限的，所以它单纯地是 
由一个分段光滑曲线 （ K ) 所围成的.我们将自包含在 CD ) 内而拆成许多矩形的区 
域出发逐步对区域 （ D ) 进行建立原函数. 

给定一任意小数 e > 0后，我们可以用一个边长< e 的正方形包围线路 （ K ) 的 
每—点使在它的范围内线路可用两种类型之一的显方程来表示[参照 223]; 而仅在 
拐角的地方有两个这样的曲线在这里接头. 

由博雷尔引理 [175], 仅用有限个这样的正方形就可以覆盖整个线路 ( K ). 这一 
正方形的有限锁链围成了某一闭区域（6)，全部在 （ D ) 内，且很明显地是可拆成许 
多矩形的.它是连通的， ® 因此与 （ D ) —样也是单连通的；区域 （ D ) 离开边界的距离 

的一切点根本都属于这一区域. 

我们下面将指出如何对区域（勿作原函数.为了要得到确定的原函数，我们在 
属于 （3) 的任一点 Mo 固定它的值.注意，定义于两相重叠的区域上的两原函数在 
它们的公共部分上只能差一个常数(因为它们差的偏导数为零， [183]). 因此，如果这 

①如两点 M 。 及 Mi 属于 (5) ，则 它们可以用一完全在 ( D ) 内的折线 （ L ) 相连接 [153 j . 这一折 
线一般说来可能已超出 （£>) 的范围而落入上文中所述的某些正方形内去了.但包含在某一正方形 
内的折线部分恒可用它的周围上的对应部分来代替.用这种方法就得到连接 M ) 及的一折线 
( L ), 完全在 （乃） 内. 
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两原函数只要在某一点处相重，它们便在整个所述的公共部分上恒等.由此可见，当 
e 趋近于零时，我们真正能够逐步把原函数的定义延伸到整个区域 （ D ) 上而 保持其 
单值性. 

为了要做出区域 （乃） 上的原函数，我们设想这一区域分成许多矩形，彼此沿着 
垂直边互相挨靠在一起（图20, a )). 在图20, 6) 中我们画出了两个这种相邻的矩形 
( k 及 d 2 . 在其每一个上面我们将作原函数，设为 h 及$ 2 .沿矩形也及 d 2 的公 
共线段 叫?, 它们只可能相差一常数，因为我们只要在图中打了斜线的矩形上作一任 
意原函数，由前一目这一定是存在的，如果我们回想一下上面这两个原函数的每一 
个与这一原函数沿叫?真正只各相差一常数项，那么这就很明显了.将原函数 h 或 
之一改变一适当常数，因此就可使它们沿线段叫?相重. 

自点 Mo 所在的矩形出发来作一原 
函数，且迫使原函数在这一点有预先固 
定的值.再在与它相邻的一些矩形上作 
原函数使通过它们的公共边界时不破坏 
连续性，如此继续下去. 

现在我们想要 说明： 区域 （ D ) 单连 
通性的条件也同时使（乃）单连通的条 
件究竟要它做什么.在图20, a ) 中的一 
串矩形当对边界较复杂时也可能分 
叉，如图 21, a ) 所示；不过这并没有阻住 
原函数沿彼此分开的叉支连续延伸.但若区域有一 “洞” （参 看图 21， 6)) 而二分支又 
重新合在一起时，则在合起来的第一个矩形上选取一原函数使通过两接头处 以？ 及 
7 5时同时保持连续性就不一定可能了！ 

区域 CD ) 伸展到无穷远的情形可同样处理，只要从一些有限的部分区域出发， 
将原函数逐步延伸到整个区域 （ D ) 上去. 
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560. 最终结果整个在前面两目中所述的可总结为下一 命题： 

定理 2 在整个区域 （乃）上， (2) 式要是两个变量的某单值函数的微分就必然适 
合条件 （ A), 而在 （ <D) 是单连通区域的假定下，这也是充分的. 

所以条件 （ A) 常称作 （ 2) 式的 “ 可积条件”. 

现在如再回想一下定理1,就立刻可得下一 结论： 

定理 3 在区域 （ _D) 中积分道路的起点 A 与终点 B 不论怎样取定之后，如果 
曲线积分 （ 1) 与积分道路的形状无关就必然适合条件 (A), 而在 （乃） 是单连通区域 
的假定下，这也是充分的. 

因此，最后我们找到了条件 （ A ) 是曲线积分与道路无关的一个方便而又容易检 
验的判别法.用这一判别法，例如，就很容易将第549目问题 3),4),5),6) 中所提出的 
积分进行分类,并可预见在附注中所指出的它们的特性. 

以后我们要遇到这些所得结果的重要应用.在第562目中我们将回到非单连通 
区域的特殊情形. 

561. 沿闭路的积分到现在为止我们考察了积分 （1) 

[Pdx + Qdy 

J(AB) 

并研究了其中与积分道路无关的一类重要情况.现在我们来考察积分 

[Pdx + Qdy , (9) 

J(L) 

( L ) 是在区域 （乃） 范围内的任一 闭路； 并提 出在什 
么条件下这一积分恒为零的 问题.可以看出，这一 
问题完全相当于上面所解决的 问题: 若对已给微分 
式（2)，积分⑴与道路无关，则积分⑼永远等于 
零,反过来也是如此. 

我们先假定积分 （1) 与道路无关.如 （ L ) 是区 
域 （ D ) 中的任一闭路（图 22 ),则在它上面任取两 
点、 A 及 B 将它分为两段 ( AMB)R ( ANB ). 因为 
沿这两曲线的积分必须 相等： 

/ = / ， ( 10 ) 

J ( AMB ) J ( ANB ) 

于是， 

/=/ +/ = / - 1 ( 11 ) 

J ( L ) J ( AMB ) J ( BNA ) J ( AMB ) J ( ANB ) 



图 22 
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现在反过来，设已知沿闭数的积分⑼永远等于零.取定两点 A 及用两道 
路 （4 M 抝及 ( ANB ) 将它们连接起来，它们组成一闭路 

( L ) = ( AMBNA ). 

当曲线 04 MB ) 与 ( ANB ) 除去点4与 B 之外没有公共点，则事情比较容易， 
此时闭路⑹不自身相交，即是简单闭路.如果道路 ( AMB ) 及 ( ANB ) 彼此相交, 
那么闭曲线 （ L ) 已不是简单曲线. 

然而，如下面引理所示,整个的讨论可限于沿简单(即不自身相交）闭路上的积分. 

引理 如积分（ 9 )取在沿不论怎样的简单（即不自身相交）闭路上永等于零，则 
它即使取在任何自身相交的闭路上也将为零. 

由第550目中所建立的引理, 82 )只要证明对任一自身相交的闭折线这一断言成 
立就够了.设 （ L ) 是这样的一'折线，有一'确定的方向.从它上面的某一点 Mo 出发并 
顺着折线 描画这一折线到第一个自身相交处—— 点 Ml 丟掉所得的闭折线 （ h ) 
后，延长路径 MoM ： 到新的自身相交处，这又可分出一闭折线 ( L 2 ), 一 直这样下去. 
经过有限步后折线 （ L ) 就折成有限个不自身相交的闭折线 

(la), (L 2 ), … 

沿它们上面的积分已知为零.这就是说,沿折线 （ L ) 它也等于零,这就是所要求证的. 
因此，我们就证明了下面有用的 

定理4 要曲线积分 （1) 与道路无关，必要且充分的条件是积分 （9) 沿任何闭路 
都等于零.如果只限于简单（即不自身相交）闭路的情形条件依旧是充分的： 

现在可以看出，要判断积分 （9) 沿闭路是否为零可以用定理3中所述积分与道 
路无关的同一判 别法： 

定理5 要积分⑼不论取在区域 CD ) 范围内的任何闭路上恒为零就必须适合 
条件 （ A )， 而在单连通区域 （乃） 时它也是充分的.当我们仅限制于简单 （即 不自身相 
交）的闭路时，这一条件依然是必要的. 

以后 [601], 我们具备了更深入的工具（重积分,格林公式）时，我们还要回到这 
一目中所讨论的一些问题，并可用更经济的方法重新得到若干这里所建立的结果. 

562. 非单连通区域或有奇点的情形在本节中所发展的并与利用可积条件 

( A ) 有关的全部理论建立在下面两假定上： 1) 所考察的区域 CD ) 是单 连通的 ，即 

82) 更确切地氣《据所说引逼 在自真 相交闭路情况的推广(此推广引理的正确性可以与550冃 
相仿加以证明). 
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没有“洞， ’,2) 函数 P 及 Q 与其导数 f 及$都在区域 CD ) 中连续.如果这些条 

ay ax 

件被破坏了，则一般说来上面所叙述的断言就不能成立.分析这所表明的特性就是 
本目的目的. 

我们注意，破坏连续性条件 2) 的“奇”点，如果将它们从区域中撇开，则也可解 
释为一种点的“洞”.因此，问题就化为对区域（仍的讨论, 在它里面连续性的一切要 
求与条件 （ A ) 都适合， 然而有一个或几个点的或非点的“洞”.并且，为了明确起见, 
在以后的叙述中我们想只限制在点“洞”即奇点的情形.一般情形可完全同样地处 
理. 


开始我们假定，区域 （ D ) 含有一 个奇点 M (而没有其它的“洞”).在这一区域中 
取一简单闭路 （ L ), 并考察积分（ 9 ) 

/ Pdx + Qdy . 


如这一闭路没有包围着奇点，则与以前一样积分等于零.而如点 M 在闭路 （ L ) 的内 
面，则积分可能就不是零了. 


但是，非常值得注意的， 沿各种可能围绕点 M 的所述 
类型的闭路而取正向 [548] 其积分彼此皆相等. 

要证明这，我们考察两条围绕点 M 的分段光滑的曲线 
⑹及 ( L 2 ) -可以认为它们互不相交,因为在相反的情形下， 
我们可以引一包围 （ h ) 及 （ L 2 ) 的第三条闭路 （ L 3 ) 而又与 
它们都不相交者，交分别考察闭路偶 ( h ), ( h ) 及 ( h )， ( Ls ). 

曲线 （ Lj 与 （ L 2 ) 在一起形成了夹在它们之间的环形 
区域 （△) 的边界（图2 3 ).用两条截线（七七）及 ( B x B 2 ) 将 
这一区域分成两个已经是单连通了的部分 （△') 及 （△〃). 则 



i 23 


我们就可写: 


(AiMiSi) 



( SiS 2 ) 



(B2M2A2) 



( A 2 Ax ) 



及 


(SiiViAx) 



( A1A2 ) 



(A2N2B2) 



( B2B1 ) 



将这些积分相加时，在截线上所取的相反方向积分互相对消，得 


r =0, 

(Ai Afi B\Ni Ai) J (A2 N2 B2 ^2 ^2 ) 


于是，最后， 


或 


(A 1 M 1 B 1 N 1 A 1 ) 


(A2 B2 M2 ^2 ) 


(D ^ (L 2 ) 
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且后面这两积分都是沿正向取的.我们的断言得以证明. 

以 a 表示所有类似积分的公共值.它称作对应于点 M 的循环常数. ® 

我们现在来证明，若 （L ) 是区域 CD) 中的任一甚至是自身相交的但不通过奇点 
M 的闭路，则 

/ Pdx -h Qdy = na, (12) 

J ( L ) 

其中 n 是一整数（正的，负的或零).对多角形的闭路这是很明显的，因为它可拆成 
有限个不自身相交的闭多角形线路，沿它们的每一个，积分都等于零或士 a . 在一般 
情形时我们又利用在第550目中建立的引理,并自内接于曲线的折线出发，采取极 
限过程.因为形如 na 的式子（当 a 一 0及 n 为整数时）只能趋近于同一形状的有限 
极限（只要数 n —直不变)，故公式 （12) 对任何闭路 （L) 都是正确的. 

现在我们来考察沿一曲线的积分，这一曲线是连接区域中的两点 A ( x 0 . yo ) 
及 B { x \^ yi ) 而成的但不通过奇点.如 （AB)o 是一'条这样的曲线，而 ( AB ) 是任何另 
外一条，则 （AS) 及 （SA)。 在一起就组成一闭路.故由 (12), 


L Pdx + Qdy + Pdx + Qdy = na, 

J(BA ) 0 


卞是， 


L Pdx 4 - Qdy ― 


/ Pdx 4- Qdy + na. 

J(AS ) 0 



图 24 


这里，积分就真正与积分道路有关了， 

但也只是加上循环常数的一整数倍.在曲 
线 （AB)o 上面加上若干个围绕点 M 的圈 
子（图24)，可以使倍数 n 为任一事先选定 
的整数值. 

换句话说，在这种情形下，当4及 S 
已知时记号 

/ Pdx + Qdy = I Pdx 4 - Qdy 
J(AB) J{xo,Vo) 


就不是（如 a 一 0) 单值的了，它有一形如 na 的项没有确定,其中 n = 0, 士 1, 土 2, .... 
若点 B 用一动点 N ( x , y ) 来代替，则积分 


F { x , y ) = 


fh ， y) 

J(>o ， yo) 


Pdx + Qdy 


与以前一样是式子 Pdx + Qdy 的原函数，连续(当然除掉点 M) 而多值. 
①对应于真正的——非点的——“洞”,其循环常数可完全同样地定义. 
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理解这里所讨论的情况与以前所研究的 [556,558,559] 本质上的不同是很重要 
的.原函数的表示式中本来含有一任意常数,如果把这也算进来的话，那么在以前我 
们也可说原函数的“多值性”.然而,要得到在整个所讨论的区域中的一单值函数，只 
要固定这一常数就 够了； 在那里，在多值原函数的各“分支”间并没有什么强制在一 
起的联系.而这里的“分支”， 相差一循环常数的倍数， 就不能孤立地看待，因为当绕 
奇点转动时，它们就连续地彼此转变了 .® 

为了说明此处整个所述的，我们举一 例题： 



V 

x 2 + y 2 


Q 


X 


x 2 -\- y 2 


这些函数与它们的导数除坐标原点 0(0,0) 外在整个平面上连续，因此原点是唯一的 
奇点.立刻可以验证，可积条件到处（理解为除原点外）适合： 

dP __ dQ _ y 2 ― x 2 
dy dx ( x 2 + y 2 ) 2 * 


很容易计算岀，沿以原点为中心的任何圆上的正向积分 



xdy — ydx 
x 2 + y 2 


等于 27 T . 这就是对应于原点的循环常数. 
很容易猜到微分式 


xdy — ydx 
x 2 + y 2 

的原函数是幅角 A 如以 : r = rcosO,y = rsmO 代人马上就可以看岀来. 


因此，原函 


数的一般形式是 0 + 常数).然而，在平面中任一异于原点的已知点处，我们 

不论以幅角0的任何值岀发,如迫令这点围绕原点不论沿哪一方向转 n 转，则0角， 


因为是 连续变 动的，当点回到岀发位置时，增加了循环常数的一倍数 ±2 nn . 所以，如 


果此时我们在整个平面中或 包含原点在内面的平面的一部分中 （当然，原点本身除 
外）来考察原函数，则就必须认为它是多值的，并认为这是它的不可分割的特 性：它 
的相差 2 tt 整数倍的分支在某种意义下是不可分的. 


读者不难推广上述研讨到当有若干个奇点或“洞”时的情形.例如，设有 A ; 个奇 


占 

…， Mk. 


如4及 B 是区域中两（不同于奇点的）点，以 （45)0 表连接这两点（且不通过奇点) 
的任一 确定的 曲线，则沿任何类似的曲线 ( AB ) 的积分其一般公式为 

/ Pdx + Qdy = / Pdx + Qdy + niai + U2 < J2 - h nfcCTfc . 

J(AB) J(AB ) 0 

①我们在^变数多值函数的情形[例如比照 458] 已经处理过这类现象.不难看出，这也好,那也 
好，都与平面的性质有关. 
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这里 CX # = 1,2,…， A ;) 是对应 于点紙 的循环常数，亦即积分 

I Pdx + Qdy 

J(M) 

的值，其中是一包含奇点紙在其内而不包含其它奇点的一简单闭路,且以正 
向而取的.系数 m ， n 2 , …， n fc 彼此无关.可取任何整数值. 

563. 高斯积分 在某些数学物理问题中必须要考察一个第一型曲线积分称作高斯积 分者： 



cos ( r , n ) 
r 


ds . 




O 


x 


这里以 r 表连接曲线 （ L ) 外一点 A (^ V ) 与曲线上动点 
M ( x , y ) 的向量的长（图 25 ): 

r = - 0 2 + (y : V ) 2 , 

( r , n ) 表这向量与曲线在点 M 处的法线间的夹角. 

因为点 A 不动，故积分号下的式子 C - 0 ，，) 是点 M 
的坐标:的函数.我们现在要将高斯积分表 k 第二型曲线 
积分■如（: c , n ) 与（: c , r ) 是: c 轴的正向与法线及位径向量 
的方向间的夹角，则显然， 


S 25 


( r ， n ) = ( x , n ) - 0， r )， 


所以 


cos(r 5 n) = cos(x ， n) cos(a;, r) + sm(x^n) sin(x^r) 

= -—- cos(x ， n) + -—- sin(a; ， n). 


将这代入高斯积分中，就将它化为 


9 



( L ) 


没一^ sin ( o :, n ) + - cos ( o :, n)j ds . 


如果利用第 553 目公式 （15), 则就得到积分 P 的所求第二型曲线积分表示式 


5 = 土 



yi dx — g dy . 


(L) 


厂2 


厂2 


其中正负号对应于法线方向的选取法. 
函数 及 Q 二 


连续.在异于 A &—切 点处，可积条件都满足.事实上. 


与它们的导数除点 A (此处 r = 0) 外在整个: cy 平面中皆 


( y ~ v \ = r 2 -2( y - r ?) 2 = (x - 0 2 一 {y — V 、 


2 


dy \ r 2 


r 4 

T 12 -2{ x-if 


r 4 

(工 - 0 2 - (y — V 、 


2 
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所以这两导数相等. 

若曲线 （ L ) 是闭的，但不包围点 A (亦不通过它)，则必 g = 0. 若闭曲线 （ L ) 包围点次则高 
斯积分可能异于零,但如我们在前一目中已经看到的,对一切这样的曲线它的值必须是相同的.为 
了要计算这一值，我们取中心在点 A 半径为开的圆周作为曲线 （ L ). 则 


r = i ? 且 cos ( r ， n ) = 1 


(如认为法线及位径向量有相同的方向 )， 所以 



— - 27rR = 27T. 


因此，对每一将点 A 包围在内面的闭曲线 （ L )， 如与在圆的情况下我们所做的一样，将法线 


朝向外面，则有 



cos ( r ， n ) 


ds = • 


r 


如事先将高斯积分的几何意义弄明白，则预先就可 
看到所得的结果.它的几何意 义是 : g 是从点乂所能看到 
曲线 （q 的角的度量 (如果是环行曲线时，取自 a 出发 
的位径向量所描画岀来的有符号的角). 

为了要揭露这一点，我们开始先假定曲线（句与每 
一自 A 岀发的射线相交于不多于一点（图 26). 又设曲 
线的法线 n 朝向与点 A 相反的一面，故 



0 < ( r , n ) < 


2 


0 



在曲线 （ L ) 上取一 元素心 并来确定从点 A 看这 026 

一元素的角度.如 M 是这元素上的点（例如，起点)，绕 
A 以 AM 为半径作一圆并将元素心射影到这一圆上. 

设圆周上元素 ds 的射影为一元素 da . 因为它们间的夹角（认为这两元素差不多是直线的）等于 
角 （ r , n ), 则 

da = cos ( r , n ) ds . 

另一方面，显然 


da = rd < p 、 


其中 W 是对应于圆弧 da 的中心角，即从点乂所看到元素心的角.于是对这一可 以看见的元素 
角有表示式 

cosM^ 

r 

最后，将所有元素角相加，我们得到对整个曲线 （ L ) 可以看见的角恰恰可表作积分 

如曲线与自点 A 岀发的射线相交不止一点，但可将它分为若干部分，使每一部分与这些射线 
只相交于一点，那么只要将对应于这些部分的高斯积分相加起来就可以了. 
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在曲线上取定一确定的方向，而我们将法线朝着一方 
向，例如，使切线的正向与它的夹角为则某些部分曲线的 
法线是向着与点乂相反的一面，高斯积分就给出一正的可见到 
的角，而在另外一些部分法线向着与 A 点的同一面，得出的可 
见到的角是负的.一般说来，在这种情形下高斯积分给出可见 
到角的 代数和 .并且就是这一和称作对整个曲线 （ L ) 的可见到 
的角，因此我们了解可见到的角为视线从曲线的起点转到终点 
的全部度量. 


图27 


( L ) 可拆成两部分. •(&) 及 ( L 2 ) 


如曲线是闭的且围绕着点次则立刻就很清楚，曲线的可 
见角为 2 tt . 如闭曲线不包围点 A 则可见角由于符号不同彼此 
相消结果加起来等于零.在简单的情形下，如图27所示，曲线 
从乂看来张同 一角； 但对曲线 （ h ) 这一角是正的，而对 ( L 2 ) 


是负的. 

这整个与上面所述的完全相符合. 


附注 从高斯积分的几何解释可以观察到，当闭曲线 （ L ) 通过 A 点且在此点有切线时，积 
分的值为 7 T . 如 A 点是一角点且在此点单侧切线间的交角为 a , 则 a 亦就是高斯积分的值.如要 
用分析法建立所述结果就应该先从 （ L ) 分割掉点 A 的某一邻域，再紧缩这一邻域而变到极限. 

564. 三维的情形 整个上面的研究也可重复到空间的情形. 

设有 三函数 F ( x , y , z ), Q ( x , y , z ), R ( x , y , z ) 定义于并连续于某一空间的区域 ( y ), 
我们来讨论沿在这区域中的任一曲线 { AB ) 而取的曲线积分： 

I Pdx + Qdy + Rdz . (13) 

J(AB) 

第556及557目中的推理立刻可不加改变地搬到这里来.因此,这里就有类似于第 
555目中定理1的一定理成立 :积分 （13) 与积分道路无关的问题可化为微分式 


Pdx + Qdy 4- Rdz 


(14) 


是否为恰当微分的问题， 亦即是否有一（“原”）函数 ^( x , y , z ) 存在，其全微分 




dx 


dy 


dz 


与表示式 （14) 相同. 


顺便注意到，如这样的函数存在，则积分 （13) 就可表作它的两有限值的差 



Pdx^r Qdy 七 Rdz = 屯 ( B ) — ^{ A ) = $( M )| 


B 


A 


(15) 


[比较 557(6*)]. 
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与前面一样，以下就产生了恰当微分判别的问题.设在区域 （ y ) 中有连续导数 

dP dP dQ dQ m dR 

dy’ dz’ dz’ dx’ dx’ dy’ 

于是，如果 （14) 式是某一函数 Hx ^ z ) 的微分，故等式 


成立，则 



P 

dx ’ 

dy 

—dz 



dP _ 

d 2 ^ 

dP 

d 2 ^ dQ 

籲 

d 2 ^ 

dQ _ 

d 2 屯 

dy " 

dxdy’ 

dz ~ 

dxdz' dz 

dydz’ 

dx 

dydx’ 

dR — 

d 2 ^ 

dR — 

d 2 屯 




dx 

dzdx’ 

dy — 

dzdy' 





(16) 


由假设,所有这些导数都连续，于是 [191] 等式 


d_P_dQ dQ_dR dR _ dP 

dy dx ’ dz dy 5 dx dz 


(B) 


皆成立.因此，不论 （ y ) 是怎样的区域， 要使 （14) 式是恰当微分因此积分 （13) 与道 
路无关，条件 （ B) 是必要的 . 

转到这一条件充分性的问题上来，我们这里限制在区域 （ y ) 是长方体 


( V ) = [ a , 6; c , d ; ej ] 

的情形.这里我们重复第558目的讨论. 

为了要决定条件 （16) 中的函数 ^( x , y , z ), 我们将第一个式子对于 x 从: ro 积分 
到< x 0 ,x < 6), 而将?/及 z 任意地固定在对应的区间中，我们得 

pX 

屯 ( x ， y ， z )= P ( x , y 1 z)dx + ^( x 0 , y , z ). 

^ Xq 

在 （16) 的第二个方程中令 x = x 0 并对 y 队 yo 积分到 ? /(c ^ yo,y ^ d ), % 

^( x 0 , y , z ) = f Q ( x 0 , y , z)dy + $( x 0 , y 0 , z ). 

最后，在 （16) 的第三个方程中令 x = x Q ，y = y Q , 而对 z 从 z 0 积分到; s(e ^ z 0 ,z ^ /): 



^(x 0 ,y 0 ,z)= / R(x 0 ,yo,z)dz^^(xo,yo,zo). 


显然，常数值 ^( xo ^ o ^ o ) 是依然可任意的，如表作 C , 则最后得所求函数的如下表 
示式： 


y, z) 




y 


P(x ， y ， z)dx+ I Q{xo,y,z)dy+ / R(x 0 l y 0) z)dzC. (17) 

yo 
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在必要时如应用莱布尼茨规则，现在很容易验证这一函数确实满足 （16) 的所有条件. 

这种原函数的直接构成法使我们相信，至少对长方体的区域（ V )， 一^ 要使 （14) 
式是恰当微分，也就是说，要使积分 （13) 与道路无关，条件 （ B ) 是充分的. 

要将这里推广到一般情形是可以的，只要区域00满足某一条件（与平面区域 
单连通性的条件相类似).但因为这时要进行所有的推理是很困难的，我们暂时丢开 
它.以后 [641], 在熟悉了曲面积分与斯托克斯公式后，我们再回到这些问题来. 

565.例 1) 沿任何闭路所取的曲线积分 

/ (x 2 + y 2 )(xdx + ydy) 

J {i) 


是否为零？ 

答为零，因为积分号下的式子显然是函数 \( x 2 + y 2 ) 2 的全微分. 

2) 不参照条件 （ A ), 说明积分 

I xdy — ydx 

h ^ B ) 

与积分道路有关或否. 

答有关（一般说来).因为沿一不自身相交的闭路，这类积分代表由这一闭路所范围的区域 
面积的两倍 [551], 并且因此异于 0. 

3 ) xrF 列各微分式判定原函数的存在性并求 出来： 

( a ) ( Ax s y s — 3 y 2 + 5 )dec + (3 x 4 y 2 — dxy — 4) dy , 

(6) (10 xy — Sy)dx + (5 x 2 — 8 x + 3) dy ， 

(b) (4 x 3 y 3 - 2 y 2 ) dx + ( Sx 4 y 2 - 2 xy ) dy , 

( r ) [( x-\-y + l ) e x - e y ]dx + [ e x - (x + y + l ) e y ] dy . 

解借可积分条件之助可知，在 ( a ),(6), ( r ) 三情形下是恰当微分，而在情形 （ b ) 时不是的. 
( a ) 由公式（ 8 )，令 xo = yo = 0,有 

f ① rv 

少 (x ， y)= I 5dx + / (3x 4 t/ 2 — 6xy — A)dy + C 

Jo Jo 

= 5 x + x 4 y 3 — 3 xy 2 — 4 t / + C . 


用公式 （7) 亦可同样 得出： 

ry 

电 (x ， y)= I (Ax 3 y 3 - 3t/ 2 + 5)dx + / (-A)dy + C 

Jo Jo 

= x 4 y 3 — 3xy 2 + 5x — 4y + C. 

(6) 取 = 如 = 0 后可很方便由公式 （8) 计算出来，因为第一个积分成为 零了: 

少 (cc， y) = f (5x 2 — 8x + 3)dy + C = (5x 2 — 8x + 3)y + C. 

Jo 

(r) 由上述任一公 式得： 


少 (x ， y) = (x + y)(e x - e y ) + C. 
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4) 求证条件 f = g 相当于恒等式 



XQ 



V 


P(x, y)dx+ / Q(x 0 , y)dy 


yo 



P(x,yo)dx+ I Q(x ， y)dy 





y 




(假设函数及 § 皆连续). 

5) 有时原函数的求法（如果可积条件满足）可与在 558 中所做的有所不同.用例 3)(a) 来说 
明这点. 

、 

由条件 

^■二 4x 3 y 3 - 3y 2 + 5, 
ox 

对 I 积分,求得$的表示式 3 xy 2 + 5 x , 但可相差一 “积分常数”.这常数与我们对 x 所 
积分的 x 无关，但可与“参数” y 有关； 故我们可将它取为 < p ( y ) 形状.因此， 

= x 4 y 3 — 3xy 2 + 5x + (p. 


当将少代人条件 


时，得到 


= 3x 4 y 2 — 6xy — 4 
dy 




于是 p = —4 y + C . 最后 


= x 4 y 5 — 3xy 2 + 5 x — 4 t / + C . 


6) 如 不注意到可积条件不合适而 将同一方法应用到例 3)( e ) 上去，则在决定# B 拆 辱条件 

^ = 2xy. 
dy 

这显然是矛盾的，因为右端的式子包含有 x , 而同时#又与 x 无关！ 

7) 一般地来弄清楚在实践上述方法时,可积条件究竟起怎样的作用，是很有趣的. 

将等式 


0^ 

dx 




对0：积分,与在特殊例子中一样，得 


在决定 < p ( y ) 时第二个等式 


给出条件 


峰， y ) 



P(x,y)dx + (f(y). 




dy 


Q(x ， y) 


^=Q(x ， y) 


dy 



P(x,y)dx = Q(x ， y)- 


xo 



$0 


op 

dy 


dx 


(18) 
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若右端式子实际上与 x 无关（即当 y =常数时不 
因 x 改变而改变)，则单纯地对 y 求积分就得到#的式 
子.而如 （18) 式中包含 x , 则对#所得的条件就是矛盾 
的，因为#必须与 x 无关.因此，成功与否根本决定于 
(18) 式是否与 x 有关，而这非常简单地可从 （18) 式对 x 

的偏导数是否为零来判定.但这一导数等于 

ox ay 

因此条件 （ A ) 满足，也只要它满足就能保证成功！ 

8 ) 函数 F ( x , y ) 应满足怎样的条件才能使式子 


a 28 


F ( x , y)(xdx + ydy ) 


是一恰当微分？ 

史 OF OF 
答 

9) 利用原函数的曲线积分表示式 [556(4)], 并一次取折线 ACM 而另一次取 ADM (图 28) 
作为积分道路来推出第558目中原函数的公式 （7) 与 （8). 

10) 为了给出第556目中求原函数的一般公式 （4) 的另一应用例题，我们由这一公式重新来 
解问题 3) ( a ). 取连接坐标原点及平面中一任意点 ( x ， y ) 的直线段为积分道路（我们用另法来表 
示它的坐标是为了使不与积分道路上动点的坐标 x ， y 相混淆). 

在积分 





W ) 


( 0 , 0 ) 


(4 x 3 y 3 — 3 y 2 + b)dx + (3 x 4 y 2 — 6 xy — A)dy 


中应以 g 代替 y (因为 y 
X 的普通^积分.结果得 


yx 

X 


恰为积分道路的方程)，且这就将问题变成计算对0：的自0到 


F(x,y) 



7 y 3 x 6 


9 y 2 x 


2 


X 


f 3 


X 


2 


+ 5 


V 

x 1 


dx 


x 4 y z 


Zxy 2 + hx — Ay 


除记号外，这与上面求得的式子全同. 

11 ) 确定一区域使表示式 


Pdx + Qdy = \ j — xdx + yj x 2 + + xdy ① 


在其中是一全微分，并对这一区域求出其原函数. 

解 我们有（当 y / 0 时)： 

dP 一 _1_ y 一 + \/\A 2 + y 2 + T 

dy 2 y/y/x^ + y^-^x \A 2 + y 2 2^/x 2 + y 2 ’ 

dQ __1_ f x ^ _ V \A 2 +y 2 +x 

dx l\A 2 + y 2 + J ^\/x 2 + y 2 


® 与通常一样，符号 f 代表算术根. 
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且在第一式中正负号应取得与 y 的符号相一致.因此,可积条件仅在 y >0 时才能适合. 

因为这样的关系，我们限制在上半平面中，在还原原函数时我们利用与 10) 中相同的方法，但 
将直线段方程取作参数 形式： 


x = xt^ y = yt (0 彡亡彡 1)_ 


则 


12 ) 令 


fW) 

F(x y y)= Pdx + Qdy 

J(o,o) 



l 


(xy s/ x ；2 + ~ x ; + yy s/x ；2 + + x f ) Vtdt 


2 

3 


(x\/\Jx 2 + y ，2 - + y\J +x’). 


Pdx + Qdy 


1 


xdy — ydx 


2 Ax 2 + 2Bxy + Cy 2 


(A,C, AC - B 2 > 0) 


验证适合条件 （ A ) 并求对应于奇点 (0,0) 的循环常数. 
提示沿椭圆 

Ax 2 + 2Bxy + Cy 2 


(E) 


来计算曲线积分最为简便，因为，这样， 



Pdx + Qdy =- 



ydx 


就简单地成为 [551,(10)] 这椭圆的面积，这面积为我们大家所熟知 [339,6)]. 比较 549,9). 

13) 如可积条件满足， 则 有时即使有奇点时，曲线积分仍可 与道路无关， 而原函数为单 值的 ! 
例如，对以坐标原点为奇点的式子 

xdx H- ydy 
x 2 + y 2 ' 

例如，函数 ln(x 2 + y 2 ) 就是一原函数，它与它的导数在整个平面中（除原点外) 单值且连续 . 读者 
立刻自己可以想到，这是由于对•应于原点的循环常数等于零的缘故. 

14) 将微分式 


1 


1 




x 2 y x 2 + z 2 


dx + 




xy 


2 


dy + 


x 


x 2 + z 2 


— I dz 
xy 


积分. 

解 “可积条件”很容易 验证： 

dP _dQ _ 一 _ dQ _dR _ 1 OR _dP _ 1 之 2 - x 2 

dy dx x 2 y 2 ' dz dy xy 2 ’ dx dz x 2 y (x 2 + z 2 ) 2 * 

将公式 （17) 中的 x 及 z 的地位对调后按所得公式来进行计算，并令功= 0,而及如 > 0. 
则三个积分中只剩下一个了，立刻就得到 


少 ( W ) 



x 




x 2 + z 2 xy 


dz + C 


axctg- -— 
x xy 


+ a 
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566,物理问题的应用 根据所述理论我们再回到若干以前讨论过的力学及物理学领域内 
的问题. 

1) 力场的功 在第 554 目中我们已经看到，当质量为 1 的质点自位置 A 位移到位置 B 时， 
力场的功可表作曲线积分[参看 554(18)]: 


A = / Xdx^r Ydy, 
J(AB) 


(19) 


其中 X = X(x )V )Y = Y(x,y) 是力场强度在坐标轴上的射影，而 (AB) 表质点的 轨道. 

很自然地要阐明在什么样的条件下，力场中的功仅与点的开始位置与终止位置有关而与轨道 
的形状无关.显然这一问题相当于曲线积分（1巧与积分道路无关的问题.故所求条件为等式 


dx — dY 

dy dx 


( 20 ) 


这时当然假设由场所范围的区域是单连通的且无奇点. 

这同一条件也可表为这种形式:当 质点由一个位置位移到另一位置时，场中力的功当且仅当元 

素功 


Xdx + Ydy 

为某一单值函数 U(x,y) 的全微分时就与位移轨道的形状无关 . 这一函数通常称为 力函数或位势 
函数； 在这函数存在的情况下，场本身 名叫位势场. 

当点自位置 A(x 0 ,yo) 位移到位置 B(x uyi ) 位势场的功就等于[参考 557(6)] 力函数对 

应的 增量： 


U{x uyi )~ U(x 0 ,yo) = U(B) — U{A). 

作为一例题，我们来考察 牛顿引力场. 如在坐标原点 O 处放一质量叫而在点 A 处放一质量 
1 ，则后面这一点就被 O 以一力#向中心吸引，其大小等于 

F — JL 

— r 2， 

其中 r = 为原点到点乂的距离.因为这一力与坐标轴间夹角的佘弦为及-$，故 

力 F 在坐标轴上的射影可 表作： 丫 T 


\xx 

直接可以看清楚，牛顿场是位势场，因为式子 

-咢 dx _q dy 


( 21 ) 


是函数 


u = ^ 



的微分，而在这里就起位势函数的 作用； 它称为（点 o 的场的) 牛顿位势. 尽管有一奇点（坐标 
原点）存在，这一函数是单值的： （21) 式沿一闭路的积分即使包围原点时也为零（此处“循环常 
数”等于零!) . 
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当点自位置 A 位移到位置 S 时，场的力做一功 

VB TA 

其中^及 r s 是中心到点 ARB 的距离.当将点 S 移到无穷远时，功就成为 -1; 如点从无 

VA 

穷远处位移到位置 A 时，它就恰恰等于牛顿位势的大小 ii *. [比照第549目 ,13).] 

VA 

与径向量 f 构成角的力场 

F = 或 (k = 常数） 

r 


是非位势场的例子. 

整个这里所述的可很容易地移到空间力场的情形去. 

2) 平面中流体的定常流动 如以 w 表向量速度沿坐标轴的分量，贝!1，在第554目 2) 中我 
们已看到，在单位时间内通过闭路 （ K ) 流到里面去的流量等于 


Q = 



vdx — udy 


[参看 554,(22)]. 在不可压缩流体的情况下，当没有泉源或漏洞时，这一积分恒等于零.由此推得， 


向量速度的分量必须适合条件 


du dv 
dx dy 


0 . 


因此积分号下的式子- tx 兩/就有一原函数 (^( M ) = 在流体力学中 称为流 函数. 

如取连接点 A 及 B 的任一曲线 （ AB ), 则如已经知道的 [554(18)], 在单位时间内通过它流 


向一确定的一侧流量可用积分 


Q = 


I vdx — udy 
J(AB) 


来表示，且曲线 ( AB ) 的方向必须是这样，使朝向所提到的这一侧的法线与正的切线方向交于一 
角现在我们看到，这一量恰恰就等于流函数在曲线两端的值的差 9{ B )~ < p { A )\ 

3) 气体所吸收的热 现在我们重新来考虑 [554,3)] 一 问题，就是一已知质量（例如,1千克) 
的理想气体当改变它的状态时它所得到的热量.如果气体状态变化过程的本身用％平面中的曲 
线 （ K ) 来说明，则，如在第554目 3) 中已见的，这一热量可表作曲线积分[参看该处 (23)]: 


U = 



C ~E Vdp 


(我们保持原来的记号). 

如果与通常一样，认为气体热容量及(分别当体积固定及当压力固定时）不变，则可积 
条件这里显然不成立.实际上，因为 c p # cv ， 



由此推得，热量不是气体状态的函数，而与如何得到这一状态的过程有关.甚至在一循环 
过程中气体回到它最初状态时，气体可能得到（或失去）若干热量. 
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如在元素热量的式子 


dU = ^ pdV ^ 冬 Vdp 

ti ii 


中乘上其中了 = ^ 是气体的绝对温度.则得一式子 


dU dV dp 

Cp -77- + cy — 

P 


T 


V 


很清楚这是一全微分.其原函数为 


5 = c p In V + cv lnp. 


曲线积分 



(V,p) 


(Vb ， Po) 


dU 


已经不再与连接定点 ( Vo , po ) 与动点 ( V , p ) 的积分道路有关，且仅与上面所示的函数 S 只差一常 
数.由这一积分决定某一物理量（所谓“熵它已经是气体状态的函数且在热量计算中起重要的 
作用. 


§4. 有界变差函数 

567. 有界变差函数的定义 本节所谈的是某一离这一章主题较远的东西.我们 
向读者介绍一类重要函数（在标题中已说明)，这是若尔当 （ C . Jordan ) 首先引导到 
科学中来的.这一类函数将在我们下一节中所讨论的定积分概念的推广中起主导作 
用.并且，在许多其它数学分析问题中有界变差的函数类也有重要的意义. 

设函数 /( x ) 定义于某一有限区间 [ a , 叫中，其中 a 用任意的方法借分点 

xo = a < xi < X 2 < < Xi < Xi+i < • •. < :r n = 6 

之助将这一区间分为许多部分（这与我们在建立定积分概念时，当形成积分和或黎 
曼和时所做的相似).从对应于各个部分区间的函数增量的绝对值，作和 

n — 1 

^ = / ㈤ 卜 ⑴ 
i=0 

现在整个的问题是：用各种不同方法细分区间 [ a , M 为许多部分时,这些数的集合是 
否有上界. 

若和⑴在其集合中有上界，就说函数 /( X ) 在区间 [ a ,6] 中为有界变差 （或有界 
变动).这时， 这一和的上确界就称为函数在这区间上的全变差 （或全变动)，并用记号 

b 

V /(x) = snp{v} . 
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来表示.这一概念也可应用到非有界变差函数的情形，不过这时 全变差将等于 + 00. 

由上确 界定义本身，在这两种情况下，适当地选取区间 [ a , 的细分后，可使和 
任意接近于全变差 Va / W - 换句话说，可以选取一细分的序列使全变差为对应的和 
V 的序列的极限. 

有时会遇到在一无穷区间内函数 /(X) 变差的有界性问题，例如在区间 h +oo] 
内.如果 f ( x ) 在这区间的任何有限部分 [ a , A ] 上为有界变差函数，且全变差 Va/W 
在其集合中是有界的， 我们就 说函数/( X )在区间 卜， +00] 中为有界变差的. 在所有 
情况下，我们令 


+ 00 


A 


V /(X) = sup ^ \/ f ( x ) . 


( 2 ) 


注意，在这些定义中函数 / Or ) 连续性 的问题并没有起任何作用. 

任何有 界单调 函数可作为有限或无穷区间 [ aj 上有界变差函数的例子.如区 
间为有限的，则它立刻可由下面推出： 


71—1 


v = 1 ^2 1 作 i + i ) — f ( x i )\ 


i=0 


n— 1 


E [/( 工 i+i) -/㈤] =_-/(a)l ， 


i =0 


故亦 fi x ) = |/(^) - / ⑷ I . 对区间 [ a , + oc ], 显然有 


+oo 

V /( x ) = sup {|/( A ) - f ( a )\} = i /(+ oc ) - /( a )|, 

a A > a 

与通常一样，我们将 /(+ oo ) 理解为极限 lim ^ +00 f ( A ). 

现在举一个连续函数但不是有界变差函数的例子.令 


f(x) = X cos 


7T 

2x 


(对 x #0)，/(0) = 0. 


我们来考察,例如，区间 [0,1]. 如取点 


0 < 丄 < —-— <...<!<!< 

2 n 2 n - 1 3 2 


为这一区间的分点，则容易证明, 


V — v n >l+-^ - 1 ——— Hn 

2 n 


而[参看365, 1)] 


V f ( x ) = sup { t ;} = + oo . 
0 
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568. 有界变差函数类 我们已经提到过，单调函数是有界变差的.可以用下面 
的方法推广这一函数类： 

1。 如在区间 [ txj ] 中给出的函数 f { x ) 是这 样的： 可使区间分为有限个部分 

[(Zfc ，（ Zfc+i] (fc = 0, 1, • • • , TTl _ 1* (Zq — Ct, dm = ? 

而在每一部分上 f { x ) 是单调的®则它在 [ a , b ] 上为有界变差的. 

用任意方法将区间 [ a , 分为许多部分，作和〃.因为加入每一新的分点只可能 
使 r 增加，②故若将所有上两所谈到的点叫一起加到分点中去,我们就得一和 D > a 
如在和5中集出与区间 [ a fc , a fc +1 ] 有关的项，则在上面用一符号 （ fc ) 表它们的和时, 
我们将有 

云⑻= I / K + 1 ) - f { a k )l 

所以 

m — 1 

l / K + i ) 

fc =0 

因为任意的和〃不会超过这一数,故它就是函数的全变差. 

2。 如函数 f { x ) 在区间 [ a , b ] 中满足条件 

\ f ( x ) - /( x )| ^ L | x - x |, (3) 

其中常数，而元及 x 是区间的两任意点，@则它是有界变差的，且 

6 

V f { x ) ^ L ( b - a ). 

a 

这可由下面不等式推得： 

n — 1 n — 1 

v = 1/(而+1) — fi x i )\ ^ L ^( x i+1 - Xi) = L(b - a ). 

i=0 i=0 

特别， 

3。 如函数 f { x ) 在区间 [ aj ] 上有有界的 导数： l /'0 r )| 彡 L (其中常数)，则 
它在这区间上是一有界变差的函数. 

事实上，由中值定理,这时 

I / O ) — /0)1 = |/’(00 — 1)1 ^ L{x - x ) X ), 

" 数我们称它在区间 [ a ，&] 上分段单调 . 

② 如在3^及 Xi + l 间插人一 jk 〆 ，则项 \ f ( x i + i ) - f ( Xi )\ 就代之以和 

l/(^+l)- /(^)| + 1/(〆）_ f(Xi)\ > |/fe + l) - f( Xi )\. 

③ 这一条件通常称为利普希茨 ( R . Lipschitz ) 条件. 
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故利普希茨条件⑶适合. 

由这一注意可以推断，例如，函数 

f ( x ) = x 2 sin — ( a : # 0 )，/⑼= 0 

3^ 

在任何有限区间上变差的有界性，因为它的导数 

f ( x ) — 2 x sin — — 7 rcos — (x ^ 0), /⑼= 0 

X X 

是有界的.很有趣的，我们注意，在包含点0的每一区间中，这函数“无限地振动”，亦即无数次地 
从增加变成减少，无数次地从减少变成增加. 

有界变差函数的一般类可由下面的命题给出： 

4 。 如 f ( x ) 在一有限（或甚至在一无穷）区间 [ a , b ] 上可表作一有变动上限的 
积 分的形状时： ^ 

/(x) = c + j ip(t)dt, (4) 

其中 p ⑷ 假定在这一区间上是绝对可积的，则 f { x ) 在这区间上是有界变差的.这时 

V ^ / I# ⑴ ㈣. 

a ^ a 

设是一有限区间，则 

n —1 n —1 

z=0 i =0 

^ r +1 m \ dt = fwmt , 

i=0 Jx ^ Ja 

由此就推得我们的断言. 

如果我们所谈的是无穷区间 h + oo ], 则只要注意 

V ^ / / I# ⑴㈣ 

a J a J a 

就够了. 

附注 可以证明，在有限的区间或无限区间的情形，实际上准确的等式 

V/( x ) = / w 攀 

a Ja 

成立.若函数^⑷在区间 [ aj ] 上可积但不 是绝对 可积的，则 /( a ;) 的全变差根本就 
是无穷的.我们不想讨论这了，但仅用一些例题来说明后面讲的这一点. 



( p ( t)dt 
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设 f ( x ) = x 2 sin -^(x ^ 0), /⑼= 0,所以 

^7T / TT TT 

f ( x ) = < p ( x ) = 2 x sin —- cos — (: r # 0)， / 7 (0) = < p (0) = 0. 

XXX 

因此，例如对 0 彡 a ; 彡 2, 

d% ^ 

/⑷=/ < p ( t ) dt , 

J 0 

但在第482目中我们已证，这一积分不是绝对收 敛的. 利用与在那里相同的思想，将区间[0,2]用 


0, 



2 


1 


y/ii V 2 n — 1 9 y/n — 1 ’V 2 n — 3 



2 




， vf ， 


1，％/5,2 


分开；对于其对应的和 r 显然有: 


71 


V > 


E 


k 



2 


2 k 


f 




n 




k 


由此推得 


2 


V ,⑻ 


+ 00. 


与此相类似，容易证明函数 


/⑷ 



X 


sint 

~1~ 


dt 


在区间 [0, + oo ] 中不是有界变差的 [比照 476]. 


569. 有界变差函数的性质 这里一切函数所讨论的区间假定为有限的. 
1。任一有界变差函数是有界的. 

事实上，当 a < a / 彡6时我们有 

b 

v ， 二 i/(xo - /⑷ | + _ - /(xokv ，⑻， 


于是 b 

\ f ( x f )\ ^ 1/( x 0 - /(a)| + |/(a)| ^ |/(a)|+V /( 工). 

a 

2。 两有界变差函数 /( x ) 及 g { x ) 的和、差及积同样是有界变差函数. 
■ S ： s ( x ) = f ( x ) =b gOr )， 则 


| s ( x i + i ) - s ( xi )\ ^ |/( x i + i ) — f ( xi )\ + |^( x i + i ) - g { xi )\, 


对附标 i 相加, 


52|5(x i+ i) -s(xi)K5Zl/(x i+ i) -/OOI +5^| 咖 +1) - 咖 )1 

♦ . 參 

t t % 


b b 

彡 V /⑻ + V "( x )， 
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由此推得 

b b b 

▽ s ( x ) < ▽ /( X ) + ▽ g { x ). 

a a a 

今令 p ( x ) = f ( x ) g ( x ), 并设对 a^x 


\ f ( x )\^ K y \ g ( x )\^ L , = 常数） 

(参看 1°). 显然， 

I〆 而 + i ) - p { xi )\ = \ f { x i + i )[ g ( x i + i ) ~ g { xi )} g ( xi )[ f ( x i+1 ) - f ( xi )]\ 

■ \g{x i+ i) ~g{xi)\ +L • |/(x i+1 ) - /(Xi )|， 


由此已很容易得到 


b 


b 


b 


VK ^) ( K \ j ⑽ -\- l\J f ( x ) 


3。若 / Or ) 及 g ( x ) 为有界变差函数且 \ g { x )\ ^ a > 0, 则商也为有界变 

9(^) 

差函数. 

由性质 2°， 只要求证函数 MW = -^ T 为有界变差函数就够了.我们有 

9 W 

l * Oi + l ) — K x i )\ = ( ~2^(^+ l ) - 5(工01， 


• \ g ( x i+l )\ 


所以 


b 


b 


V "( 工 ) ( g 、 x 、 


4。设函数 f ( x ) 定义于区间 JiiL a < c < b . 若函数 f { x ) 在区间 [ fz ， M 上 
为有界变差，则它在区间 [ a ,6] 及 [ c , b ] 上也为有界变差，反过来也是如此. 这时， 


b 


C 


b 


V /㈤=V 办 )+ W( x ). 


⑸ 


c 


设 / Or ) 在中有有界变差.我们将区间及分别分成许多 部分: 


yo = a<y x < - • <y m = c, z 0 = c < zi < - - < z n b; ( 6 ) 

这样整个区间亦分成许多部分.对区间 ^， C ] 及匕 d ] 分别 作和： 

= 53 1 /( 糾 +i) — f(yk)l = l/b+i) — /(^)l; 
k i 
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对于区间 [ a , b ] 的对应和将为 v = vi - v 2 . 于是 

b 

Vi 七 V 2 f(X), 

a 

因此，每一和外，的都是有界的，即函数/ ㈤ 在区间 [ a ， c ] 及卜叫 上是有界变差的. 
选择许多细分 （6) 使和〃 i 及 趋近于对应的全变差，到极限时得 

ebb 

V 八工)+ V 八 x ) < V 八 x ). ⑺ 

a c a 

现设/( X )在每一区间 [ a ， c ] 及 [ c ,6] 中都是有界变差的.将区间 [ a ,&] 任意地分 
成许多部分.如点 c 不在诸分点之列，则我们将它补充进去，我们已知, © 这样得出 
的和 V 只可能增大.仍用以前的记号，将有 

c b 

v ^Vl+V2 ^\ / f{x) +\/ f{x). 

a c 

由此立刻可以推得/( X )在区间 [a j 上的有界变差性及不等式 

b c b 

V /( x ) < V /( x ) + V /( x ). ⑻ 

a a c 

最后，由⑺及⑻推出 （5). 

从已证的一些定理,特别可推得： 

5。如在区间 [ txj ] 中函数 /( x ) 有有界变差，则对 a 彡:全变差 

5㈤ = V /⑴ 

a 

为 X 的单调增加，(且为有界） 函数. 

事实上，若 a < X ' < x 〃 < h 则 

x ff x f x " 

\/烟=\/則 + \/則， 

n n 


故 


5 (X") -g{x f ) = \J f(t) > 0 

/ 


⑼ 


(因为由全变差定义本身它不会是负数). 


® 参看第54页上脚注 ©. 
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现在很清楚了，在无穷区间 [ b , + 00 ] 中全变差的定义可不用⑵而写成下面的形 
式： 

+oc A 

V /⑷ = V 八 x ). ( 2 *) 

a a 

用这一说明，这一目中的定理很容易推广到无穷区间的情形. 

570. 有界变差函数的判定法 设函数 /( x ) 定义于一有限的或无穷的区间 [aj 
上. 

6。 要使函数 f ( x ) 在区间 [ a , 上为有界变差的，必要与充分条 件是： 对于它， 
在这一区间上有这样的一有界单调增加函数 F ( x ) 存在，使在区间 [ a . b ] 的任何部分 

< 〆 '）上，函数/的增量绝对值不超过函数 F 的对应的 增量： 

(有这种性质的函数 F ( x ) 自然地称为函数 /( x ) 的 强函数 .） 

必要性 可从下面 推得： 对有界变差的函数 /( x ), 例如，函数 

X 

50) = V / ⑴ 

a 

可作为强函数，由 5° 它是有界单调增加的.由函数全变差定义本身，就能推出不 
等式 

cc" 

1/( 工 〃) - fi x； )\ ^ 咖 ") - g ( x， ) = V 

x / 

充分性 对有限区间的情形，从不等式 

71—1 71—1 

v =^2 1/( 而 + 1 ) - f ( xi )\ ^ ^2[F(x i+1 ) - F{xi)} = F ( b ) - F ( a ) 

i =0 i =0 

立刻可以看出，而对无穷区间的情形，可由极限过程得出. 

判定法的下一另外形式非常 重要： 

7。 要函数 f ( x ) 在区间 [ aj ] 上有有界变差，必要与充分条件是它在这一区间 
中能表作两个有界单调增加函数 的差： 

/⑷ = g ( x ) ~ h { x ). (10) 

◎但亦可用不带绝对值记号的不 等式： 
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必要性 由 6°, 对有界变差函数 /㈤ 应有一有界单调增加的强函数 F ( x ) 存在. 
令 


g ( x ) = F ( x ), h { x ) =- F ( x ) -/( x ), 

所以 （10) 式适合.还要证明的是函数 h ( x ) 的单 调性； 但当 x ' <，时，由强函数的 
定义， 

h { x n ) - h ( x f ) = [ F ( x f, ) - ^(^)] - [ f ( x f, ) - f ( x f )] > 0. 

充分性 可从下面看 出来： 当有等式 （10) 时，函数 


F ( x ) = g ( x ) + h ( x ) 


就是强函数，因为 

I/O") - / W [ 咖〃 ) - 50’)] + ["0〃) - h { x f )\ ^ FO") - F { x f ). 

留给读者两 习题： 

1) 根据所述判定法,重新证明前目中断言1°〜4°; 

2) 对在第568目中所考察的有界变差函数类，直接证明单调强函数的存在，并 
将它表作两单调函数差的可能性. 

关于定理7。我们将作 一补充 说明.因为函数 gAh 都是有界的，故在它们上 
面各加上同一常数恒可使它们都变成 正的. 同样，在函数 gAh 上加上任何一个严 
格增加的有界函数（例如， arctgx ), 我们便得到一个形如 （10) 的拆开来的式子，其中 
两个函数都已经是 严格增加的. 

由7°中所建立的，有界变差函数在某种意义上化为单调函数的可能性，读者不 
要幻想到有界变差函数的性质很“简 单”： 试看，在第568目曾考察过 的无限振动函 
数 

f ( x ) — x 2 sin — (x 7 ^ 0), /(0) = 0 

X 

也可表作两单调函数的差的形状！ 

然而，就是因为 （10) 式的关系，单调函数的某些性质也搬到有界变差函数上来 
了.例如,如果回忆到，对任何的 a ; = xo , 单调有界函数 /( x ) 的右侧的及左侧的单侧 
极限都存在， 


f(xo — 0 ) 




lim /⑻， /( x 0 +0) 

X— ►Xq 一 0 


lim f ( x ) 

x^*xo+0 



[71,1°], 则，应用这一性质到每个函数 gAh , 亦可得出 结论： 

8。在区间 [ a , b ] 上有界变差的函数 f { x ) 在这一区间的任何点 x = x 0 处有有 
限单侧极限 （11) 存在.① 


①当然，如果吻是区间的端点之一，则只能谈到这两个极限中的一个. 
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571.连续的有界变差函数 9。设在区间 [ a ，6] 中给出一有界变差函数 /( x ). 
如 f ( x ) 在某一点 X = Xo 连续，则在同 一 点，函数 


X 


PM = \/ /⑷ 


也连续. 


假定 X 0 < 6,求证 〆X )在点吻处右 连续. 为达此目的，取一正数 e > 0后，用点 


Xo < XI < •— < X 


n 


将区间 [ x 0 . b ] 分为许多部分使 


71—1 


b 


V 


Y1 1/(^+0 - /(心)1 > V /⑷一心 


( 12 ) 


i =0 


Xq 


依据函数/( X )的连续性，这里可以假定， A 已经非常靠近 X 0, 使不等式 

1/( 工 1) — f ( xo )\ < e 

适合（在必要时，可以再插入一分点，这样，和只会增加).因此，由 （12) 应得 


b n—1 n—1 b 

\// ⑷ < e + 二 1/( 而 + i ) - / Oi)l < 2 e + |/( 而 +1 ) — f ( xi )\ < 2e + V/ ⑴ 

Xq i =0 i=l XI 


因而 


Xi 


y fit) < 2s, 


Xq 


或最后 


9 ( xi ) - 9 (^ 0 ) < 2 e . 


于是更加有 


0 ^ g ( x 0 + 0) - g ( x 0 ) < 2 s 


因为 e 是任意的，因此 


9 (xo + 0) = g ( x 0 ). 


同样可证明（当 xo > a 时) 


9(^0 -0) = g ( x 0 ), 


亦即 〆X )在点 XO 处左连续. 

从证得的定理得出这样一 推论: 
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10。连续的有界变差函数可表作两连续增加函数差的形状. 

事实上，如回到命题7°的证明（特别，关于必要性一方面)，并取函数（且由9°， 
是一连续的函数） 

•X 

9(x) = V f(t) 

a 

作为单调强函数时，就能得到所求的分拆开的式子. 

最后我们指出， 对连续 函数,在全变差的定义 


b 

V f( x ) = su p{^} 

a 


中，不论全变差是有限的或无穷的， “ Slip ” 都可用一极限来代替. 

11°设函数 f ( x ) 连续于一有限区间 [ a ,6] 上.将这一区间用点 


分成许多部分并作和 

后，就有 


xq — a < x \ < '' • < x n = b 



n—1 

E 



/fe+i) - f(Xi) 


b 

= v *)， 

a 


(13) 


其中入 = max ( a ； i-|-i -而).① 

已经说过，在添加一新的分点时和不会减少.@另一方面，如这一新分点落在 
&及间的区间内时，则由这一点所产生的和 t ; 的增加不会超过函数 /( x ) 在区 
间 [ xk , x k + i ] 上振动的两倍. 

注意到这一点以后，我们取任何一数 

b 

A <\ / f ( x ) 

a 

并求得一和 v 使 

〆 > 人 (14) 

设这一和对应于下一 分法： 


Xq — a < x \ < • < = b . 


® 这里,极限过程与对黎曼和或达布和 [259, 30] 时的极限为同一类型. 
②参看第54页脚注②. 
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现选取一非常小的 5 > 0 , 使只要 | x 〃 一 〆 | < 5 时， 




4 m 


(由函数/的一致连续性这是办得到的).我们来证明，对任何的分法其 A < 5者，有 


v > A. 


(15) 


事实上，有了这样一分法（ I ),我们就在（ I )上添加这些点 < 后得一新分法（ II ). 


如对应于分法（ II )的和为〃0,则 


Vo > X*. 


(16) 


另一方面，分法（ II )是由（ I )经过（至多) m 次添加一个点而得来的.因为每次 


添加所引起和〃的增加小于故 

2m 


Vq ~ v < 


从这里以及 （16) 与 （14)， 得 




这样，当 A < 5时 （15) 式 适合; 但既然恒有 


6 




故的确 （13) 式成立，这就是要求证的. 

572. 可求长曲线 有界变差函数的概念在曲线的可求长问题上有应用，所称 
概念就是在联系到这一问题时首先被若尔当介绍的.我们想来叙述这一问题作为本 
节的结束. 

设一曲线（尺）以参数方程 

X = V = i >{ t ) (17) 

给出，其中函数^⑴及分⑴仅假定为连续的.同时设曲线没有重点. 

取曲线上对应于参数值 

to < h < t 2 < …< t n = T (18) 

的点为曲线内接折线的顶点，对折线的周长我们有表示式 

n — 1 
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如我们所知 [247], 所考察的曲线其弧长 s 可定义为所有内接折线周长 p 的集合的 
上确界.如果它是有限的，曲线就称 为可求长的. 可求长的充分条件我们在第一卷中 
已说明过 [248]. 现在我们要建立最一般的——必要及充分——条件. 

若尔当定理 曲线 （17) 可求长的必要充分条件为函数 p ⑴及 分⑷ 在区间 [ t 0 , T ] 
上皆为有界变差. 

必要性 如曲线可求长且长为 s ， 则对区间如， T ] 的任何细分 （18) 有 

P = Y 1 ~ ^(^)] 2 + [^ fe + i ) - ^( U )] 2 < S , 

i =0 

于是，由明显的不等式 

㈣ i +0 - w ⑹ K - ^( u )] 2 + [分 ( t + i )— 矽 ㈨ )] 2 

得出 

n — 1 

1 咖 +1) -咖 )1 彡 \ 

i=0 

所以函数 Wt ) 的确是有界变差的.同样的结论可加到函数分⑷上. 

充分性 现设函数^⑷及#⑷都是有界变差的.由明显的不等式 


V ^( k + 1 ) — ^(^)] 2 + bPiu ^ i ) - ^(^)] 2 

1=0 

n —1 n — 1 

咏 +i)- 咖 )i + i+1) — ^(^)1 

i=0 i=0 

可以 推断： 所有数 P 上面有界,例如以数 

V w ⑷+ V 姻 

to to 

为上界，于是由上所证就能推得曲线 （ K ) 的可求长性. 

我们还加两个重要的说明于后. 

由刚才所述的,很清楚，曲线 （17) 的全长满足不等式 

T T 

s < y (p{t) - \-\jip{t). 

to to 

考察一对应于区间 M 中参数变化的 变动弧 S = S ⑷,应用上面不等式到区间 [ t,t + 
At ] 上去,其中 At , 譬如说,> 0,则 


t -|-^ t 

0 < As < \J ip { t ) + \J 咕⑴. 

t t 
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因为对无限小的 Ai , 右端的两个变动量 [由 571,9°] 与 As —起同样也是无限小，故 
我们得到结论： 对可求长的连续曲线，动弧 s ⑷ 是参数的连续函数. 

因为这一函数自0单调增加到整个曲线的长故不论 n 为怎样的自然数我 
们可以设想这一曲线分为 n 部分，每分长^ [柯西定理 ， 82]. 如平面被一边长 | 的 

正方形网覆盖起来，则上述每一小段至多只 7 "能与四个这种正方形相交.因此，所^与 

曲线相交的正方形面积的和在任何情形下不会超过 4 n . g ， 可使它任意 小:曲 线有面 
积零. 


由此得一有趣的推论 •.由一可求长曲线 （或 若干个这种曲线）所围的区域显然是 
可求面积的， 亦即有一面积 [337]. 


§5. 斯蒂尔切斯积分 

♦ 

573. 斯蒂尔切斯积分的定义 斯蒂尔切斯 （ Th . J . Stidtjes ) 积分是通常的黎曼 
定积分 [295] 的直接推广.它用下法来定义. 

设在区间 [ a ,6] 上已给两个有界函数 /( x ) 及 y ( x ). 用点 

XQ — a < XI < X 2 < ■— < X n -l < x n = b ( 1 ) 

将区间 [ a , 6] 分成许多部分,命 A = max 在每一部分 [ x “ = 0,1,… ， n - l ) 

上取 一点匕 计算出函数 /( x ) 的值/治)，并将它乘上函数对应于区间 
的 增量： 

^g(xi) = g(x i+ i) - g(xi). 

最后，作所有这些乘积 的和： 


^ E /(&)△〆％)_ 

i =0 


⑺ 


这一和称为斯蒂尔切斯积分和. 

如当 A 趋近于零时斯蒂尔切斯和 a 有一确定的有限极限，且这一极限既与区间 
[ a , b ] 分成许多部分的方法无关，又与在部分区间中点&的选择无关，则这一极限称 
作函数 f ( x ) 对函数 g ( x ) 的斯蒂尔切斯积分， 83 )并表作记号 

[ /0)咖0) = ^ 51,⑹△沒 ㈤ .① ⑶ 

J 江 — — U i=0 


①为明确起见我们假定 a < &. 不难同样地讨论 a > ;>的情形，由等式 / b = - / 6 a ， 它立刻可化为 
前者. ° 

83 )等式（ 3) 定义的积分可更完整地称为黎曼蒂尔切斯 积分; 在现代积分理论中是研究其推广, 
称为勒贝格-斯蒂尔切斯积分. 
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有时候，为了要特别强调积分是在斯蒂尔切斯意义下考察的，就采用记号 

(S) J /0) 办 (3；)或 Slf { x ) dg { x ). 

这里的极限其意义与在通常的定积分情况下相同.更精确地说，数 I 称作斯蒂 
尔切斯积分，如对任何数 e > 0,有一数6 > 0存在,使得只要区间匕 6] 分成许多部 
分其 A < 5时,不论点&在对应的区间中如何选取，不等式 

\a — I \ <e 


总能满足. 

当积分 （3) 存在时，也这样说 :函数 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上对函数 g { x ) 可 积分. 

读者可以看见,上面所给定义与通常黎曼积分定义间唯一的（但为实质上的）区 
别是： / te ) 不是用独立变数的增量来乘，而是用第二个函数的增量△ 〆 &)来 
乘.因此，当取独立变数 x 本身作为函数 〆 x ) 时： 

殳⑻= X ， 

可见黎曼积分是斯蒂尔切斯积分的一特殊情形. 

574. 斯蒂尔切斯积分存在的一般条件在 函数 〆 x ) 单调增 加的限制下，我们 

来建立斯蒂尔切斯积分存在的一般条件. 

于是，当 a < &时,与早前的厶而 > 0 —样，现在所有的 △〆％) > 0. 只要将 △: Ti 
换作 Ag { Xi l 就可以逐字逐句地重复整个第296及297目的论证. 

首先，与达布和同样，在这里最好引入下列和数 

n— 1 n— 1 

g = ^ rriiAg(xi), S =Y] MiAg(xi), 

i—O i=0 

其中叫及风分别表函数 / ⑷在第 i 个区间上的下确界及上确界.我们 
将称这些和为达布-斯蒂尔切斯下和及上和. 

首先很清楚的（对同一分法)， 


s ^ cr ^ 5, 

且 s 及 S 为斯蒂尔切斯和 a 的确界. 

与最简单的情形 [296] 一样，达布 - ff 蒂尔切斯和本身有下列二 性质： 

第一性质 如在已有的分点中加上新的点，则达布-斯蒂尔切斯下和只会增加, 
上和只会减少. 

第二性质 每一达布-斯蒂尔切斯下和不会超过每一上和，即使是对应于区间另 
一 分法的上和. 
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如引进达布-斯蒂尔切斯下积分及上 积分: 


h = sup { s } 及 I * = inf {5} 


则 


最后，借达布-斯蒂尔切斯和之助，对所考察的情形很容易给斯蒂尔切斯积分的 
存在建立一基本判 定法： 

定理 斯蒂尔切斯积分存在的必要充分条 件为： 


s ) 


0 


或 



lim ujiAg ( xi ) = 0, 
A — ^0 

t=0 


⑷ 


与通常一样，叫为函数/ ㈤ 在第 i 个区间 [ x ,, x , +1 ] 上的振动 M .- rrn . 

所有的证明，我们已说过，与在第296, 297目中所引用的对应证明全类似，我 
们把它们留给读者. 

在下一目中，我们将应用这一判定法来求出若干类有斯蒂尔切斯积分的重要函 

数偶 f ( x ) 及 g { x ). 


575. 斯蒂尔切斯积分存在的若干种情况 

I . 若函数 f ( x ) 连续而函数 g ( x ) 的变差是有界的，则斯蒂尔切斯积分 





存在. 

开始我们假定 〆 o ;) 单调增加,我们就应用前目中的判定法.对任一已给的 S > 0, 
由函数 f ( x ) 的一致连续性，可找得6 > 0使 f ( x ) 在任一长小于5的区间上振动小 
于 ,，、 g ,、 .现设区间^ 6] 任意地分成许多部分，其 A = maxA ^ < 则所有 


g ( b ) - g ( a ) 


的叫< 


s 


g ( b ) - g ( a )' 


且 


Y^ojiAgixi) < ^ 9(xi)} 


s 


由此，可知条件 （4) 适合，因而积分也存在. 

在一般情形下，如函数 〆 岣为有界变差的，则它可表为两有界增加函数差的形 
状： 〆 x ) = gi ( x ) - g 2( x )[570 J °]. 与此相应，对应于函数的斯蒂尔切斯积分就 
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变成: 


n— 1 

i =0 

n—1 n—1 

=Y1 / ⑸ Api ㈣ -E / ⑹ ㈤ =^1 - CT2* 

i —0 i =0 

因为由已经证明的论断可知每一和 q 及 a 2 当 A — 0时趋近于有限的极限，故 
对和 a 也是如此，这就是要求证的. 

如加强对函数 〆 x ) 的要求，同时就可减轻加到函数/⑷上的 条件： 

II . 如函数 f ( x ) 在黎曼意义下在区间 [ a , b ] 上可积而 g ( x ) 满足利普希茨 条件： 

1 〆 元）一 p ( x )| < L(x - x ) (L = 常数， a < a ; < x < 6), (6) 


则积分 （5) 存在. 

为了又有可能应用前面讲的判定法，开始时我们假设函数 〆 x ) 不仅满足条件 
(6), 且单调增加. 

由 （6), 显然, Ag ( Xi ) < LAxi , ijc 


n 


n 


^ cJiAg(xi) ^ L u；iAxi 


% 


i =0 


但由函数 f ( x ) 的可积性（在黎曼意义下)，后面的和当 A — 0时本身也趋近于0,因 
而第一个和也趋近于零,这就证明了积分 （5) 的存在. 

在一般情形 〆 a ;) 仅满足利普希茨条件 （6) 时,将它表作差 


g { x ) = Lx — [Lx - g ( x )] = gi ( x ) - 92 ( x ). 

函数 gi ( x ) - Lx 显然满足利普希茨条件且同时单调增加.同样，函数 g 2 ( x ) =Lx — 
g ( x ) 也是如此，因为由（6)，当时， 


92 ( x ) ~ Q2 { x ) = L(x - x ) - [ t /( x ) - g ( x )] > 0 
且 

| p2 ( 元）一 92(x)\ < L(x - x ) + \ g ( x ) - g ( x )\ < 2 L(x - x ). 

在这种情况下，推理与上面一样. 

III . 如函数 f ( x ) 在黎曼意义下可积，而函数 g ( x ) 可表作有变动上限的积分的形 
状： 5 

g ( x ) c + f ^ p { t ) dt , (7) 

J a 

其中 < p ( t ) 在区间 [ a ,6] 上绝对可积，则积分 （5) 存在. 
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设 p ⑷ > 0,故 〆X )单调增加.如 〆 i ) 在正常意义下可积分因而有界：|^(01 ^ 
L , 则对 a ^ x < x 我们有 

p CC 

\ g ( x ) - g ( x )\ / 认 t、dt < L(x - x ). 

J X 

因此，在这种情形下, 〆 x ) 满足利普希茨条件，由 II ,积分存在. 

现在假定，^⑴在广义的意义下可积.我们只讨论一个奇点的情形，例如6.首 
先,对任意取定的£ > 0,选一 7/ > 0使 

£/(⑽ <4 ⑻ 

其中 n 是函数 f ( x ) 在所考察的区间中总的振动. 

将区间 [ a , 6] 任意地分成许多部分并作和 


n— 1 

〉: = ： ojj/^g{xi)- 

i=0 

将它拆成两个和 S == S ' + S 〃, 第一个和对应于完全包含在区间 | a , 6 - ^中的一些 

区间，第二个和对应于其余的区间.只要 A = maxAxi < 后面的一些区间就一定 

在区间 [6 — r /,6] 中； 故由（8)， 


S " < 0 / ip ( t)dt < J . 

J 6 — 7 ? 2 

另一方面，因为在区间 [ a , b - 中函数 p ⑷在常义下可积，故由已经证明的，当入 

相当小时和 S ' 就小于 I . 因此得 （4), 这就是所要证明的. 

在一般情形，当函# ^⑷在区间 [ a ，6] 上绝对可积时，我们就考察函数 

Mt) = 

显然，它们在上述区间上为非负的且可积的.因为 

^( t ) = ⑷— W 2 ⑷， 

故与上面一样，问题归结到已讨论的情形. 

附注设函数 〆X )在区间 [ a , 6] 上连续,且除可能有限个点外，有导数 Wx ), 又 
这一导数①自 a 到 6( 在常义或广义的意义下） 可积; 则如大家所熟知 [470, 附注]，形 
如⑺的公式 ^ 

g ( x ) -= g { a ) + J g \ t)dt 

成立.如 p ' O ) 绝对可积，则 III 中所述可完全应用到函数 firO ) 上去. 

①如在导数不存在的点处,其值任意地选取. 
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576. 斯蒂尔切斯积分的性质由斯蒂尔切斯积分的定义立刻可推得它的下列 
各性质： 

1° / dg ( x ) == g ( b )- g { a ); 

2° f lfi ( x ) ± f 2 { x )] dg ( x ) = ( fi ( x ) dg ( x )± f f2 { x ) dg ( x )\ 

^ a J a J a 

3。 f f { x ) d [ gi ( x ) ± g 2 { x )} = f f ( x ) dg 1 ( x )± ( f { x ) dg 2 { x )] 

J a J a J a 

4。 f kf ( x ) d [ lg ( x )] = kl ^ f f ( x ) dg { x ) = 常 数). 

J a J a 

同时在 2°,3°，4° 的情形下，从右端积分的存在可推得左端积分的存在. 

再,我们还有 



f ( x ) dg ( x ) + 



f { x ) dg ( x ), 


于其中，我们假定 a < c < 6,且三 积分皆存在. 

要证明这一公式，只要注意在作积分 / a b /办的斯蒂尔切斯和时将点 C 放入区间 
[ a , 6] 的分点之中就可以了. 

与这一公式有关，我们提出一些注意，首先， 由积分 ! h a fdg 的存在就得出积分 
Ufdg 反 fdg 的 存在. 

对于由斯蒂尔切斯和得出斯蒂尔切斯积分的特殊极限手续来说，布尔查诺-柯西 
收敛原理成立.因此，给出一 e > 0,由积分 / a b /咖的存在可求得一 6 > 0使任何二 
斯蒂尔切斯和 a 及5当其对应的 A 及 X < 5时它们相差小于 e . 如同时命分点中 
包含 c 点，而在区间 [ C , 6] 内的分点在此两种情况下都取相同的点，则差就化 
成已经变到区间 [ a , c ] 上的两斯蒂尔切斯和的差因为其它各项彼此相消掉 
了.应用同一收敛原理到区间 [ a , C ] 并计算它上面的斯蒂尔切斯和时，我们得出积分 
f a fdg 存在的结论.同样可建立积分 f c b fdg 的存在. 

特别值得注意的是前所未有的事实，即一般说来，不能 从积分 f : fdg 反 f c b fdg 
都存在推出积分 fdg 存在. 

为了要相信这一只要考察一个例子.设在区间 [-1,1] 上用下列等式给出二函数 / Or ) 及 


5 ⑻: 


/⑻ 


0 

1 


当 — 1彡 a ; 彡0, 
当0 < a ; < 1; 


g{^) = 


0 当 - 1 彡 : r < 0, 
1 当0彡 a 彡 1. 


易见,积分 




f ( x ) dg ( x ) 


皆存在且等于0,因为对应于它们的斯蒂尔切斯和皆等于0;对于第一个来说这是由于 f ( x ) 永远 
= 0,对于第二个来说，因为 Ag ( xi ) 永远= 0而函数 g ( x ) 是常数_ 
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这时积分 i 

J f(^)dg(x) 

不存在.将区间[-1， 1] 分为许多部分使点0不是分点，作和 

n — 1 

CT = [/ ⑹△咖) . 

i =0 

如点0在区间 [ x fc ； x fc + i ] 中， 因此 ; Tfc < 0 < x fc +1 , 则在和 a 中只剩下一个第 fc 项，其余的皆为 
零，这是因为对4 / fc ， ^ g ( xi ) = g ( x i + i ) - g ( xi ) = 0. 这样. 

= f {^k)[9i x k+l) ~ 9{ x k)] = /(^fc)- 

由 6 c < 0或 6 c > 0因而 CT = 0 或 CT = 1, 故 CT 没有极限. 

上面所述的特殊情况是因为函数 f ( x ) 及 g ( x ) 在 ； r = 0处不连续之故[参看 584 , 3 )及 4)]. 

577. 分部积分法对斯蒂尔切斯积分，公式 

[ f(x)dg(x) = f(x)g(x) — f g(x)df{x) (9) 

J a a J a 

成立，于此假定，这两积分之一 存在； 另一积分的存在从这里可推出来.这一公式叫 
做分部积分法公式.我们来证明它. 

设积分 f 如/存在.将区间 [a, 分为许多部分 [x,,x, +1 ](i = 0,1,…， n - 1) 后, 
在这些部分中任意取点^故 

^ = Xq ^ ^0 ^ ^1 < • • • < ^ i —1 ^ 1 ^ ^ 

< Xi + \ < • ••彡 X n -1 < ^ n -1 ^ X n — b . 

积分 / 办的斯蒂尔切斯和 

n — 1 

a = Yl / ⑹ b (而 + i ) — 
i=0 

可表作如下形式： 

n n —1 

7 = 5^/(&-1)分(而） — 5^/⑹5<心） 
i=l i=0 

n—1 

=+ Y1 - Mi-l)] - ^W/(Cn~l)}. 


如在右端加减一式子 


f( x )9(^)\ b a = f( b )9(b) - f(o)g(a), 
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则 a 可重写为： 

^ = f ( jr ) g ( jr ) - ( g ( a ) [/(Co) - /⑷] 

a 

-hY^g(xi)lf(^i) — /(心 —i)] 切⑼ [/ ⑻ — /te-i)]}_ 

i=l 

在大括弧中的式子是积分(其存在为假定了的!）的斯蒂尔切斯和.它对应 
于区间用分点 

a ^ Co ^ Cl ^ di 4… （ Cn-1 ^ b 

时的分法,并在区间 = ， n -1) 中取而为选定的点，而对区间 [ a , Co ] 

及 [^ n - i , b ] 分另！1取 a 及与通常一样，如命 A = max ( xi + i - Xi ) ,则现在所有部分 
区间的长不超过 2 A . 当 A — 0时，在大括弧中的和趋近于 f = gdf , 因此， a 的极限也 
存在，即积分 / a 6 fdg 存在且这一积分为公式 （9) 所确定. 

作为我们推理中的一推论,我们特别注意一奇怪的事 实:如 函数贞 4 在区间 [a j 

内对函数 f ( x ) 可积，则函数 f ( x ) 对函数 g ( x ) 也可轵. 

在575所考察的斯蒂尔切斯积分存在的情形中，将函数 f 及 g 的地位交换后, 
由这一注意点可增加许多新的情形到上面去. 

578. 化斯蒂尔切斯积分为黎曼积分 设函数 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上连续，而 g ( x ) 在这一区 
间上单调增加，且在严格的意义下单调增加 .® 则勒贝格 ( H . Lebesgue ) 证明了，斯蒂尔切斯积分 
( S ) f a b f ( x ) dg ( x ) 用代换法 r = g ( x ) 立刻化为黎曼积分. 

在图29中作出了函数 r = g ( x ) 的图形.对 
于那些地方 x -： x \ g ( x ) 在该处 断掉时 （因为我 
们完全没有假定 g ( x ) 非连续不可)，我们用连接点 
( x'，〆〆 —0)) 及 ( x \ g(x + 0 )) 的一垂直直线段来 
补充这一图形.这样就做成了 一连续 曲线，在它上 
面对于在训= g { a ) 及 V = g ( b ) 间的 每一值 r 就 
决定一个在 a 及 b 间的一确定值.这一函数 x = 
g ~\ v ) 显然 连续且在广义的意义下单调 增加； 它可 
视作函数 r = g ( x ) 的 某种反函数. 

如只限制于函数 r = g ( x ) 当 a : 自 a 变到6时 
所取的 r 的值，则 ; r == g -^ v ) 就是在通常意义下 
的反函数，亦即将 r 变成使 g { x ) — v 的值 x . 但 
图 29 当 r 值取于函数 g { x ) 跳跃处的区间 

[ g ( x f ~0), g ( x f -\-0)] 

①我 in 假定这，堯全是^ 了使叙述简单些. 
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内时，只有一个值 v = v r = gix 1 ) 有对应的值 o : 而在这一区间中的其它 r 值显然没有任何 
x 的值与它对应.但我们同意将它们也变到同一值 x = 〆 ，几何上这就可以用在函数 y = 的 
图形上补充许多垂直线段来表示. 

现在我们来求证 

/ b pV 

f ( x ) dg ( x ) = ( R ) f { g ~ l { v )) dv , (10) 

J Vq 

其中后面的积分是在通常意义下 取的； 它的存在是有了保证的，因函数 g ~\ v ) 连续，因而复合函 
数也是连续的. 

为达此目的，将区间 [ a , b ] 用分点 

a = xo < xi < • ♦ • < Xi < Xi+i < . ♦ ♦ < x n = 6 

分成许多部分并作斯蒂尔切斯和 


a = /(^) b (^+ i ) - 5(心)].® 

i=0 

如令奶 = g ( xi)(i = 0,1, •…， n )， 则我们将有 

Vo < V\ < • • • < Vi < Vi^i < • •• < v n = V. 


因为 ： Ti = 分一故 



X/ ( 厂 1 (vi))Avi 

i=0 


(Avi = Vi + i — Vi). 


这一式子是积分 

的一黎曼和. 





但从这里还不可立刻作出结论:当变到极限时等式 （10) 成立.因为即使 A & 0 (A 0) 还 
可能 Aw 不趋近于零，例如，当而及 而 +1 无限接近时如果值总夹在中间而函数在 
这里跳跃了一下，这时就是如此的.故我们要换一方法来推理. 


我们有 


日 


所以 


V 

/(5 _1 ⑼)咖= 

i =0 



M-l 


/(5 一 1 ⑻)咖 



i + l 


f(xi)dv 


v 

cr - I /(g _1 (v))dv = 

幻 0 




i + 1 


[/ ㈤ -/ (殳 — 1 ㈤ )卜 


i=0 


①为简单起见，在区间 [ Xi , Xi ^ i ] 中就选取点 3^. 




• 74 • 


第 + 五章曲线积分•斯蒂尔切斯积分 


[579] 


现在假定如此小，使函数 f ( x ) 在整个区间 [ x ^ x i + i ] 上的振动小于事先任意指定的一数 
£： > 0. 因为当 Vt V Vi + 1 时显然 


Xi ^ g^iv) ^ Xi + 1, 


故同时也 


1/(4-/ (厂 >))1 〈& 


这时 


这就证明了 


V 


<J 




f ( g ^ 1 ( v )) dv \ < e(V - vo ) 


幻 o 


lim a 

入 —o 



v 


f { g ^ l { v )) dv , 


vo 


由此可得 (10). 

不管所得的结果在原则上如何重要，但它在实际上并不能算作计算斯蒂尔切斯积分的 方便工 
具.我们将在下一目中指出在若干极简单的情况下如何来进行计算. 


579. 斯蒂尔切斯积分的计算我们来求证下面的 定理： 

1。如函数 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上在黎曼意义下可轵，而 g ( x ) 可表作积分 

g { x ) = c + / < p ( t ) dt , 


其中函数 p ⑷在 [ a , b ] 上绝对可积，则 


(S) / f ( x ) dg ( x ) = (R) f f ( x )( p ( x)dx 


( 11 ) 


右端的积分存在 [298,482]. 在所作假定下斯蒂尔切斯积分的存在已经证明过 

了 [575,111]. 

剩下来的只要确立等式 (11). 

不失一般性我们可假定函数 ^( x ) 是正的[参照第69页]. 

与通常一样，作斯蒂尔切斯和 



n— 1 


E 



/⑸ [咖 +1) —夕 ㈣ ] 


因为在另一方面可以写 




n_1 rx i+1 
i=0 


故有 



f ( x )< p ( x ) dx . 


f b 

( 7—1 f ( x )( p ( x)dx 



[/ ⑹一 f { x )]( p ( x ) dx . 
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显然 ， M Xi ^ - f ( x )\ ^ UJ U 其中咕表函数 f ( x ) 在区间 [: ri ，; r i + i ] 上 

的振动.由此推出上面所写的差的这样一 估计： 



Tl 一 1 pXi^l 打一 1 

^ P ㈤ 血 = E u ； iAg(xi). 

i=0 Xi i=0 


但我们已经知道 [575,111], 当 A — 0时最后一和趋近于0,因此， 


lim a = 

入 —o 



这就证明了公式 (11). 

特别，由所证定理推得_注意到第575目末的附注]在实际中直接应用起来很 
方便的一 推论： 

2。对函数 f ( x ) 同以前的假定，设函数 g ( x ) 在整个区间 [ a , b ] 上连续，且可能 
除有限个点外，在这区间上有导数 V (: c ), 而 V ( x ) 在 [ a , b ] 上绝对可积.①则 

(S) f f ( x ) dg ( x ) = (R) f f ( x ) g f ( x ) dx . (12) 

J a J a 

特别有趣的是，如将符号办 ( x ) 表面上当作微分，而用式子 g f ( x)dx 代替它时，公 
式 （12) 中右端的积分形式上可从左端的积分得来. 

我们回到函数 〆 x ) 不连续的情形(以后将看到，这在实践中特别重要)，首先考 
虑由等式 

*) = { ° 

\ 1 当: T >0 

所定义的“标准”不连续函数. 

它在点 x = 0的右边有一第一种不连续——跳跃,且跳跃的值 P (+0) - P (0) 等 
于1;在点 x = 0 的左边及其余的点处，函数/?0)连续.函数 p ( x - c ) 在点 x = c 的 
右边也有一同样的不 连续； 反过来， p ( c - x ) 在点 X = C 的左边有一类似的不连续，且 
跳跃的值等于 —1. 

假定函数/( X )在点 : C = C 处连续，我们来计算⑻七/⑻如 (X - C ), 其中 a 彡 
C < 6( 当 C = 6时这一积分等于零). 

作斯蒂尔切斯和： 

n — 1 

^ = 5^/(6)~(而-。)_ 
i=0 

设点 C , 例如，落在第 fc 个区间中，即; r fc 彡 C < : Tfc+1 •则 Ap ( x k - c ) = 1 , 而当€ 一 fc 
时显然 - C ) = 0. 因此,整个和 a 化成一项: a = f ⑸_现令 A — 0_由连续性, 


①参看第575目附注的脚注. 
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f (^ k ) /( c ). 因此 匕 

( S ) [ f ( x ) dp(x — c ) = lim a = /( c ) (13) 

Ja 0 

存在（当时). 

同样可证明（当 a < c 彡 6 时） 

( S ) [ f ( x ) dp(c - x ) 二 -/( c ) (14) 


(当 C = (2 时这 一 '积分为零). 

现在我们进而证明一定理,在某种意义下较2。更广泛,也就是， 放弃对函数贞 x ) 
连续的要求： 

3。 设函数 f(x) 在区间 [a,b] 上连续，而 g(x), 可能除有限个点外，在这一区间 
上有导数 ^( x ), 且在 [a,b] 上绝对可轵.同时设函数 g(x) 在有限个点 

co = a < Ci <---< c fc <---< c m =：6 

处有第一种不连续.则斯蒂尔切斯积分存在且可表作合式 

(S) f f(x)dg(x) = (R) f f(x)g , (x)dx + f(a)[g(a + 0) - ^(a)] 

J a J a 

m—1 

+ / ⑷[咖 + 0) - g(c k - 0)] 

k-1 

+朋[分⑻-抑- ◦)]_ (15) 

积分外面的和的岀现在这里显示了函数 〆 x ) 有（在点 a 及6处是单侧的①）跳 
跃的特征. 

为了记起来简单些,对函数 〆 x ) 在左边及在右边的跳跃我们引用下列 记号： 

4 =g{ck + o) - g{ck) (fc = 0,1，…， m -1 )， 

= g(Ck) ~g(ck-0) (fc = 1 ， 2,… ， m); 

显然，对 1 彡 fc < m — 1， Q；t + = g(ck + 0) - g(ck - 0). 

作一辅助 函数： 


m — 1 m 

9l(^) = 52 a kP( x - c k) ~ 

k =0 k=l 

好像在它里面吸收了函数 〆 x ) 的所有不连 续点； 我们现在就要证明，差 92 (x ) = 
g ( x )- gi ( x ) 就已经是连续的了. 


® 在这两点中的任何一点处如没有跳跃,则实际上对应的被加项就是零. 
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对异于所有 Cfc 的值 X ，函数 g 2 ( x ) 连续不会有疑问，因为对这些值，函数火 x ) 
及 gi ( x ) 皆连续.现在求证 g2 ( x ) 在点 c / c(fc < m ) 的右边连续. gi ( x ) 中所有各项除 
a ^ p ( x - c k ) 外在 x = Cfc 的右边都连续，故只要研究式子分⑻ - a ^ p ( x - Ck ) 的性质. 
当 : c = Cfc 时它的值是 g ( c k ), 而当 x cfc + 0时它的极限也是如此： 

lim [ g ( x ) - otlp { x - c k )} = g ( c k + 0) - = g ( c k ). 

x ― >Cfc+0 

同样可验证函数 g 2{ x ) 在点 c fc (/c > 0) 的左边连续. 

其次，如取一点 x ( 异于所有的^),函数 g ( x ) 在该处有导数者，则 gi ( x ) 在这一 
点附近保持一常数值，因此在该处函数 9 2( x ) 也有导数，且 


92( X ) =分’⑻- 


对连续函数 92( x ). 由前面的定理，斯蒂尔切斯积分存在： 

(S) [ f ( x ) dg 2 ( x ) = (R) f f ( x ) g f 2 ( x)dx 二 ( R ) f f { x ) g f ( x ) dx . 


a 


同样也很容易计算积分[参看 （13),(14)] 



b 


(S) / f ( x ) dg 1 ( x ) 


m 





fc =0 



b 




a 



f ( x ) dp(ck - x ) 


k=l 


m 


m 


^«fc/(cfc) + ^a-/(c fc ) 


fc =0 


k 


m 


/ ⑷ b(a + 0) - ^( a )] + f { ck )[ g ( ck +0) - g ( c k - 0)] + f ( b )[ g ( b ) - g(b - 0)]. 


k 


将这两等式两边相加，我们便得到等式 (15); f ( x ) 对函数 g ( x ) = gi ( x )+ g 2 ( x ) 
的斯蒂尔切斯积分的存在性也附带建立了 [576, 3°]. 


580. 例 1) 用公式 （ 11) 计算积分： 

(a) (S) f x 2 dln(l + x), (6) (S) f xdsinx, (b) (S) f xdaxctgx. 

Jo Jo J -1 

解 （ a) (s) / 0 2 X 2 dln(l + x) = (R) f Q 2 = (^x 2 — x + ln(l + x )) 〔 = ln3, 等等 . 

答⑹吾 一 1; (B) 0. 

2) 用公式 （ 15) 计算积分 •• 

( 0当 x 二-1， 

⑷ （ S) 丄 xdg(x), 其中 g(x) ^ < 1 当 -l<o:<2 ， 

一 1 当 2 彡 x 彡 3; 
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⑹⑻/ 0 2 /办 ㈤ ，其中分⑻ 


< 


1当0彡 x <歹， 

0当卜<昏 

3 


2当 


x 


3 


2, 


一 2 当 — < x 2. 


解 （ a ) 函数 g ( x ) 当 a : = — 1时有一跳跃1，当 a : == 2时有一跳跃 一 2 ;在其余的点处 
g ( x ) = 0,故 



3 


( S ) / xdg ( x ) = (—1) ♦ 1 + 2 ♦ (-2) = -5. 


(6) 当; T = • 时跳跃为1， 当; T =暑时跳跃为 - 2 (函数9当 Z =警时的值对结果没有影 
响)；在其余的点处 g \ x ) = 0. 故有： 


(S) 


x 2 dg ( x ) = ( i ) .1+( 警） .(-2) = —竽 


3) 用公式 （15) 计算 积分: 



2 / »2 

2 ? / \ r \ I / 3 


(a) / xdg ( x ), (6) / x dg ( x ), (b) / (x + l ) dg ( x ), 

-2 J -2 九 2 


其中 


{ x + 2 当 一 —1， 
2 当 - l < a :<0， 

x 2 +3 当0彡 


解函数 〆 a :) 当 a : = -1 及 a : = 0时有等于1的跳跃•导数 


{ 1 当 一2 彡 x <- l ， 
0 当 - l < a :<0， 
2 x 当0 < x 彡 2. 


所以 2 

J xdg ( x ) = 

同样， 

2 1 尸 1 

x 2 dg [ x ) = U ^ 及 j ( x 3 + l ) dg ( x ) = 15—. 





xdx + 2 / x 2 dx + (—1) -1 + 0-1 


4 


4) 假定沿着 x 轴上的线段 [ a , b ] 分布着有质量,在个别的点处集中着, 一 般则连续地分布着. 
将它们不加区别， 对 o : > a 以 $( x ) 表分布在区间 [ a , x ] 上的所有质量的和；此外，并令 $( a ) = 0. 
显然户 ( x ) 是一单调增加函数.我们的问题是求出这些质量对坐标原点的 静矩. 

将区间 [ a , b ] 用点 


a = XQ < Xl < • ^ < Xi < Xi+1 < ♦ • • < ： r n = 6 
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分成许多部分.当 i > 0时在线段 ( x u x i+1 ] 上显然包含有质量 $( x i+1 )- ^( Xi ) = IW | 

样在线段 [ a , xi ] 上含有质量 $( xi ) - $( x 0 ) = A $( xo ). 在一切情形下，把质量认为是集中在例 
如区间的右端，我们便得所求静矩的近似式 

n — 1 

M = y^Xj+iA^(xj)> 

i —0 

当所有 An 趋近于0时，变到极限就得到 准确的 结果： 

M = ( S ) f xd ^{ x ). (16) 

J a 

与在第二卷对通常定积分所说明的一样 [348], 这里也可以首先确立对应于轴上自 x 到 x+dx 
的“元素”静矩 dM = xd ^( x ), 然后将这些元素“相加”. 

同样，关于这些同样的质量对原点的惯矩 J 我们有公式 

/ = ( S ) / x 2 d ^( x ). (17) 

J a 

特别着重指出，斯蒂尔切斯积分给出了可能，用一个积分公式就将连续分布的质量与集中的质量 
两种不同情况联结在一起. 

设连续分布的质量其线性密度为 P(X), 此外设在点 X = C1,C 2 ,... ,C fe 处放置有集中的质量 
- - - , m k . 则除这些点外，函数企 (X) 有导数 

$’( x ) = p ( x ). 

在每一点 a : = == 1,2, _ •. ， fc ) 处函数有一跳跃，等于集中在这一点处的质量 mj . 

现在如将积分 （16) 按公式 （15) 展开，则得 

广 b pb ^ 

M = (S) / xd ^( x ) = (R) / xp ( x)dx + Cjrrij . 

Ja ^a j=l 

将右端仔细观察后，容易知道第一项是连续分布质量的静矩，而第二项是集中质量的静矩.对积分 
(17) 也可得同样的结果. 

5) 为了更好地说明前一练习题的涵义，要 求： 

( а ) 对下面的质量分布情形组成表示式 ^( x ) 并作它的 图形： 在点 x = 1，2,3处质量大小为 
1,在区间 [1,3] 上连续分布的质量密度为2; 

(б) 同样，对这样的 分布： 当 x = 2,4时质量大小为2,在区间[0,5]上连续分布的质量密度 
为 

( B ) 如 $( x ) 等于问题 3) 中的函数 g ( x ), 说明质量的分布情形. 

答 （ a ) 在区间[ I , 3 ]上我们有 


$(x) = 



0 

2 x-l 

2 x 

7 


对 x = 1， 

对 1 < a : < 2, 
对2彡 x < 3, 
对 re = 3. 
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(6) 在区间 [0,5] 上我们有 


( x 2, 对0彡 x < 2, 
x 2 + 2 对2彡 x < 4, 
x 2 + 4 对4彡 re 彡 5. 

(b) 在点 x = -1 及 0 处质量大小为1，在区间[- 2, -1] 上连续分布的质量密度为 1, 在区间 
[0,2] 上密度变为 2 工. 

6) 考察另一问题，斯蒂尔切斯积分在它里面所起的作用与习题 4) 中的相同.假定在安置在两 
支座 ® 上的一 、梁上 （图30)，除连续分布的负荷外还有集中力作用着.沿梁的轴取 x 轴，而^/轴垂 
直地朝下（见 图). 将作用的力不加区别， 对 a ; > 0以 F ( x ) 表所有作用于梁的线段 [0， x ] 上的力, 
包括支座的反作用 在内； 再令 F (0) = 0.力 F ( x ) 称作梁在断面 x 处的 剪力. 这时向下的力将算 
作正的，而向上的力算作负的. 






图30 


我们的任务是要确定梁在任意断面 x =( 处的弯矩 M . 所谓弯矩就是梁的右（或左）部上所 
有的作用力对断面的矩的和.这时，如说到的是梁的右部，而这一矩使这一部分以时针向转动，则 
矩就算是正的(对左部来说，以相反规则). 

因为在梁的右部元素 （ x ， o : + dx ] 上作用的力为 F{x + dx )~ F { x ) = dF ( x ), 它构成一元素矩 

dM = ( x ~^) dF ( x ), 


故“相加”得 ^ 

M = M (0 = ( S ) j ( x - C ) dF ( x ). 

同样，自梁的左部出发，可得（在计算矩时要改变正向） 

M {0 = { S ) (\^- x ) dF { x ). 

Jo 

很容易直接看到，这两个表示弯矩的式子实际上是相等的.这就相当于条件 


( 18 ) 



dF { x ) - ^ F ( l ) = 0 


这是由平衡条件即作用于梁上的一切力的和等于零及这些力（对原点）的矩的和等于零 


F ( l ) =0，/ xdF ( x ) - 0 

Jq 


@我们做这一假定仅仅是为了简单起见. 
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而得来的结果. 

如以 gOr ) 表连续分布的荷载的强度，则除掉有集中力作用的点外，有 


dF ( x ) 

dx 


#)• 


设集中力 Fj(j == 1，2, •…， fc ) 作用于点 x = 则，显然剪力在这些点处有跳跃，分别等于巧 
再,将公式 （15) 应用到，例如积分 （18) 时，得 


M(0 



— x ) q ( x)dx + E 


Xj <€ 


右端的两项容易认识为连续荷载及集中力分别所产生的 矩:斯 蒂尔切斯积分将它们统一为一个积 
分形式. 

我们还证明一事实，在材料力学理论中有用处的.在公式 （18) 中进行分部积分，得 


M(0 



- x ) dF ( x ) = (^- x ) F ( x ) 



F ( x ) d (^ — x ) 



F ( x)dx 


由此就很清楚，除开有集中力作用的点外，等式 


dM 






F(0 


成立 • 


7) 例设一长 Z = 3的梁带有（图 31) 强度为的 
“三角形”荷载，此外，设有一等于3的集中力加在点 x = 1 
处，又支座的反作用都等于-3 (由杠杆定律它们平衡).试 
决定剪力 F { x ) 及弯矩 M ⑹. 



答 


图 31 


F ( x ) 


丄 2 o 

p - 3, 


当 0< x < 1, 
当1彡 x <3, 


M (0 


- 3^,当0彡$彡1， 
^ 3 -3，当 1<“3. 


8) 公式 （15) 对计算通常积分（在黎曼意义下）也有用处.我们用下面的一般例题来说明这. 
设 ^>( x ) 在区间 [ a , 6] 上为“分段多项式”的函数，这就是说区间可用点 


d = ^0 < < - • < = b 

分为有限个部分使在每一部分上函数 ^( x ) 可表作不高于 n 次的多项式.在点 a 及6处将函 
数 ^( X ) 及其所有导数的值用零来代替后，以 S ( /) (j = 0,1， ... ， fc ; i = 0,1,…， n ) 表第 i 阶导数 
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< p ( i ) ( x ) 在第：/个点 X = 0处跳跃的大小. 
又设 f ( x ) 为任何连续函数，令 


Fi ( x ) 



f ( x ) dx ,— Wc , F $ ( x ) 



F s -\( x)dx (s > 1) 


则下一公式 成立: 



b 


k 


k 


k 


f ( x )( p ( x ) d ： 


j =0 j =0 


( 1 ) 


+ (- l ) fc +1 ^ F fc +1 fe )5 j 

j =0 


♦ ♦ ♦ 


(k) 


事实上，我们逐次地得 


b pb 

( R ) / f ( x )( p ( x)dx = ( S ) / ( p ( x ) dFi ( x ) = ( p ( x ) Fi ( x ) 



b 



b 


- ( S ) / Fi ( x ) d ( p ( x ) 


上下代人式等于零，而积分 



b 


F^d^x) = 


( 0 ) 


3 



b 


F \{ x )^ p f ( x ) dx \ 


同样 



b 


Fi ( x ) ip f ( x)dx = -1^2 ⑸ g 1 ) 


3 



b 


F2 ( x )( p f, ( x ) dx ; 


等等. 

9) 最后，借公式 （11) 之助我们来建立一个有用的对通常积分的分部积分的一般公式.若 u ( x ) 
及 v ( x ) 在区间 [ a , 6] 上都绝对可积，而 U [ x ) 及 V ( x ) 由积分公式 


U ( x ) = ?7( a ) + I u ( t ) dt ^ 



V ( x ) = V ( a ) + / v ( t)dt 



所确定，则公式 



6 


U ( x ) v ( x)dx — U ( x ) V ( x ) 


b 



b 


V ( x ) u ( x)dx 


(19) 


成立. 为了证明起见，由公式（11)，将左端的积分用斯蒂尔切斯积分来代替并分部积分起来 [577]: 



b 


U ( x ) v ( x)dx 



b 


U ( x ) dV ( x ) = U ( x ) V ( x ) 


b 



b 


V { x ) dU { x ). 


要想得到 （19) 只要再一次应用公式 （11) 到后一积分上去. 

这里函数 u ( x ), v ( x ) 所起的作用好像是函数 U ( x ), V ( x ) 的导数，但事实上它们并不是导数. 
当函数 uOc ) 及连续时，我们便回到了通常的分部积分公式，因为这时确乎 

U f { x ) = u { x )^ V ^ x ) = v ( x ). 

581. 斯蒂尔切斯积分的几何说明 考察积分 

( S ) f f ( t ) dg ( t )， 


( 20 ) 
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假设函数/(0连续且为正的，而只要单调增加 
(在严格的意义 下)； 函数 p ( t ) 可有（跳跃）不连续. 

参数方程 


x = g{t), y = f(t) ( 21 ) 

代表某一曲线 ( K ), 一般说来，是不连续的（图 32) .如 
对某一 f =如，函数 p ⑷有一跳跃，即 g(t 0 — 0) < 
办0 + 0) 时，则 t = p ⑴的这些极限值有同一个 y = 
m 的极限值 f ( t 0 ) 与它们相对应.将曲线（尺）用一 
些水平线段添补起来，它们是连接对应于函数的 
一 切跳跃的点偶 



g{a) g(t 0 -0) g(t 0 +0) 


g(b) x 


图 32 


( g ( to -0) J ( t o )) 及 （ P ( to + 0)，/( t o )) 

而成的.这样就形成了 一连续 的曲线 （ L ). 我们求证，积分 （20) 代表这一 曲线下 面图形的面积，更 
正确地说，代表由曲线 ( L )， x 轴及对应于横坐标 与 〆 6) 的两头的纵坐标 所围的 面积. 

为达此目的将区间 [ a , 6] 用点 


a = to < t\ < * ^ < ti < < • • • < t n = 

分为许多部分，与此相应， a 轴上的区间 b ⑷， 〆 叫由点 

g ( a ) < g ( ti ) < • • • < g { ti ) < g ( U + i ) < • •. < g { b ) 


分成许多部分. 

设函数 / ⑷在第4个区间 [ tut i +1 ] 上的最小值及最大值为 rm 及 Mi ， 作斯蒂尔切斯-达布 
下和及上和 

» ♦ 

t % 

现在容易看到，它们代表内面一些矩形及外面一些矩形所成图形的面积，所考察的曲线图形夹在 
这些矩形之间. 

因为当所有的 At 趋近于零时，这两和趋于公共极限（20)，由此推得 [336], 我们的图形是可 
求面积的，且确实积分 （20) 就是它的面积. 

582•中值定理，估计值1。设在区间 [ a , 6] 上函数/ ㈤ 有界： 

m ( f { x ) ^ M , 

而 〆 : r ) 单调增加.如 /(: 对 〆 : r ) 的斯蒂尔切斯积分存在，则下一公式 成立： 

/ = ( S ) j f ( x ) dg ( x ) = Mb ⑻一分⑷] ， 其中 m < M < M . (22) 

这就是斯蒂尔切斯积分的中值定理. 


• 84 • 


第十五章曲线 积分斯 蒂尔切斯积分 


[582] 


为了证明起见我们从一个斯蒂尔切斯和 a 的明显的不等式 出发: 

m [ g ( b ) - g ( a )} ^ a ^ M [ g ( b ) - g ( a )}. 


变到极限，得 

m [ g ( b ) - g ( a )} < I < M [ g ( b ) - g ( a )} (23) 

或① 

m < —7TT - 厂 \ 彡 M. 

9{0) - g(a) 

将这一比表作 M ， 便得 （22). 

如函数/ ㈤ 在区间 [ a ，6] 上连续，则用普通的方法就能证明 M 是这一区间上某 
一点处的函数值,公式 （22) 就作下形 

( S ) [ f ( x ) dg ( x ) = /(0[抑)- 5⑷]，其中 a (24) 

J a 

2° 在实践中斯蒂尔切斯积分最重要的情况是函数 /(: r ) 连续，函数 〆 : r ) 有界 
变差.在这种情况下，斯蒂尔切斯积分的下一估计 成立： 



f ( x ) dg ( x ) < MV , 



其中 


M = 


max 

a^x^b 


/0)1， 


b 

y = \j 

a 


实际上，对斯蒂尔切斯和 a 有 


° i = ⑹ △ 5 ( :ri )| 彡 ⑹ 

♦ 

I ^ 

\g(xi-^i) ~g(xi)\ ^ MV, 

% 


故要得到所需不等式只要变到极限就行. 

3。特别，由此亦推得出和 a 与斯蒂尔切斯积分 J 本身近似程度的估计（对函 
数/及9在前面的假定下).将 a 及 J 表作以下形式 






X 


i + 1 


% 


Xr 


/⑸办⑻ ， 



f ( x ) dg ( x ), 


①我们假定 5(6) > g ( a ) y 因为 g (6) = p ⑷[即 g ( x )= 常数]不消讨论，这时公式 （22) 两端都是零. 
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并将这两等式两端相减，得 


a — I 





[/ ⑹一 f ( x )} dg ( x ) 




如与通常一样 ，以叫 表函数 f ( x ) 在区间上的振动，故 

1/(&) — /(： r )| 彡叫，对; Ti 彡; r 彡 x i + i , 

则分别应用估计值 （25) 到每一积分 f ： i+L 时我们将有 



X 


i + 1 


[/ ⑹- f ( x )} dg ( x ) 


Xi 


怎 i+1 

V g(x) 


X 


如区间被分成非常小的部分使所有的叫 < 6,其中6 > 0是事先任意取定 
的数,则我们断言， 


b 


cr - I \^ e\f g { x ). 


(26) 


在下目中我们将利用这些估计值. 

583.斯蒂尔切斯积分记号下面的极限过程 1。设函数 / n (: r )( n = 1，2,3, 
在区间 [ a , b ] 上连续且当 n — oo 时一致趋近于极限函数 

f ( x ) = lim f n ( x ) 

n—oo 

[显然，也是连续的， 436 ]，而 g ( x ) 是一有界变差函数.则 



b 


n^oo I W 齡) 



b 


f ( x ) dg ( x ). 


证明对已给的6>0可求得一 iV , 使当 n > iV 时对所有的: r 将有 

1/ nO ) - /㈣ <6. 

则，由（25)，对 * n > iV ， 



b rb 

fn{x)dg(x) - / f(x)dg{x) 



b 


b 


[ fn ( x ) - f ( x )} dg ( x ) < e\f g ( x ), 


由于 e 的任意性，定理得证. 

2。现设函数 f { x ) 在区间 [ a ,6] 上连续，而所有的函数如 (: r )( n 二 1,2,3,…）在 
这区间上有界变差.如这些函数的全变差全体是有 界的： 


b 


V 9n(x) < V ( n = 1，2,3,…) 
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且当 


71 — 


00时 9 n ( x ) 趋近于一极限函数 


g ( x ) = lim g n ( x ) 

n—^oo 


则 



b 


lim / f ( x ) dg n ( x ) 

n—oo / _ 





b 


f ( x ) dg ( x ) 


证明首先我们证明极限函数 〆 : r ) 本身亦有界变差.将区间任意地用点 


a = xq < xi < - • < Xi < x^i < - < x 


m 


分为许多部分，我们将有（对任何的 n ) 


6 


\9 n ( Xi ^ l ) - 9 n ( Xi )\ < \f 9 n ( x ) < V . 


% 


当 n 


— oo 


时变到极限，得 




% 


于是 


b 


V 9(x) < V. 


作斯蒂尔切斯和 


a 


f(xi)Ag(xi), g n = ^ /(xi)Ap n (xi). 


% 


% 


如假定这时区间 [ a , 6] 分得很细，已使函数 / Or ) 在每一部分中的振动小于事先任意 
取定的数 e > 0,则由估计值 (26), 对所有的 n , 


b 


n 


-/ f ( x ) dg n ( x ) 


KeV , 


a — 



b 


f ( x ) dg ( x ) 


^ eV . 


另一方面,如固定上述条件下所取的一分法，则当 n 


oo 


时显然 


G n — G 


(27) 


故可 


求得一 iV 使对 n > N 就有 


n 


—< j | < 6：. 


(28) 


则由 （ 2 7) 及 (28), 对同样的 n 值,我们将有 



b 


fdg n - fdg 



b 





b 


b 


f dg n — ( T n + |< j n — < j | + <J — / fdg < {2 V + 1)^ 


于是，由于 e 的任意性，即得所需结论. 
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584. 例题及补充 1) 设函数 g(x) 在严格的意义下单调增加，对在公式 （24) 中所指出的 
数《，可以证明一更精确的断言： a<^<b. 

以 m 及 M 表函数 f ( x ) 在区间 [ a , 6] 上的最小及最大值,并认为 m < M ;® 容易求得这一 
区间的一部分 [ a ,/3], 使在这一部分上， 數 m!>m 及 M 1 <M^ f(x) 的界，故[比较 (23)] 

m[g(P) -p(a)] <m / [5f(/3) - p(a)] < (S) f 

J OL 

‘ — g(a)} < M[g(/3) - 

对区间 [ a , a ] 及 [p,b] 写出形如 （23) 的不等式后并将它们与上面的不等式相加，得的不是 
(23) 而是一更精确的不 等式： 


m [ g ( b ) - 咖 )]< I < M { g ( b ) - g ⑷]， 

故数 

_ I 
11 ~ 9(^)-9(a) 

严格地在 m 及 M 之间； 因而$也严格地处于 a 及6之间，其中 M = /⑹，等等. 

2) 利用第579目的公式（11)，斯蒂尔切斯积分的分部积分公式及中值定理[577,582，1°]，非 
常容易重新建立通常积分的第二中值定理 [306]. 

设在区间上 /0 c )( 在黎曼意义下 ；) 可积，而 g ( x ) 单调增加 .® 作一函数 

/ X 

f ( x)dx (a ^ x ^ 6); 


大家都知道，它是连续的 [305,11°]. 
现在我们逐步有 



g ( x ) dF ( x ) = g ( x ) F ( x ) 


b 




F ( x ) dg ( x ) 


= g ( b ) F ( b )^ F (0[5 W - 9( a )] = g ( a ) F (0 + g ( b )[ F ( b ) - F (0] 


= j f ( x、dx + g ( b ) J ^ f { x)dx (a ^ ^ 6), 


这就是所要求证的. 

如在严格的意义下单调增加，则由 1) 中所述的说明，对€可更精确地说 ： a <^< b . 

3) 求证：如两函数/及 g 之一在点 x — c 处连续，同时另 一 函数在这一点的附近有界，则积 
分⑻ JT 及⑻ 的存在就能推出 （ S ) 的存在[参看 576,5°]. 

为&此 目的， id 门注意，如在形成斯蒂°尔切斯和 a 时我们将点 c 包括在分点之列，则和 a 可 
拆成对部分区间及 [ c , b ] 的两个同样 的和； 当 A = maxAxi 0 时它将趋近于积分的和 
/； fdg + f c b fdg . 现设点 c 不在分点之列.将点 c 添加进去，我们自 a 就得出一新的和我们 
^经知道 ， -A — 0时它有上述极限.因此，只要证明差 a - 5与 A 同时趋近于 0. 

①当 m = M 时函数/( ㈡ 成一为这时值就可以任意地选取. 

® g ( x ) 单调减少的情形很容易变成这种情况. 
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设点 c 落在区间[办，以 +1 ] 上； 则和&与和 a 的区别仅仅 在于： a 的一项 

f(^k)[g(x k+1 ) - g(x k )\ 


变成了两项: 


f(^)[9(c) - g(x k )\ + f(^)[g(x k+1 ) - g(c)l 


其中 f 及是在条件 4 办 +1 下任意取的.为简化起见令 f f = c ， 
后式就化为 

f(c)[g{x k+1 ) -g(x k )], 


所以 


cr-a= [/(6 c ) - f(c)][g{xk+i) - g{x k )}. (29) 


当入 — 0时，右端第一因子为无穷小，同时第二个因子有界，因此 ， a - 5 — 0,这就是所要 
证的. 

4) 若函数 /($) 及 g(x) 在同 一 点 a : = c 处 (a ^ c b) 都不连续，则斯蒂尔切斯积分 



(30) 


根本不存在. 

为了证明起见，分成两种情况.开始设 a < c < 6,且极限 p(c - 0) 及 p(c + 0) 不相等. 则当 
作斯蒂尔切斯和时我们就不将 c 点取作分点，譬如设 x k <c< x k+1 . 一次取^ / c ， 另一次取 c 
作为我们作出两个和 a 及 h 其差可化为 （29) 式.使分点接近时，有 

g(x k+ i) - g(x k ) g(c + 0 ) - g(c - 0 ) ^ 0 . 

此外，点^可这样取,使差/(6) - f ( c ) 的绝对值大于某一固定正数.则差 卜行 就不趋近于0, 
故积分不可能存在. 

如 〆 C 一 0) = p( C + 0)，但它们的公共值异于 p ( C ) [“可去不连续”]，①则相反地我们就将 c 取 
在分点之列，设 c =办.如 f(x) 在点 a = c 处例如有一右边的不连续，则与刚才一样，作两个和 
CT 及厅， 仅由$的选取而不同：对 CT 点$任意取在 X k = C 及 + 1 之间， 而对&点 C 就取作 
6. 与前面一样，我们有 （29) 式且推演可同样地得出来. 84 ) 

习题 3) 及 4) 更阐明了在第 576 目末所说的重要事实. 

5) 设在区间 [ a , 6] 上 f(x) 连续而 g{x) 为有界变差. 

根据估计式（25)， 求证在函数 g(x) 连续的 处， 斯蒂尔切斯积分 

I( x ) 二 f /( 物⑴ 


对其变动上限： T 连续. 


①这里也包括这种情况，即：或者 c = a 且 g(a + 0) 异于 g(a), 或者 c = 6且 g (6 - 0) 异于 g(b). 
84 )在第二类间断点的情形，所进行的论证在本质上仍然成立. 
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如注意到在点: r G 处变差 \/ x a 9 { x ) 亦必连续 [571,9°], 则结论立刻可从下一不等式 推出: 


I(xo + Ax) - I(xo ) = 



< max f ( x ) - 

a ^ x^b 


xo+Ax 

v 咖 ). 

XQ 


6) 如 JT 是在区间 [ a , 6] 上的连续函数类，而0是在这一区间上有界变差的函数类，则如大家 
所知道的，一类中的每一个函数对另一类的每一个函数是可积分的 .求 证， 要保持所述性质，这一 
类也好，那一类也好，都不能推广. 

对于类7来说，由4)，这几乎是明显的.事实上，如函数 f ( x ) 有一不连续点 x 0 , 则它，例如， 
对有同一不连续点的有界变差函数 pOr - x 0 ), 根本就不能积分 [573]. 

现设 g ( x ) 在区间 [ a ,6] 上有一 无穷全 变差，在这一假定下我们将做一连续函数 f ( x ) 使积分 
(30) 不存在. 

如将区间 [ a , 6] 平分，则至少在一个一半中函数 g ( x ) 的全变差亦为 无穷； 将这一半又平分，如 
此继续下去.用这样的方法确定出某一点 c ，贞4在它的每一邻域中没有有界的变差.为简单起见 
设 c = 6. 

在这样的情况下容易作出一单调增加的且趋近于6的数列^ = c n: 

GO = Cl < < . . . < Gn < +1 < . . • < 6, 0/n > b. 


使级数 

OO 

丨咖十 1 ) ~9(^)\ 

i =0 

发散 .对于这一级数又可求得一 趋近于 0 的数列力 >0( i -0, l ,2,---) 使级数 


i -0 

也发散[比照 475 , 4 )及 7)]. 现在我们来定义函数 /( x ). 令 

f { ai ) = / isign [ p ( a i + i ) - g ( ai )]° (i = 0,1, 2, • * *), 

m = 0 , 

而在区间（〜 ，〜 +1 ) 内认为 /( x ) 是线 性的： 

f(x) = f(ai) + ’(& +1 ) i^~(x - ai) (i 二 0, 1, 2, ...). 

(Zf + 1 — (X% 

显然 f ( x ) 是连续的.同时，由于级数 （31) 发散的缘故.当 n — oo 时 


n — 1 


n — 1 


a 


n 


^ f ( ai )[ g ( a i + i ) - g { ai )} = ^ fi \ g ( a i+1 ) - g ( ai )\ +oc 


i=0 


i =0 


①我们提醒一下, sigr ^ 为 +1,0 或 -1 视 2 > 0, = 0 或 < 0 而定.在所有的情况下 


(31) 


2 ： sign z = \z\. 
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所以/对 P 的积分的确不存在. 

所证得的断语也可这 样说： 如一已知函数 f 对 g 中任何 p 斯蒂尔切斯积分存在，则/必须 
属于兄同样，如 f 中任何的/对一已知函数 p 这一积分存在，则 p 必须属于 a . 

7) 在斯蒂尔切斯积分记号下作极限手续的第一定理中 [583,1°], 我们曾经要求函数序列 
—致趋近于极限函数 f(x). 但亦可以用更一般的条件来代替这一 要求; 这条件 就是： 这些 

函数是一致有 界的： 

\U{x)\ ^ M (M =常数 ， a < x < 6, n = 1，2,3, ...）. 

[此处还必须亦只须事先假定极限函数 f{x) 连续 
证明时只要考察 g(x) 在严格的意义下增加的情况就够了 [参看第570目中的附注],但对这 
种情况，可利用在578目中所引进的变换[参看 (10)]： 

pb pV 

(S) / U(x)dg(x) = (R) / /“p- 1 ㈤) 咖， 

J a J vq 

pb pV 

(S) / f(x)dg(x) = (R) / f(g -1 (v))dv, 

J a J Vq 

而在处理黎曼积分时，只要应用阿尔采拉定理 [526]. 

8) 最后，我们指出斯蒂尔切斯积分的另一解说,与区间的可加函数概念[参照 348] 有关. 
设对已知区间 [ a ,6] 的每一部分 [ a ，/?] 定义一数 G ([ a ,/?]), 且若区间 [ a ,/?] 由点 7 分为两部 

分 [a, 7] 及 [7 ，/?]， 则 

G([a,f3]) = <^([0 ；， 7]) +<^([7，/?]). 

则 G ([ a ，/3]) 是变动区间 [ a ,/3] 的可加函数.设除此以外，在区间 [ a ,6] 上又给出一点函数 / Or ). 与 
通常一样，现在将区间 [ a , 6] 用点 


a — Xo < XI < - ^ < Xn^l < Xn 


分成部分 [xi,Xi + i](i = 0,1， • • • ，n - 1) 在每一部分中任意选择一点&，最后作和 


n 


(7 




(32) 


这一和当 A = max ( x i+1 ~ Xi )^0 时的极限就是一斯蒂尔切斯积分，很自然地 
过程-表作： 


按作出它的 



b 


f { x ) G ( dx ). 


如令 


g ( x ) = G ([ a , x ]) 对 : r > a ， g ( a ) = 0 


定义一第二点函数 g ( x ), 则由于函数 G 的可加性，在所有情形下 


(33) 


G ([ a ,0]) = g (0)- g ( a ), 


(34) 



[585] 


§5. 斯蒂尔切斯积分 


• 91 • 


故和 （32) 就成为通常的斯蒂尔切斯和 

n — 1 

a = E/ ⑹ -p ㈤ ]， 

i=0 

而极限 （33) 就成为通常的斯蒂尔切斯积分 

( S ) f f ( x ) dg ( x ). 

J a 

反过来，如后面这积分存在，则用等式 （34) 定义一区间函数后（且容易验证,它是可加的)，可 
化通常的斯蒂尔切斯积分成为积分 (33). 


585. 化第二型曲线积分为斯蒂尔切斯积分 读者在掌握了斯蒂尔切斯积分后， 

现在回来考察第二型曲线积分 [546] 是很有用 处的： 


L f ( x , y、dx 



/0， y ) 咖 


(35) 


设想曲线 ( AB ) 以参数方程 


给岀，且当（自 a 单调地变到时曲线以自>1到 B 的方向描画.为明确起见设 
a <(3. 则对于为了要形成积分和而取在曲线上的点4# = 0，1,… ， n ), 就有增加的 
mt 的值 


t 0 = a < h < …< U < t i+ i < …< t n = (3 

与它们相对应，而对于在弧 AiA i + i 上所选取的点风，就有值 i = ri ， h 《丁 i ( 
t i + i(i = 0,1 ,… ，n - 1) 相对应.积分和本身，例如对第一个积分来说，可写作 

g = L/( 咖 ) ，功 ㈤)△ 冰 i) 

♦ 

X 

的样子.立刻明白，这是一个斯蒂尔切斯和,故第二型曲线积分由定义本身就与特殊 
的斯蒂尔切斯积分 恒等： 

[ f ( x , y)dx = (S) f /O ⑷，功 ⑹# ⑷‘ 

J (AB) J a 

同样， 

[f(^.y)dy = (S) [ /O ⑷，功 ⑴ )# (0_ 

J{AB) Jol 

由此就很容易得出曲线积分 （35) 存在的一个非常普遍的条件:只要假定函数 
f ( x ， y ) 连续，而函数 p ⑴[或功⑴，看情形]为有界变差 [575,1] 就够了 . 85) 

85 )函数^⑴和 m 的连续性是不言而喻的,因为只考虑连续曲线- 
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特别，如曲线 ( AB ) 可求长 [572], 而函数 P ( x ， y ) 及 Q { x , y ) 连续，则积分 
[Pdx + Qdy = f P { ip { t )^{ t )) dif { t ) + f Q { ip { t )^{ t )) d ^{ t ) 

J {AB) J ot J ot 

存在. 

现在，如果考虑到在 579 中说过的斯蒂尔切斯积分计算法（尤其，参看 2°), 则 
可重新得到第547目中的公式 （5), (5*) 或 （6), 且可在比以前更普遍的假定下得到. 

其次，现在也容易来推广第551目中的最终结 果:由 一连续可求长曲线所范围的 
面积可用该目中的任一公式⑻，⑼或 （10) 表示.这时在推理中没有什么要变更，因 
为第550目的引理立刻可推广到可求长曲线的 情形； 亦可参看572的最后说明. 

最后，曲线积分与道路无关的整个理论[§3]亦可直接推广到沿任何可求长道路 
所取的积分的情形. 



第十六章二重积分 


§1. 二重积分的定义及简单性质 

586. 柱形长条体积的问题与曲边梯形面积问题引导到单重定积分概念 [294] 
一样，同样,柱形长条体积的问题就引导到一新的概念——二重(定）积分. 

考察一立体 y , 上面为曲面 

z 

^ = f (工, y ) ⑴ 

所限制，侧面为一柱面所限制其母线平行于％轴，最后， 

下面为; ry 平面上的一平面图形 CP ) 所限制（图 33); 要 
去求立体 F 的体积 

为了要解决这一问题，我们采用通常在积分学中所 
用的方法，将所求量分为元素部分，近似地计算每一部 
分，相加并接着取极限.为达此目的，将区域（尸）用一曲° 

线网分成许多部分 ( Pi ), (巧)，…， ( P .), 并考察许多柱形 图 33 

细条，它们的底面是这些部分区域，总起来就形成所给的 

立体. 

为了要算出一个一个细条的体积，在每一图形 （巧） 上任取一点 H 如将每 
一细条近似地当作一真正的柱形，其高等于图中一长一短的虚线则个别的 
细条体积近似地等于 

①如假定函数 f ( x , y ) 连续元平^区域 ( P ) 可求面积，则在这情况下体积 存在本 身容易从在第 
341及337目中所叙述的道理中推出来. 
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其中巧表图形（巧）的面积.在这样的情况下整个立体体积的近似式为 

71 

i=l 

要增加这一等式的准确性就要减小平面小块（乃）的幅度，同时增加它们的个数. 
当所有的区域（巧）的最大直径趋近于零而变到极限时，这一等式就变成准确的了, 
故 

71 

V = Umf /(&，％)巧， （2) 

i=l 

所提出的问题就此解决了. 

这种形状的极限就是函数 /( z , y ) 对区域 ( P ) 的二重 积分； 它表作记号 

故体积的公式 （2) 作下形 

F - JJ ⑻ f ( x ， y ) dP •① (2*) 

因此，二重积分是定积分概念在两个变量函数上的直接推广.在决定各种不同 
的几何及物理量时它同样起很重要的作用. 


587. 化二重积分为逐次积分在进行几何地解释二重积分为柱形长条体积时, 
我们这里也指出如何用化为逐次积分的方法来计算它. 


第二卷中我们已经讨论过用横断面来计算立体 （ F ) 的体积的问题 [342]. 我们 
回想一下与这里有关的公式.设立体范围在平面 : c = a 及 : c = 6之间（图34)，又立 
体被垂直于 z 轴且对应于横坐标 x ( a ^ x ^ b ) 的平面所截的断面面积为 Q (砵则 
立体体积在假定它存在时可用公式 


V 



⑶ 


来表; 

现在应用这一公式到柱形长条体积的计算，这种长条在前一目中已谈到过.我们 
以一简单情形开始，即长条的底面是一矩形图 35). 

长条被平面: c = x 0 (a < x 0 < 6) 所截的断面是一曲边梯形 ap 7 S . 为了要求出 
它的面积，将这一图形射影到於平面上，我们得到一与它全同的梯形 ai /3 l 7 i 5 i(H 
为射影没有发生变形).于是， 

Q ( xo ) =面积 =面积 aiPijiSi , 

①不) ft 给这一公式的推演以一完全严格的形式,参看第590目中的附注. 
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不过％平面上的曲线 71 化的方程显然是 

2 = f(x 0 ， y) (c^y ^ d). 

利用所熟知的表曲边梯形面积为定积分的式子，我们将有 


Q(X 0 ) 



f(x 0 ,y)dy. 


因为我们的推理可用于任何断面，故一般对 a $ x $ b , 


Q ( x ) 



f[x ， y)dy •① 


将这一值 Q ( x ) 代入公式（3)，得 


b f* d 

V = I dx I f(x,y、dy 




但对体积 V 我们有式子（2*)，因此， 


y 


jj 、 ^/(x,y)dP = / dx I f(x,y)dy ⑷ 




——二重积分变成逐次积分了. 

在更一般的情况下，当 zy 平面上的区域（尸) 
是由两曲线 

V = yo ⑷， y = Y ( x ) ( a^x ^ b ) 

及两纵坐标 z = a 与: r = 6( 图 36) 所围的曲边梯 
形时也可得同样的结果.与讨论过的情况比较起来 


0 


y=Y(x) 



Xq 


图 36 


①这是 a: 的函数，对于 a: 也是 连续的 [506], 这也是我们在推演公式 （ 3) 时已经假定了的. 
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其差别 在于： 以前对任何固定的 X = x 0 , y 的变化发生在同一区间 [ c , d ] 上，而现在 
这一区间 

boOo) ， YOo)] 

本身也与卻有关，故 

ryM . 

Q (^ o ) = / f ( x Q ， y ) dy ‘ 

^ yo ( xo ) 

最后得 

f f fb fY(x) 

V = f ( x , y)dP = dx f ( x 、 y、dy •① (5) 

J J(P) ^yo(x) 

在读者对二重积分概念及其计算在几何解释下熟悉以后，我们现在就要转而用 
纯分析的观点更一般地讨论这问题. 

588. 二重积分的定义 然而，我们这里也不能完全避免几何，或至少不能避免 
几何的语言 [160 〜 163]. 我们将谈到所讨论的两上变量函数定义所在的“二维区域” 
( P ), 将谈到“用曲线”分它为部分“区域”，将取这些“区域”的 “ 面积”等等.事实 
上这是算术的二维空间中的“区域”及“曲线”，数对就是它们的“点但通常所有 
这些“形象”，为方便起见总是用与它们相对应的真正的几何形象来替代，而彼此间 
不加任何区别.特别，将算术二维空间中的“区域面积”永远了解为对*应的几何区域 
面积， 

我们回想一下，要任一曲线所范围的区域可求面积，必要且充分地需这一曲线 
有面积0[337].光滑曲线或由有限多个光滑段所组成的曲线（所谓分段光滑的曲线) 
形成这种曲线的很宽广的一类我们以后将假定，区域 CP ) 的边界以及我们用来将 
区域分割的曲线皆有面积 0( 例如，属于上述的类 中)； 这就保证了我们所需用的一切 
面积的存在. 

现在我们回到实际上已在第586目中引进过的二重积分概念,并更广泛地给它 
一个一般的定义. 

设在区域 （ P ) 中定义一函数 /(^, y ) •③ 将区域 （ P ) 用一曲线网分成有限个区 
域 ( Pl ),( P 2 ),*** ,⑸, 它们的面积为 P h P 2, …， Pn . 虽然最简单不过是假想这些 
部分区域为连通的，但为了简化将来的叙述起见，对它们还是不撇开有不连通的可能 

① 这里，里面的积分是 aT 的■^连续函数[参看 509]. 

② 不破坏所述性质,甚至可允许有有限个奇点存在. 

③ 这里我们并没有做关于连续性的任何假定. 

86 )我们注意，从严格的分析的角度，所有涉及二维算术空间中的区域与曲线的“几何上明显的” 
事实，一般说来,需要纯粹分析的、不依靠直观的验证.今后有时把这种验证交给 读者; 对于在实 
际中所遇到的具体的区域与曲线,这总是容 易的; 而（在个别情形）对一般形状的区域和曲线，可能 
较为复杂. 



[589] 


§1. 二重积分的定义及简单性质 


♦ 97 • 


好些. 87 )在第 i 个元素区域（巧）范围内任取一点（&，％),将在这一点处的函数值 
mu Vi ) 乘上对应区域的面积巧，并将所有类似的乘积相加.所得的和 





将称为函数 f ( x ， y ) 在区域 （ P ) 上的积 分和. 

以 A 表部分区域（巧）中的最大直径.① 如当 A — 0 时积分和 a 有一确定的有限 

极限 


I = lim 





既与区域 （ P ) 分为部分（丹）的分法无关，又与在每一部分范围内点的选法 
也无关，则这一极限②就称为函数 f ( x ， y ) 在区域 （ P ) 上的 二重积分并表 作记号 




f { x , y ) dP . 


有积分的函数 称为可积的. 

589. 二重积分存在的条件 可积函数必须是有界的.事实上，在相反的情形下， 
对任何已给的将区域 （ P ) 分割的方法，依靠点 (^ Vi ) 的选择可使积分和任意大. 
所以以后讨论到已知函数 /( z ， y ) 可积条件时,我们将事先定它是有 界的： 


m < f ( x , y ) < M . 

与一个变数函数时一样,这里引进所谓达布上和与 下和： 

n n 

s = ^ rriiPi, S = ^ Mi Pi 

i=l i=l 

较为方便,其中 _ 及恥分别表示函数 f ( x ， y ) 的值在区域（巧）上的下确界与上确 
界. 

当给出分割区域（尸）的一方法时，不论点如何选取，不等式 


5 ^ (7 ^ 5 


①我们回想一下，一点集中两任意点距离的上确界称作点集合的 直径. 在闭的平面区域由连续 
曲线所范围时最大的弦就是直径.参看 174. 

® 读者很容易自己确定这一新“极限”的正确意义. 

87 )在二重积分定义中,重要 的是： 区域 ( Pi ), ( P 2 )，... ， ( Pn ) 的边界的面积为零，区域（⑸彼此不 
相交,它们连同其边界取并就给出原来的区域及边界(例如,把区域 （ P ) 分割成 ( Pi ), (巧)， ... ， ( Pn ) 
的“曲 线网” 的存在仅仅是使定义更为直观). 
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将适合.但适当地选择这些点可使值 fHuru ) 任意地接近于 饥綱 ,而与此同时可 
使和 a 任意地接近于 s ( S ), 因此,达布上和及下和分别对应于区域的同一分法的积 
分和的下确界及上确界. 

与线性情形时一样，对达布和可确立下列性质. 

第一性质当在旧的分割线外如添加一些新线将部分（巧）进一步分割时，达布 
下和不会减少，上和不会增大. 

第二性质每一达布下和不超过每一上和，即使对区域的不同分法也是如 

此. 

证明可与以前 [296] 同样地来进行；只是在以前谈的是分点，这里必须谈分割线. 
不过有一点我们愿意读者注意一下.在线性情况时每一新分点很清楚地将一个 
旧区间分为两个，又两个区间的公共部分依然是一区间.在平面情况时情形就复杂 
了，因为两曲线可彼此相交于很多点（甚至相交于一无穷点集).故连通部分区域可能 
被新的曲线拆成不连通的部分，同样两连通区域的公共部分也可以是不连通区域.这 
就是为什么我们一开始就不撇开讨论将基本区域分为不连通部分的原因！ 

其次，将达布下积分及上积分的概念确立 起来： 

/* = sup{s}, I* = inf{5} ? 

且有 

s S_ 

最后,将对线性情况的证明 [297] 逐字逐句搬过来这里 就得： 

定理二重积分存在的必要充分条件为 

- 5 ) = 0 , 


或用另一记法 

n 

lim UiPi = 0, ⑹ 

A - 0 台 

其中咕为函数 f ( x , y ) 在部分区域 （巧） 上的振动 Mi — rrii . 

590. 可积函数类借上面所确立的可积判定法容易 证明： 

I . 任一连续于区域 OP ) 上的函数 f ( x , y ) 是可积的. 

事实上，如函数/连续于（闭）区域 （ P ) 上，则由一致连续性，对每一 e > 0 — 
定有一 J > 0相对应,使在区域（尸）的任一直径小于 J 的部分上函数的振动小于二 
现设区域 （ P ) 分成许多部分 ⑻， 它们的直径都小于则所有的振动 叫 < e ， 而 

^ UiPi <eY^Pi=ef\ 

♦ » 

% % 

于是得知条件 （6) 适合.这样，函数的可积性就证明了. 
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附注 现在就很容易使柱形长条体积的公式 （2*) 的推演变得非常严密.这完全 
可与推演曲边梯形面积公式时 [338] 一 样来做——引用在里面的与外面的立体，其 
体积可表作达布和者. 

为了将可积函数类作若干推广，我们需要下一引理. 

引理 设在区域 （ P ) 上已给一面积为 0 的某一曲线 （ L ). 则对每一 5>0, 有 r * 
5 > 0 相对应，使得只要区域 CP ) 被分为直径小于 <5 的许多部分时，那些与 （10 有公 
共点的部分其面积和就小于 e . 


由曲线 （ L ) 的假定，可将曲线 （ L ) 夹在一面积小于 e 的多角形域 （ Q ) 内.我们 
可以做得使曲线与所讲的区域边界 （ K ) 没有公共点.则两曲线上动点间的距离 
有一最小值 <5 > 0.® 


现在将区域（尸）任意地分成许多部分使它们的直径 < 5. 其中与曲线 （ L ) 相遇 
的那些部分必完全在区域 （ Q ) 内，因此它们的总面积小于 e . 

II .如有界函数 /( z , y ) 至多在有限个面积为0的曲线上有不连续，则它是可积的. 


已给任意一数 s > 0. 由假定可将函 
数 f ( x ， y ) 的所有“不连续线”包括在总面 
积< e 的多角形域 （ Q ) 内.在图37中这一 
区域用斜线打了出来.它的边界是有限个折 
线 （ L )， 显然其本身面积为 0. 

在从 （ P ) 中减去区域 （ Q ) 内部后所得 
的闭区域中，函数 f ( x , y ) 到处连续，也就意 



味着一致连续.因此，对给 出的已 > 0可求^ ^ 

得一数化 > 0,使在这一区域的每一直径小 037 

于心的部分上，函数/( X ， y ) 的振动< e . 37 

现由引理，也可求得一数5 2 >0使每当区域 （ P ) 用任意的曲线分为直径小于5 2 
的部分时，那些与折线的总体 （ L ) ——被减去的多角形域 （ Q ) 的边界——相遇的 
部分面积和必然< e . 


设5是两数中的较小的一个.将区域 （ P ) 分为直径小于 <5的部分 ( Pi ), 
CP 2 ), …并考察对应的和 

> : ^iPi ■ 


将它分为两 个和: 


+ ^2 咕 "巧"， 

i f i" 


® 参看第二卷， 336 目脚 注①. 
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假定记号 V 对应于整个在被减去的区域 （ Q ) 的外面的区域 ⑼， 而记号；〃对应于 
所有其它的.我们分别来估计每一和. 

因为所有的（/ V )都在从⑻中减去 （ Q ) 后所得的区域内，且它们的直径 < 6 < 
心， 故所有_ < e , 所以 


^ Pi> <e^Pj> < eP. 

另一方面，如以 D 表函数 f ( x , y ) 在整个区域 （ P ) 上的振动，则我们有（因为 

COi < 

〉: ^ 〉: Pi ” • 

%" i" 

这里 S 乃〃是两类（巧）的面积和： 1) 一类整个在被除掉的区域 （ Q ) 内， 2) 另一类与 
这一区域的边界 （ L ) 相遇.第一类区域的总面积小于因为 Q < q 既然区域被分 
为直径小于 J <如的部分，故对第二类区域的总面积也可如此说.因此 S/V < 2^ 
所以 

y : 咕〃 乃〃 < 


最后，当 A < J 时 就有: 


^ tOiPi < (P + 2Q)e. 


因为这一不等式右端与 e 同时可任意小,故条件 （6) 适合，等等. 

591. 下积分及上积分作为极限在二维情形下，同样有达布定理 对任何在 （P) 中的有 
界函数 f ( x , y ) 极限等式 

/* = lim s, I * = lim S 

A — ►O A►O 

成立[比照 301]. 

我们预备来证明这里的结果（例如，对上和)，因为在推理上它与线性情形有一点实质上的 
差异. 

与那时一样，对已给的£>0,开始时将区域 （P) 用一曲线网分成许多部分使对于对应的和 

S 有 

<r + |. 

At 

刚才所提到的曲线网——这些曲线总起来表作（幻——面积为 o. 因此，由前一目的引理,可求 
得一个 j > o , 使当区域 （ p ) 无论怎样分为直径< J 的部分 （打） 时，那些至少与曲线（句之一 
相遇的部分其面积和将< g ，其中 n 是函数/在区域 cp ) 上的全振动. 

以 s 表对应于任 意的这 种分法的和.如果我们将整个曲线网（句全部加到所出现的分割曲 
线上来，就得出一和 S"; 将 S 与来比较一下.由达布和的第一个性质 [589], S ,f < S \ 故更 
不用说 

5 7/ <r + |. 



[592] 


§1. 二重积分的定义及筒单性质 


• 101 • 


和5及的差别只在那些对应于被曲线（幻所切开的部分（只）的项.因为这些部分的面积和 


<&，故容易看到 


5 - 5〃 < Q • 


2^2 ~ 2 


最后， 


r 彡 5 < r + 


这就完成了证明. 

现在积分存在的判别就化为等式 


u 


用这，与线性情形一样，要函数可积，对任何的 e > 0, 即使对于一对达布和 不等式 


S 一 S <C. € 


满足就够了. 

592.可积函数与二重积分的性质1。如用任意的方式改变在 （ P ) 中可积函 
数 f ( x ， y ) 沿任何面积为0的曲线上的值（只要受一限制，就是改变后的函数依然有 
界)，则又得一同样在 CP ) 中可积的函数，且它的积分等于 f ( x ， y ) 的积分. 

为了证明起见，必须对改变后的与原来的函数作积分和，它们只可能在与曲线 
( L ) 相遇的区域（巧）上面那些项不同.但由第590目引理，这些区域的总面积当 
A — 0时趋近于零，于是就容易作 结论: 两积分和趋于同一极限. 

因此，二重积分的存在及大小与积分号下的函数沿有限个面积为0的曲线上所 
取的值无关. 

2。若将函数 /( x , y ) 所在的区域 OP ) 用曲线 （ L ) (面积为 0) 分成二区域 ( P 0 
及（尸〃)，则由函数 f ( x ， y ) 在整个区域 （ P ) 上的可积性就能推得它在部分区域（，) 
及 （ P 〃） 上的可积性，反过来，由函数在两区域 CP ') 及 ( P /f ) 上的可积性推得在区域 
( P ) 上的可积性.同时 



f ( x , y)dP = 



f ( x ， y ) dP ‘ 


将区域 （ P 0 及 （ P 〃） 任意地分成许多部分，这样 （ P ) 亦分成了许多部分: 


(朽)，（巧) ，…， （八). 

如以记号 f 表包含在 （ P ') 内的部分//表包含在 （ P ") 内的部分，则 


YjUJiPi — 巧" • 

设函数 f ( x ， y ) 在 （ P ) 上可积，故当 A — 0时左端的和趋近 于零； 因而右端的每一和 
更趋近于零，故函数同样在（尸及 （ P ") 上可积. 
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反过来，如有后面这一情况，故当 A — 0时右端的两个和趋近于零，则左端的和 
同样也趋近于零.不过,必须注意，这个和不是对区域 （ P ) 的任意分法得来的，我们 
原来是从区域 （ P ) 及 ( P /f ) 分开来分割而出发的. 

要想将区域 （ P ) 的任意分法变成这种特殊形状的分法，只要在分割线中加上曲 
线 （ L ). 与它们相对应的和仅仅在和那些与曲线 （ L ) 相遇的元素区域相对应的项上 
不同.但由第590目中引理，它们的总面积当 A — 0时趋近于零，而两和相差一无 
穷小. 因此,条件 （6) 完全适合，函数 f ( x , y ) 就在 （ P ) 上可积. 

最后，当 A — 0时从等式 


经极限过程就得到所要证的公式. 

同样，从极限过程考察积分和也可得下面三 性质: 


且 


3°如将在 （ P ) 上的可积函数 f(x ， y) 乘上一常数&，则所得函数也同样可积， 

[[ &/ ( 工， y)dP = k f f f(x, y)dP. 

J J{P) J J {P) 

4° 如在区域 （ _P) 中函数 /($, y) 及 g(x,y 、 可积，则函数 /(x, y) ± g(x, y) 也可 


积，且 


[ f if (工， y ) 士 y)]dp = f f f ( x , y ) dP ± [[ g ( x , y ) dP . 

J Hp) J H p ) "(p) 


则 


5° 如对在 （_ P ) 中可积的函数 f ( x , y ) 瓦 g ( x , y ) 不等式 /( x , y ) ^ g ( x , y ) 成立 

[[ f ( x , y)dP ^ g ( x ， y ) dP . 

jj(p) J hp) 

再则， 

6。 当函数 f ( x ， y ) 可积时函数 \ f ( x , y )\ 也可积，且有不等式 


% 


f ( x , y ) dP 《 


IL 


\ f ( x , y )\ dP . 


函数 |/| 的可积从一简单的说明就推得 出来： 这一函数在任何区域巧上的振动 
A 不会超过函数/的对应振动仏.事实上,这样就有 


YiiOiPi ^ YiUiPi^ 

而第二个和趋近于零就隐含着第一个和趋近于零. 
从不等式 

用极限过程就能得到所求证的不等式. 
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7 。 如在 （ P) 上的可积函数 f ( x ， y ) 满足不等式 


m ^ f ( x , y ) ^ M , 


则 


mP ^ 



) 


f ( x , y)dP ^ MP . 


这可以从显明的不等式 


⑺ 


mP^Ef{^7]i)Pi^MP 


经极限过程得来. 

如用 P 来除不等式 （7) 的 各端： 

/ ff (P) f(iy)dP / n/r 

m ( 'p - ^ M, 

并以 M 表示中间的比值,则得不等式 （7) 的另一写法 

[[f{x,y)dP = \xP (m ^ /x ^ M), (8) 

J J(P) 


这表明了所谓中值定理. 

特别，现在假定函数 /(: r ， y ) 在（尸）上连续，并取在区域（尸）上的最小及最大值 
——由魏尔斯特拉斯定理 [173], 它们存在!——作为 m 及 M . 则由大家熟知的柯 
西定理 [171], 连续函数 f ( x ， y ) 如取值 m 及 M 也必通过每一中间值.因此,在任何 
情况下，在区域⑻上可找得一点 ( x , y ) 使 m 而公式⑻有以下 形式： 



P ) 


/( x ， y)dP = /( x , y ) * P . 


⑼ 


这是特别常用的中值定理的形式. 88) 

同样，推广的中值定理也很容易 [304,10。] 搬到这里所讨论的情况上来，我们将 
这留给读者. 


593. 积分当作区域的可加函数，对区域的微分法考察一（闭的）平面区域 （ P ) 

及含在它里面的部分（闭）区域 （ P ). 我们将假定所有区域都是可求面积的(有时候它 
们还要受其它限制).如果对区域 （P) 的每一部分 （p), 有某一定数 




88 )所述中值定理的证明显然用到了区域 （ P ) 是闭的及连 通性; 我们要注意，没有这两个假设中 
值定理不成立,虽然对积分此前所述性质，这两个假设不是本质的. 
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与它相对应，这样就对所述的那些 （ p ) 定义了 “区域 （ p ) 的一个函数”. 这种区域函 
数的例 子有： 区域的面积,连续分布在它上面的质量，这质量的静矩，连续分布的荷 
载或一般地作用在它上面的力，等等. 

若尔当将区域 （ p ) 任意地分为互不相叠的部分 89 ) 

( p ) = 0’） + 0") 


时恒有 


）=企(( 〆 )）+$(( 〆 ))， 

则区域函数企 ( ㈤ ） 称作可加的. 上 面所举 的一切函数都具有这 种可加性质. 可加的 
区域函数有其特殊重要性，因为在研究自然现象时常常会遇见它们. 

设在一可求面积区域 （ P ) 上已给一可积函数 /( M ) = f ( x ， y ) ; 因此它在区域 （ P ) 
的任一可求面积部分 （ P ) 上也为可积的，故积分 

^(( j >)) = JJ ⑺ f ( x , v) dp ( io ) 

也为 区域⑼ 的函数.由592,2°,显然它是 一可加 函数. 

现在我们来讨论“函数对区域的微分法”.设 M 是区域 （ P ) 的一定点，⑼ 
是任一包 含这一点的部 分区域 .如比 


牵 (0)) 

P 

( P 是区域 （ P ) 的面积）当区域 （ P ) 的直径无限减小时趋近于一确定有限极限/ = 
/( M ), 则这一极限称 作在点 M 处$((的)对区域的导数.例如，若 $(( p )) 是连续分布 
在平面图形 （ p ) 上的质量 ，则 /( M ) 不是别的，就是在点 M 处分布质量的 密度； 如 
H ( p )) 表示作用在图形 （ p ) 上面的力，则 /( M ) 表在点 M 处的压强，等等. 

我们特别感兴趣的情况是区域函数可表作形如 （10) 的积分时，其中 f ( x , y ) 是 
区域 （ P ) 上 的连续 函数.我们来证 明:积 分在点 M 处对区域的导数就是积分号下的 
函数在这一点处的值 ，即 


/( M ) = f ( x , y ). 

事实上，取在导数定义中所谈到的一个区域 （ p ) 后，由中值定理[参看 （9)] 有 

中 (0)) = 

其中 ( x , y ) 为区域 （ p ) 的某一点.如区域⑼的直径趋近于零，则点 ( x ^ y ) 就无限接 
近于 ( x , y ), 由连续性， 

伞 ( 二 )) = /(x,y) /(x,y), 

如棄各 个# 分区域没有公共点，就称它 们为不 相叠的 (或不相交的). 
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这就是所要证明的. 

因此，在变动区域上的二重积分 （10) 在特殊意义下是积分号下点函数的“原函 
数”； 它成为一区域函数，对于它来说这一点函数就是对区域的导函数.自然就发生 
这样一问题：由导函数究竟能够唯一地决定“原函数”到怎样的程度呢？ 

在这一方面可以证明这样一命题 :两可 加的区域函数伞 l (( p )) 及伞 2( ⑻） 若在原 
来的区域 （ P ) 的所有点处对区域的导数相同，则必恒等. 

如变为考虑差 m P )) - ^(⑼） - 企 2 ((的)， 事情就成为求 证:可 加的区域函数 
$(( p )) 在区域（尸）的所有点处其导数等于零时它本身也恒等于零. 

由导数定义本身，不论5 > 0是怎样的一个数，可用一邻域围绕区域 （ P ) 的每一 
点 M ， 使对任一包含 M 的而含在邻域里面的任一部分 （ P )， 有 


中(⑼) 
P 


< ^. 9 °) 


将博雷尔引理 [175] 应用到这些邻域上，就能够将区域 （ P ) 分为有限个互不相重叠 
的 区域： 


( 尸） = (Pi) + (P2) + …+ Ofc )， 


使对它们的每一个皆有 （i = 1， 2 ,…， 幻 


屯 ((Pi)) 


Pi 


<6或 |^(( Pi))l < Pi S ' 


由函数 ^(( p )) 假定的可加性，我们有 


伞 (0 P )) = 5>(( 趴 )). 

參 

I 

由此联系到前一不等式，得 


但此处 e 是任意的，这就是说 $(( P )) = 0. 因为可以取任何部分区域⑼以代替区 
域 CP ), 这也就证明了我们的断言. 

对照全部上面所述的，我们得到一最后的断言 :在变 动区域上的二重积分 （10) 是 
积分记号下点函数①的唯一可加“原函数”. 

①与上面一样，这一函数假 i 为连续的. 

_由导数的定义仅可直接推出，对位于点 M 的某个邻域内，并且包含点 M 本身的各个 （ P ), 上 
述不等式成立.然而任意不包含 M 的区域 （ P ) 可以表为两个包含 M 的区域之差.所求不等式容 
易从函数 $(( p )) 的可加性推出. 
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所以，不必计算就可明白，例如，已知在点 M 处分布的质量其 密度为 p ( M ) 
P Or ， y ) 时，分布在图形 ( P ) 上的整个质量可表作积分 


m = 


IL 


p ( x , y ) dP ] 


如 q ( M )^ q ( x y y ) 是在点 M 处的 压强， 则整个作用在图形 （ P ) 上的力为 


IL 


q ( x , y ) dP : 


等等. 


附注前面我们曾经谈过区 间的可加函数 [348;584,8)].因为这种函数总是某点 
函数的 两个值的差，故对“线性的”情形没有必要像上面对“平面的”情形叙述的那 
样来发展理论.然而在定积分对变动上限微分法的定理中 [305,12°], 读者容易观察 
到与刚才所证明的二重积分对区域的微分法定理的相似处，而第348目中的推理可 
解释为积分是作为已知点函数的“原函数”的唯一可加区间函数的证明. 


§2. 二重积分的计算 


594. 在矩形区域的情况下化二重积分为逐次积分关于这一问题的几何的解 

释，在一些特殊的假定下我们在第587目中已经作过了. 

现在我们用分析的工具且在最普遍的形式下来考察它；我们从最简单的情形开 
始，即当积分区域是一矩形 ( P ) = 时. 

定理 如对定义于矩形 OP ) = [ a ; b ; c , d \ 上的一函数 f ( x ， y ) 二重积分 


IL 


f ( x 、 y)dP 


存在，且对每一个 [ a , b ] 上的常数值: r ， 单积分 


J(x) 



f ( x , y)dy (a < x < 6) 


也存在，则逐次积分 




dx / f ( x ， y)dy 


同样存在，且等式 


[[ f ( x ， y)dP = f dx f f ( x , y)dy 
J J(P) Ja Jc 


成立.① 


⑴ 


( 2 ) 


⑶ 


⑷ 


①读者容易观察到这一断言是关于二重极限及逐次极限的熟知定理 [168 ] 的一种变形 


[ 594 ] 


§2. 二重积分的计算 


• 107 • 


证明在确定矩形 （ P ) 的区间及 [ c , d ] 内插入分点 

xo ~ a < xi < - < Xi < Xi+i < • - • < x n = 
yo = c < yi < … < yk < yh+i < … < ym = d . 

将它们分为许多部分.因而矩形（尸）就分成许多部分矩形（图 38) 

( Pi , k ) = [ xi , Xi ^ uy k , y k + i ] (« = 0, 1,-* - ; n - l ; A : = 0, l ,--- 

以及 Mi ， fc 分别表示函数 /( x ， y ) 在 
矩形 ( Pi , k ) 上的下确界及上确界，故对这一矩 
形的所有点 （ x ， y ), 

rrii^k ^ /(x,y) ^ M ijk . 

将 i 在区间[而， x i +1 ] 上任意 固定 ： x = &， 

对 y 自积分到 y fc + i , 我们将有 [304,8°] 

ryk+i 

m^ k Ay k ^ / fHi,y)dy ^ M iyk Ay k , 

^Vk 

其中 Ay fc = y fc+ i - y fc ; 对 y 的积分是存在的， 图 38 

因为假定了在整个的区间 [ c ， d ] 上的积分 （2) 

存在.将对 &的自 0到 m - 1的类似不等式相加，得 

m—1 pd m—1 

〉: 爪< i (^ i ) = I f y)^y ^ 〉: 

k=0 c k=0 

如在这不等式各端遍乘以 Aii == 而 + 1 - Xi 并对附标 i 自0到 n - 1相加，则得 

n—1 m—l n—1 n—1 m—1 

Y, Ax 

i =0 k =0 i =0 i =0 fc =0 

在中间我们得到了函数的积分和.至于两头的项，它们不是别的，正是对于二重 
积分⑴的达布和 s 及 S . 事实上，因为 AxiAyfc 是矩形 ( Pi y k ) 的面积故我们 
有，例如， 

n—1 m — 1 n—1 m—l 

^2 A Xi XI m i^Vk = y ] m ^ k AxiAy k = ^ m iik Pi,k = s . 

i=0 k—0 i=0 k=0 i y k 

因此,最后 

n—1 

S ^y~] I(^i)Axi ^ S. 

i =0 


m^fcAyfc ^ I(^i)Axi ^ ^ Axi 2J Mi ， fc Ay fc , 
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如现在所有的 A & 及 Ay fc 同时趋近于零，则由于二重积分 （1) 的存在，和 s 及 S 都 
趋近于它为极限.在这种情形下，也有 

n~l 广广 

limY ] 低)△而=// /0, y ) dP ， 

i=o JJ (P) 


亦即二重积分 （1) 同时也是函数/⑷的 积分: 


b 


b 



JJ ( ) f ( x ， y)dP = J I ( x)dx = I dx I /( x , y ) dy , 

这就是所要求证的. 

将; r 及 y 的地位交换，与 （4) 同时,也可证明公式 


ll(p)f、 X ， V 、 dP 二 1 ^ 1 K x ， y ) dx 




(4*) 


这时假定了当 2/ = 常数时积分 



b 


f ( x ， y)dx 


存在. 


附注如与二重积分 （1) 一起，两单积分都 存在： 

f f ( x , y)dy (;r =常数）及 f f ( x , y)dx (y =常数), 

J c J a 

则两公式⑷ ,(4*) 同时成立，于是 



⑻ 


这一结果我们以前 [528] 已经得出过，那时没有利用二重积分存在的假定. 

应用公式（ 4 )或 （4*) 要受二重积分及单积分之一存在的限制.如函数 f ( x , y ) 连 
续(在实际中通常所遇到的情形)，则所有上述积分都保证 存在； 例如对二重积分来 
说，能由590,1得出.在这种情况下，在实际计算二重积分时任一上述公式都可利用, 
因为计算单积分是一特别简单的问题. 

在证明公式 （4) 时最自然的是用平行于坐标轴的直线分矩形 （ P ) 为有面积 
A Xi Ay k 的矩形元素.要想就二重积分记号本身能说明是用平行于坐标轴的直线将 
区域细分而进行积分的，常常就不用 ff ⑺ f ( x , y ) dP 而写 



f ( x , y)dydx 


[ 595 ] 


§2. 二重积分的计算 


• 109 • 


此外，注意到将取在矩形 （ P ) = [ a ,6; c , d ] 上的二重积分化为逐次积分时，二重 
积分本身也常常用一类似于逐次积分的记号来 表示： 

b nd fdfb 

/( x ， y)dydx 或 / / f ( x , y ) dxdy . 



在这种表示法里“外面的积分”与“外面的微分”彼此对应，故为了要得到任一逐次 
积分，只要添置括弧就 行了： 

b ( nd ^ nd ( pb ^ 

/0， y ) dy ^ d；r 或 / < / f ( x , y)dx \ dy . 




595 •例 1) 计算展布在矩形 （ P ) = [3,4;1，2]上的积分 


解 由公式（4_)可以写 



dxdy 


( x + y ) 



dxdy 


(^ + 2/) 



dxdy 





2 



4 


dx 


i dy J 3 ( x ^ y ) 


先求出里面的 积分: 



4 


dx 


1 


3 


(x + y) 2 y + 3 y + 4’ 


于是 



dxdy 


(x^ry) 



Ly + 3 y + 4. 


dy = In 


25 

24 


2) 计算积分 

⑷ A = 乂 3 f^(5x 2 y- 2y 3 )dxdy, (6)/ 2 - 


ydxdy 


x 2 dxdy 
1 + y 2 


( B ) /3 = fo fo (1~ +X 2 + y2)3/2 - 

解 （ a)A 二 dyf^(5x 2 y - 2y 3 )dx = - 6y 3 )dy = 660. 

{ 6)I 2 =f 0 1 x 2 dx^f 0 1 T f^ = ^. 

( b ) 用公式 （4) 将 J 3 表作下形更为 简单： 


因为立刻就能得到 


所以 


1 


/ 3 


h 


dx 



ydy 


o (l + x 2 +y 2 ) 3 / 2 . 



ydy 


1 


1 


(1 + a: 2 + y 2 ) 3 / 2 y/x 2 + 1 \Jx 2 -f 2 


1 


1 


\/x 2 + 1 \/x 2 + 2 


dx = In 


+ yjx 2 + 1 
+ y/x 2 + 2 


1 


In 


2W2 

ITvl 
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如采用另一逐次积分，则求积时就比较麻 烦些: 


Is 



1 



dx 



dx 


o ydy Jo (l+x2+y〒"’ 


X 


0 (l+X 2 + y 2 ) 3 / 2 1 + 2/ 2 y/l 


1 


(1 +^)^/2 + 


I 3 



ydy 


V ^ + y 2 -l 

0 (1+y 2 ) x/2 + y 2 2 ― V 2 + y 2 + 1 


In 


l 


In 


(y^-l)(\/5+l) 

2 … ( V ^+ lKv ^-1). 

很容易将这一答案变到前面的形状. 

3) 求一立体的体积 F ， 这立体下面被 ccy 平面所限制，侧面被平面 : c 
所限制，而上面被椭圆拋物面 


Q，x = a，y = Q、y 


z 


x 2 y 2 


所限制. 

解首先由公式 （2 # ) 


V 


im 


2 




[0,a;0,6] 


我们用公式 （4*) 来计算这一 积分: 


V 



2 


b 2 




4) 同样对由 xy 平面、曲面 x 2 ^ z 2 = R 2 (z > 0) 及平面 y = 0与 y = H 所围的立体求 


体积. 


解如取邛平面上的矩形 [- R , R ; 0, H ] 为立体的底，则 


V 



R 


R 


V i? 2 — x 2 dxdy = 2 H / y / R 2 — x 2 dx 

o 



R 


ttR 2 H 
~~ 


(当然，更简单的是将这立体当作以 ^ 平面上的半圆为底的柱形 .：） 

5) 同样对由平面 z = 0 ，x = a,x = b，y = c，y = d(b > a >0, d > c >0) 与双曲拋物面 

( d 2 — c 2 )( b 2 — a 2 ) 


所围的立体求体积.答^ 

6 ) 求证 


4 m 



( xy) xy dxdy = / y v dy . 
o Jo Jo 

二重积分中积分号下的函数，如当 xy = 0 时给它以值1,则它在整个正方形 [0,1; 0,1] 上 


连续. 


我们有 


( xy) Xv dxdy = f dy f ( xy ) xv dx . 

0 */o Jo Jo 
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在里面的积分中作替换 xy = t (当 y =常数 > 0)，再行分部积分，因而对二重积分得出表示式 


dy l y Pdt : \ ny - 厂 t 

y ' 


i 


y v In ydy 


o 


前一双重代人式为零，因为 f 0 y t l dt 当 y — 0时是一阶无穷小至于后面一积分，则由恒 


等式 


(y y Y = V y lny + y v , 


它就化为积分 Jq 1 y y dy . 

7) 求证（对任何的 z =常数) 





cos(22 sin (p sin 0) dipd 0 



f \ 2 

cos(z sin 入 ) d \ 


为达此目的，将每一积分展开为 2 的幂级数，对于单积分这已经在 [440,13)] 中做过: 



号 r oo 

2 cos ( z sin \)dX ^|<1 + Z (- l) fc 22 fc (fe!)2 I . 

、 fc = 1 



cos (2 z sin ip sin 0) = 1 + 1) 、 今 .)「 sin 21 ip sin 2t 0 


它对正方形 


.« 


中一切值^及—致收敛.在这一正方形内将它逐项积分，得® 



cos (2 z sin sin 0) dipd 0 


2 

Y+D- 1 ) 


M 

2 i \ 


2 i 



sin 2t (p sin 21 OdipdO 


但[参看 312(8)] 



JK 


sin 2t (p sin 2t OdipdO 



2 


dO I sin 2t (p sin 2t Odip 
o 



sin 2i OdO - 

0 Jo 


2 


sin 2t (pdip 


'tt (24-1)!! 

■ 2 • 调『 


2 


故经简单变换后， 



2 


cos (22 sin v ? sin 0) d ( pd 0 


7T 


2 


E 




①本来 ，lim 1 t l dt = limt * = 1. 

® 不再力明，读者—致收敛级数的概念以及将它逐项积分的定理推广到级数项含有两 
个变数的情形. 
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现在容易验证[参看 390,3)], 的确， 



i+E(- ” 


2k 


2 


2 奴⑹ 


因此，所提出的二重积分的值可用附标为零的贝塞尔函数来表示: 91) 



cos(22 sin (p sin 0) dipd 0 = 


4 


[ Mz )]\ 


8 ) 求证对任何 k (0< k < 1) 



d ( fd $ 

1 — k 2 sin 2 (/? sin 2 0 



d 入 — 

\/1 — sin 2 X 



提示将两积分按的幂展开，右端积分的这一展开式我们已经遇见过 [440,11)]. 

9) 求证：如函数 f ( x ) 在区间 [ a , 6] 上可积，而函数 g ( y ) 在区间 [ c . d ] 上可积分,则两变数的 
函数 f { x ) g ( y ) 在矩形 （ P ) = [ a ,6； c , d ] 上可积. 

提示问题可变成函数 f ( x ) 及 p ( y ) 当作两变数的函数时① 分别在 （ P ) 上的可积分性 • 为此， 
利用在第591目末所述的可积简易判定法非常方便. 

注意，此处 




f ( x ) g ( y)dx 




f ( x)dx 



dy = 




g ( y ) dy , 


故二重积分这里就成为两个单积分的乘积. 

反过来，有时候将两个单积分的乘积表成二重积分的形状也是有用处的.下面我们举出应用 
这一思想的若干例题. 

10 ) 求证不 等式： 

J f ( x ) dx - J > (6 - a ) 2 ， 

其中 f ( x ) 是一正连续函数. 

不失一般性，可以假定 a < b . 因为积分与积分变 量记法 无关，可将任一积分中用文字 y 代替 
文字％则不等式左端就可改 写成： 


I = IL m dxdy = II (P) 

其中 （ P ) = [ a ，6 ; a ，6 j . 于是 




f 2 { x ) + f 2 ( y ) 

2/( 工 )/(y) 


dxdy . 


①如推广第 299 目， II 的定理到两变数的函数上去. 
91) 参看 440,12). 
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由明显的不等式 2 AB ^ A z + B \ 积分号下的函数> 1，故[参看 592,7°] 

I >( b - a )\ 

这就是所要求证的. 

11) 布尼亚科夫斯基不等式我们以前已经遇到过这一不等式 [321]. 作为一习题我们将给 
出当函数 f ( x ) 及 p ( x ) 在 [ a , 6] 上在正常的意义下可积时它的一新的推演. 

考察积分 

=// [ f ( x ) g ( y ) - f { y ) g ( x )] 2 dxdy , 


B 


J J (P) 


其中 （ P ) 是正方形 [ a , 6; a , 6]. 解开括号，我们有[参看 9)] 


B 



6 


6 rb r b 

2 




f 2 ( x ) dx - g 2 ( y ) dy -2 / f ( x ) g ( x ) dx - f { y ) 9 { y ) dy + ； f 2 { y ) dy ^ / g 2 ( x ) dx , 



b 



b 


或，最后，再利用积分与自变数记法的无 关性: 


b 


b 


丑= 2 


f 2 ( x ) dx , j g 2 ( x)dx 



f ( x ) g ( x)dx 


因为在积分丑中积分号下的式子是非负的，故亦丑 M )， 由此就得出所要求的不等式 


f ( x ) g ( x)dx 


b 


I f 2 ( x)dx - / g 2 ( x ) dx . 



b 


附注从这里，特别，前一习题的不等式也可推出将/换作 v 7, P 换作 
12) 切比雪夫不等式用同样的推理可证明不等式 

6 rb pb rb 

p ( x ) f ( x)dx • / p ( x ) g ( x)dx ^ / p ( x)dx - / p ( x ) f ( x ) g ( x ) dx , 



这是属于 II . JI . 切比雪夫的.这里 p ( x ) 是正的可积函数，而 f ( x ) 及 g ( x ) 是单调增加函数 
设 a < 6. 考察差 


△ 



b rb pb rb 

p ( x ) f ( x ) g ( x)dx - / p ( x)dx — / p ( x ) f ( x)dx - / p ( x ) g ( x ) dx . 


在两个项的第二因子中将文字 X 换作 y , 表这一差为 


△ 



P (^) p ( y ) f (^)[9( x ) - g ( y )] dxdy . 


现在交换 xRy 的地位: 


△ 



p(^)p(y)f(y)[9(y)- g { x )) dxdy . 


最后，如取两式的和之半，得 


△ 


2 



p ( x ) p ( y )[ f ( x ) - f ( y )][ g ( x ) - g ( y)]dxdy 
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因为函数 fRg 都单调增加,故两方括号有同号，即积分号下的式子永远非负，因而亦 A > 0, 
这就证明了所需不等式. 

容易看到，在函数 f Rg 都减少时它也保持有效.当一个减少另一个增加时，不等式就掉头. 
13) 设函数 f ( x ， y ) 在矩形 OP ) = [ a ,6; c , d ] 上连续.以 （ x ， y ) 表这一矩形上的任意点，考察 
由二重积分所表的 函数： 

ry 

F ( x , y ) = / / f ( u 、 v ) dvdu . 

J a J c 

如将它表作逐次积分的样子： 


F { x , y ) 




du I f ( u , v ) dv . 


则先对 x 然后对 y 微分，依次得 ® 


dF 

dx 



d 2 F 

dxdy 


= /( 工， y ). 


我们得到与单积分对变动上限微分定理的一类似定理，同样亦可建立 


d 2 F 

dydx 


/( 工， y ). 


14) 设 f ( x ， y ) 在矩形 （ P ) = [ a , b ; c , d ] 上可积分.如对这一函数（这一次我们不假定非要连 
续不可）存在一 “原”函数 ^( x , y ), 就是说 


d 2 ^(x,y) 

dxdy 




则 



f ( x ， y)dxdy = $(6, d ) - $(6, c ) — $( a ， d ) + $( a ， c ), 

这与用原函数表通常定积分的公式相类似. 

我们着手来证明.将矩形 [ a ,6; c , d ], 如在第594目中一样，分为部分矩形 

[xi,Xi+i\yk,yk+\] (4 = 0,1 ， • • •，n — 1; A ； = 0,1 ， • • •，m - 1) 
两次应用有限增量的公式到式子 


0( 工 i+i ， 2/fc+i) — ^(x i+ i,y k ) - ^(xi,y k+ i) +^(xi,y k ) 


上去， @ 将它表作 

步 : cy ，％&)△工 = f ， ^] ik ) 么 么 yk 

的样子，其中 Xi 彡彡 x i + i , y k < 7 ] ik ^ y k+1 . 对 i 及 A : 相加，得 

^ /(6fc,y?ifc)AxiAy fc = $(6 ， d) - $(6 ， c) - $(a,d) + c). 

i,fc 

&应该 注意到对外面的积分来说积分号下的函数 J y f ( u f v)dvMu 的连续函数 [506]. 
②比较在第190目中当证明两微分法颠倒的定理靖式子 W 的变换. 
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最后，变到极限. 

可以看见，推理的结构与证明积分学中的基本公式用原函数表简单定积分 [310] 时完全一样. 
最后我们举两个有启发性的例题，表明第594目中定理的条件相互无关. 

15) 如 x 是一有理数，则将它表作正分母的既约分数后， 表分母为 q x . 在正方形 （ P ) = 
[0,1； 0,1] 上定义一函数 f(x，y ), 令' 

f ( x ， y ) = — + — , 如 x 及 y 都是有理的， 

Qx Qy 

f ( x , y )=0, 在其它情形. 


函数在正方形中有理坐标的一切点处不连续，而在其余的点处连续. 

因为，不论 e > 0是怎样一个数，只有在有限个点处可能 f > e , 故在第589目中所建立的 
可积条件适合，®而二重积分 

f [ f ( x , y)dP 

J J{p) 

存在，但等于 0. 

对无理的值 y 函数对所有的 x 为0 ,所以 

/ f ( x ， y)dx 二 0. 

Jo 

而如 y 为有理时，则对无理的值 x ， /(x,y) = 0, 对有理的 X 有： f { x , y ) =丄+丄.这个: c 的函 

Qx Qy 

数在: r 的任何区间上有振动 > 丄，因此,它对: r 的积分不存在.这就是说，不可能来谈逐次积分 

Qy 



同样可证明积分 i i 

dx f(x,y)dy 

Jo Jo 

也不存在. 

16) 现今在正方形中所有点其坐标 x ， y 为有理且如=办时 f(x,y) - 1,在其它的点处 
f(x,y) = 0 . 

因为在正方形的任何部分内，函数/的振动等于1，故二重积分 



f ( x , y)dP 


这一次不存在. 

同时对固定的 y , 函数 f(x ， y) 或恒等于 0( 如 y 为无理）或仅对有限个值 x 可能异于 0( 如 y 
为有理).在这两种情况下， i 

/ f(x,y)dx = 0 , 

Jo 

①这一 I 不对，事实上/可以在无穷多个点上 >e. 但下面的二重积分还是存在的,这是因为，/ 
的不连续点只有“可数多个”，所以其面积为0;由590目 II ,便得所要结果——译者. 
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就是说，逐次积分 

存在.同样，积分 
也存在[比较 528]. 



596. 在曲边区域的情况下化二重积分为逐次积分 考察一区域 （ P ) ，其上下 


由两连续曲线 


少 f 

— 


y ^ Y ( x ) 


y — yo(x)，y = Y(x) (a^x ^b) 

所限制，两侧由两纵坐标 a ； = a 及 x = 6所限 
制（图 39). 则类似于第594目中的定理，下一 
定理也成立： 


(P) 


(R) 


广少 oW 


图39 


也存在，则逐次积分 


定理 如对定义于区域 （ P ) 上的函数 


也同样存在，且等式 


二重积分 


1 L 


f(x,y)dP 


b x 


存在，又对 [ a , 6] 中每一固定值 x 单积分 

fY ⑻ 

1{^) = / /( 工， y)dy 

Jyo { x ) 



6 rY(x) 

dx f{x,y)dy 

^ Vo ( x ) 


IL 


f[x,y)dP 


6 rY(x) 

dx f{^,y)dy 

J yo ⑻ 


⑹ 


成立. 


证明建立在将这种情况化为在第 594 目中所讨论过的情况.令 c = min a ^^ fc 
2/ 0 ( x)，d = max « & y ^) (参看图39)，将区域 （ P ) 包在矩形 

(R) = [a, b; c, d] 

内，并用下法在这一矩形上定义一函数 r ( x , p ): 

) = / f ( x ， y )， 如点 0， y ) 属于区域 ( p )， 

)— 1 0， 在矩形 or ) 的其它点处. 
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然 


我们来证明，这一函数满足第594目定理的条件. 

首先，它在区域 （ P ) 上可积，因为它在这里与假设的可积函数 /( x , y ) 相 重合; 显 

[[ /* ( 工， V)dP = [[ f(x,y)dP. 

J Hp) J HP) 

另一方面，在 （ P ) 的外面 r ( x , y ) - 0, 因此在矩形（丑）的余下部分 （ Q ) = 


( R ) - ( P ) 它就可积, ® 且 



Q) 


f *( x , y)dQ = 0. 


则由592,2°,函数 /* 在整个矩形（丑）上可积且 

[[ r ( x , y ) dR = f[ f ( x ， y 、 dP . 
J J{R) J J(P) 


⑺ 


对 kM 上的固定值％积分 


f *( x , y)dy 



yo(^) py(^) r d 

rdy + / rdy + / rdy 

^yo(x) Jy(x) 


存在，因右端三积分都存在.事实上，因为在 y 变化的区间 [ c ^ o ( x )) R ( y (： r )， d ] 内 
函数 广 ( x ， P )=0, 故第一个及第三个积分存在且等于零.第二个积分与函数 f ( x ， y ) 
的积分相同： 





y ( x ) 


： T ( x ， y ) dy = f { x ， y 、 dy ， 

yo (^) ^ yo ( x ) 

因为对于在 [?/ o ( a ；), y ( x )] 上的 y ， f *{ x ， y ) = /( x , y ). 最后， 



r(x,y)dy 



y ( x ) 


yo(x) 


f ( x ， y ) dy . 


⑻ 


由所提到的定理,对函数 /* 逐次积分也存在，且等于二重积分[参看594⑷] 



: T ( x , y)dR 



b 



dx / f t ( x , y)dy 


注意⑺及 （8), 可以看见，这一公式相当于公式 （6). 
如区域（尸）是另一类型的曲边梯形，由曲线 


及直线2/ 


x = xo ( y),x = X ( y ) ( c^y ^ d ) 

y = d 所围成,则代替 （6) 我们得一公式 



f ( x , y)dP 


x ( v ) 

dy I f { x , y ) dx , 

^ o ( y ) 



(6*) 


这时假定了与二重积分同时，当 y 二常数时对 x 的单积分存在 

①它域边界上的作用,参看 592,1°. 
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附注如区域 （ P ) 的边界与纵轴的平行线也好，与横轴的平等线也好，都只交于 
两个点（例如，如图40中所画出的情形)，则当所述条件适合时,所提到的两个公式 
都可应用.将它们相比较，得等式 

pb py{x) rd rX(y) 

dx f ( x , y)dy = dy f ( x , y ) dx , (9) 

J a ^yo(x) J c J x 0 (y) 

它有特殊的重要性.这与第 594 目中公式 （5) 相类似. 

如函数 f ( x ， y ) 在区域 （ P ) 中连续，则二重积分及单积分都存在，视区域 （ P ) 的 
类型，可在计算二重积分时利用公式 （6) 或 （6*). 

在边界较复杂时通常将区域（尸）分成有限个上面讨论过的类型的部分[例如，图 
41中的图形 （ P ) 被直线 x - a 割成三 部分： ( Pi ), ( P 2 ), ( P 3 )]. 然后由 592,2°, 所求积 
分可表作分别展布在这些部分上的积分 的和； 它们的每一个都可按照刚才所述的来 
计算. 




图40 图41 

一般情形，因为我们要将问题变到第594目的定理，也是把所考察的图形分成 
矩形元素，作为论断的基础.与此相关,这里关于二重积分的记法常常就用记号 



f ( x ， y ) dxdy ; 


乘积 dxdy 象征元素矩形的面积. 

由此也可了解记号 

fb rY(x) rd rX(y) 

/ / fdydx 或 f dxdy • 

Ja ^yo(x) Jc Jx 0 (y) 

597 .例 1) 计算二重积分 




- x 2 dP ， 


其中 （ P ) 是半径为丑中心在坐标原点的圆（图 42). 
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解区域 （ P ) 的边界方程为 x 2 + y 2 = R 2 , 于是 y = ± VR 2 - x ^. 显然 ， y = + y /~ W ~ x ^ 
是上半圆周的方程，而 y = - VR ^ x 2 是下半圆周的方程.因此，对在区间 [~ R , R ] 上的一常数 
x , 变数 y 自 ~ VR 2 ~ x 2 变到由公式⑹(考虑积分号下的函数对 y 是偶函数). 


R 广+ \//?2一工2 

dx I 2 

-R 九^/丑 2 -工 2 


71 


y y R 2 ~ x 2 dy = 2 


\/ r 2 - 


X 


R 2 — x 2 dx 
r jo 


y 2 dy 


算出里面的 积分: 





y 2 dy=^-x^. 


2 .2 


冉算出（又考虑偶函数性质) 



32 

45 


R 5 . 


完全同样地可按公式 （6*) 进行计算, 





a 42 



图43 


2) 计算 


K = ( x 2 + y ) dxdy , 

J J { A ) 


如区域 （ A ) 由二拋 物线 ： y = x 2 Ry 2 = x 所围成 • 

解为了得到这区域的大概样子，作一草图也是有用的.联立解拋物线方程，求出它们的交点 


(0,0) 及（1，1)(图 43). 

如果外层的积分对 y 进行，则 y 变化的区间显为 [0,1]. 在这范围内取一 y 的任意值后，由图 
可见， z 自 x ^= y 2 变到 t 由公式 (6*), 


K = 



计算出里面的 积分: 


Vv 


( x 2 + y)dx 


X 


3 


y 


3 


+ yx 


Vv 


3 


y 


y 
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再算出外 面的： 

3) 计算积分 



33 

140 




xydxdy 、 


其中 （ D ) 是由坐标轴及拋物线 v ^ + ^ =1 所围的区域（图 44). 
解 我们有： 




xdx 


p(l-y/x) 2 

Jo 


ydy 


2 



280 


4) 计算积分 / = ff (c) — dxdy , 其中 （ C ) 是由直线 x = 2 ,y = x 及双曲线 xy 


1所围的 


区域. 

解将这些线画在图上（图 45). 很容易得出方程的公共 解来： 直线 x = 2交直线 y ：= a : 于 
点 (2,2), 交双曲线 : cy = 1于点(2, ，而直线 y = x 及双曲线（在所讨论区域所在的第一象限 

范围内）交于点 （1,1). 




如用公式 （6) 来计算积分 J , 则外面的对 x 的积分就必须在区间 [1,2] 上进行.当固定 x 于 
这一区间上时， y 的变化范围为 y =^ ■及 y = x . 这样， 

X 



但 



所以 



2 


( x 3 — x)dx 


9 

T 


在以前各例中按公式 （6) 或（6。计算时同样简单,在现在这一情况下事情就不 同了： 按公式 
(6*) 来计算就要麻烦些.然而我们依然来做做看，因为要作为一教训来弄清楚所以如此的原因何 


在. 
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平行于 x 轴的直线交区域的边界于两点，故公式 （6*) 可以应用.但在左边限制我们区域的 
曲线——它相当于一般理论中的曲线： r 二 x 0 ( y ) ——这里由两部分 构成： 一直线段及一双曲线 
段，它们是用不同的方程来表示的.换句话说，所提到的函数 x 0 ( y ) 在区间 [^,2] 的不同部分内 
由不同的公式给出来.即 


xo ( y ) = 



V 


如 

如1彡2/彡 2. 


区域右面被直线 x = 2所限制.故较方便地是将对 y 的积分拆开并表 J 为下形: 




x 


2 


y 2 


dx . 


因为 




y 

3 



在类似的情况下必须考虑到，在二重积分的两种可能计算方法中自然是取比较简单的. 
5) 计算积分： 

(a) h = Aqi) cos(x + y 、 dxdy, 

⑹八二 // ( q 2 )( 2x + y ) dxd v ^ 

(b) h = // (Qs) (x + Gy)dxdy, 

其中 ( Qi ) 是由直线 

x = 0, y = x, y = 7r 


所围的三角形 ,( Q 2 ) 是由坐标轴及直线 X + 2 / = 3所围的三角形，而 （ Q 3 ) 是由直线 


y = X, y = 5 x , 



所围的三角形. 

提示在 （ a ), ⑹的情形下，用公式 (6),(6*) 中哪一个没有什么 区别; 在 （ B ) 的情形下用公式 
(6) 较方便些.(为什么？作图! ：） 

6) 计算积分 

I = Jj yj 4 x 2 — y 2 dxdy , 

展布在由直线 2 / = 0, x = l,y = x 所形成的三角形上. 

解由公式 (6),7 = / 0 1 dx /； ^ 2 - y ^ dy ; 里面的积分等于 

v=x / V3 , tt\ 2 

㈣— sj x 1 

最 后卜臺 (¥ + 1). 



\/4 a : 2 - y 2 dy 


y 


y 


4 x 2 — y 2 + 2 x 2 arcsin 


• 122 • 


第十六章二重积分 


[597] 


用公式（6。也可以来计算,但在这一情况下我们就会陷 人较困难的求积法中 去了.在选择计 
算方法时也应注意到类似的情形. 

有时,在曲边区域的情况下积分极限的排列上会遇到些困难的，关于这一点，下列例题很 有用: 
7) 在下列各逐次积分中交换积分次序[由公式 （9)]: 


/ 4 pl2x 

dx /( x , 2 /) dy , 

J 3 x ^ 



认为 f ( x , y ) 是连续函数. 

( a ) 解积分区域由联立不等式 


1 

( 6 ) I dy _ 

- 7 J2-y/7-Qy-y 2 



f ( x ， y ) dx 、 



f ( x , y ) dx , 


0 < x 彡4， 3 x 2 ( y ( 12 x 


所确定.于是首先可以看清楚， y 的极端值为0及48,将后一不等式对 x 解出来，当固定 y 时求 
得 X 自 $2 /变到 ^1® 

从图46来观察这一结果还更简便些，在图中画出了由直线 


A 



图46 


2 / = 12 x 及拋物线 y = 3 x 2 所围的区域，它们在横坐标为0及4 
的点处相交，注意沿: r 轴取着与沿 y 轴不同的刻度. 

答 



(6) 提示积分区域是由圆周 

( x - 2) 2 + ( 2 / + 3) 2 = 4 2 


所围起来的. 

答 



dx 



-3+V12+4 


3 —\/l2+4x 




fdy . 


( B ) 解 积分区域由联立不等式 


0 ^ x ^ 1, 2x ^ y ^ 3x 
所确定，于是算出2/的极端值： 0及 3. 

解出后一不等式，可以看见 | | .但对# > 2,极端 | 已越出区间 [0,1], x 的变化一 

直受这区间限制的.因此，当0彡2/彡2时变量 z 自 | 变到|,而当2 < y < 3时，自 | 变到 1. 

如观察到积分区域是由直线2/ = 3% 2/ = 及^ = 1所围成的三角形（作图!)，则 fc 别简单 
地从几何上可得出这一结果. 

①这两数都不越出区间[0,4]的范围！ 
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答我们得到两个逐次积分 的和： 

2 r3 

dy I fdx + / dy i fdx ( 比较 4) 及 5)( b ))• 






(r) 答我们得到三个逐次积分 的和： 

4 

/ *s/2x py/2 pi r\/3 py/3 — 

fdy+ I dx I fdy+ dx I fdy. 

J ^ Jo J V 2 Jo 

8) 将下面的式子写成一个逐次积分的 样子： 

广 1 py p3 p1 

(a) dy f(x,y)dx+ dy f(x,y)dx, 

J Q J gy 2 ^ 1 ^ ^y 2 

/ 7 / >3 广 9 r 10—y 

dy f(x,y)dx+ dy f(x,y)dx. 

- y 7 y 

答 （ a) J。 1 do: J x 3v ^ / 办；⑹ dx fg°^ x fdy. 

(建议在所有情形下都作图 " 

9) 求证： 积分学中常用的表明由 z 轴、纵坐标 x = a,x = b 及曲线 2 / = / ㈤ (其中/彡 0) 
所围的曲边梯形面积的公式 


P 



b 


f(x)dx 


是显明等式 


P 



dxdy 





的一推论. 

提示利用公式 （ 6 ). 

10 ) 求证公式 

b px 

dx I f(x ， y)dy 


b rb 

dy f(x ， y)dx, (10) 

J y 

其中 /( x , y ) 是在由直线 2 / = a,x = 6 , 2 / = x 所围成的三角形 
( A ) 上连续的任意函数. 

提示参看图47;利用公式 （9), 亦即令区域 （△) 上的二重 
积分所化成的 两个逐 次积分相等. 

所证明的公式通常与狄利克雷的名字联在 一起； 它有各种不 
同的应用，特别是在沃尔泰拉 ( G . Volterra ) 的所谓积分方程理论中有许多应用. 
11 ) 借公式 （ 10 ) 容易证明 



图 47 




dti / {ti - t) n ^ 2 f(t)dt 



(x — t) 71 ^ 1 


逐次应用这一公式得出结果: 


dtfi 




dt 




( n - 1 )! 
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这在以前 [511,12)] 用别的方法已证明过. 

12) 假定 p > 1及 g > 1,①计算积分 



1 Q — 

y 


l dxdy 


x^O y y^.O 

x + y^l 


由公式 （5) 我们有 



1 r i — x 

一 1 1 •- I q 


x p ^ l dx I y q ^ l dy = ~ I x p-1 (l — x) q dx = -B(p,9 + 1) 

o Jo q J q q 


最后 



-i .Q-i 


y q - dxdy 


奪⑷ 

r(p + ? +1) 


x^0 9 y^0 

x+y<l 


这一公式是属于狄利克雷的，式中 r ( P ) 是 r 函数. 

13) 假定 p > 1 ， g > 1 ， r > 1，①计算更一般的积分 


j 


JJ x p - l y q -\l~x-y) 


r 一 1 


dxdy 


X^OyV^O 
x + y<l 


开始，与上面一样 


J 



x p ^ d ： 



1 一 x 


y 


q ^ 1 ( l - x - y) r ^ 1 dy 


再用替换 y = ( l - x ) t 将里面的积分变换，结果得: 



J = / x^" A (l 
0 



1 


P - 1，1 - x) q+r ^dx I t q ^( l - t) r ^dt 


B ( p，g + r ) B ( g ， r ) 


r(p)r ⑷ r ( r ) 

r(p + g + r ) • 


14) 计算较前面更广的 积分: 


K 



x p ^ 1 y q ^ 1 (l — x — y、 r - 1 dxdy 
(ax + Py + 7 ) p+9+r 


x ^ o f y^o 

x+y<l 


(其中 a ,( 3 ^ 0,7 > 0, 此外, p 彡 l , g 彡 l ， r 彡 1) .① 
变成逐次积分，得 


K 



1 1 — X 

—1 


x p ^ l dx 



y 


^(1- X - y )^ 


(ax + / 3 y + 7 ) P +9+r 


dy 


® 这里我们作这种限制只是为了避免积分号下的函数变成无穷，以后 [617,14)] 限制要放松. 
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再经替换 y = ( l - x ) t 后 ，改变积分次序: 


K 



广 i ( l - t 广 1 汾 


. xP-^l-x ) 94 - 7 - 1 _ 

0 [ax + /3 t(l 一 x ) + 7] p+9+ 


dx 


为了计算里面的积分，利用一已经知道的结果 [534,2 儿则 


K 


_ r ( p ) F(g + r ) 


1 


1 广 沁 1 一 t 广 1 


T(p + q + r ) (a + 7 ) p 人 (0 t + 7 ) q+r 


dt 


再运用同一结果， 最后: 


K 


r(p)r(g + r) 
r(p + g + r) 
r(p)r ⑷ r(r) 


1 


_ r(g)r(r) 

(a + 7)P r(g + r) 

1 


1 


(好 7 产 


r(p + g + r) (a + 7) p (0 + i) qir • 

♦ 

15) 设函数 f ( x ， y ) Mx ， y ) 在有界闭区域 （ D ) 上连续，且函数 p 的最小及最大值设为 m 及 
M ; 设 ip 、 v ) 表 —函数，对 m < it < TVf 连续. 

以 伽 )表积分 

r r 

f ( x ， y)dxdy 





展布在区域 （ L >) 的适合所示不等式的那一部分 
则 卡塔兰 （ E . Catalan ) 公式 成立： 


f ( x , y )( p ( g ( x , y))dxdy 






M 


( p ( u ) d / ip ( u )， 


其中右端的积分是在斯蒂尔切斯意义下取的. 

因为连续函数永远可以表作两正的连续函数的差，故在证明这一公式时我们可以简单地认为 
函数/是正的. 

将区间 [ m , M ] 任意地分为许多 部分： 

m = Uq < U\ < — • < Ui < Ui+I < • • • < Un = 


与此相应，我们就将所提出的积分（将它表作 /) 拆开： 

n — 1 p p 

I=z ^2 // / - ^{g)dxdy 

i= ° Ui^g^u i+ i 

n — 1 p p 

jj f ( x , y ) dxdy . 

t—0 Ui^g^Ui+i 

①我们假定，方程 g ( x , y ) = u 表一闭曲线 , 92 ) 故正文中所提到的部分区域是由两个这样的曲线 
所限制着的. 

92 )这里也隐含着所给定的曲线面积为零的假设. 
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我们这里利用了推广的中值 定理； 是能使 u i +1 成立的区域 93) 中某一点，故令 

= u U 我们将有叫< < < u i + i . 这样.最后， 



ip ( Ui )[ i ；( Ui + l ) -^( Ui )}. 


右端的和我们知道是斯蒂尔切斯和.当 maxAu ,-.0 时取极限,得所需结果： 

pM 

I — ( S ) / ip { u ) dil )( u ). 

J m 

如对函数 秋 u \ 有连续（或至少绝对可积）的导函数 ^( u ), 则斯蒂尔切斯积分就可用普通的 
来代替 •. 

PM 

1=1 (p(u\ip f (u 、 du, 

J m 

16) 作为一例题，按照卡塔兰的方法，我们从狄利克雷的基本公式[参看 12)] 可以推出一个属 
于刘维尔 ( J . Liouville ) 的较一般的公式. 

特别，取 

/(x,2/) = x p ~ 1 y q ~ 1 , g(x,y) =x + y, 

并选取三角形 x ^ O , y ^0 ,x + y ^ 1 作为区域 ( D ). 则按狄利克雷公式，当0 < w < 1， 


tp ( u ) = 


// 〜 -1 


dxdy = u 


P+q 


^0 y y ^0 

x+y^.u 


//， 


1 y q ^ 1 dxdy 


x ^0 9 y ^0 




利用卡塔兰变换后，我们将有 


II ^ P ~ x y q ~V(x + y)dxdy= f gg^(j.) T ) 

x ^ O . y^O 

x + y^l 



P+Q 



r(p + ?) 



ip(u)u p+q ~ 1 du 


这就是 刘维尔公式. 

17) 求由下列各曲面所围立体的 体积： 

( a ) 平面 x = 0,2/= 0,^ = 0,圆柱 x 2 + 2 / 2 = R 2 及双曲拋物面^ = a ： 2 /( 在第一个卦限 内); 
(6) 平面 x = 0, 2 / = 0, ^ = 0, x + 2^/ = 1 及曲面 z = x 2 y I ; 

(b) 平面 2 / = 1 , 2： = 0 , 拋物柱 2 / = x 2 及拋物面 z ~ x 2 -\- y 2 ; 

( r ) 平面2/ = Oy = 0 ，y = Ax 及椭圆柱 — + ^ = L 

a 02 c z 

答 ⑷ V = /(f 油 jyD yd y ^ 1^4. 

(6) V = / q 2 dy J^~ 2y ( x 2 yl)dx = 

_ 9 3) 兩逼 的" "区—从而假定是连通的. 
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( B ) V = dxf ^ 2 ( x 2 -h y 2 )dy 


C 


88 . 
I 05 ； 

abc 


( r ) V = f Q a dx f 0 : x - Va 2 ~x 2 dy ^ . 

18) 同样，对由下列 4 面所围的 立体： 

( a ) 椭圆柱 ^2 + ^2 — 1 及平面 2 二0与 2 =入 0 ： + // 2 /+ > 0); 

(6) 柱面 = 2 / 2 , x 2 -\-y 2 = r 2 及平面 z = 0; 

( b ) 被平面 z — p^z — q(0 <p<q),x~r,x = s (0 < r < s) 在曲面 = a 3 上所割下的 
部分，这一部分在平面上的射影以及射影时的柱面. 

答 （ a ) V = J : da : f ~ X - (Ax + "y + h)dy — nabh = Ph 

~ a - yj —cc^ 

(如 P 是椭圆的面积，这一结果在几何上很明 显)； 

⑹ v= t ^ dy ^ r2 ~ V2 y2dx= t^ y2 ^ r2 ~ y2dy = ^ ; 

( b ) V- f s dx —dy^a 3 ln^ln-. 

w Jr X y ^ p r 

19) 求旋转拋物面 y 2 + 2 2 = 4 ax 被圆柱 x 2 + y 2 = 2 ax 所割下立体的体积 K 


解 我们有: 


t 

2ax—x^ 


dx 


t ♦♦♦ • 

4 ax — y 2 dy . 


在熟知的公式 


/ 


b 2 - y 2 dy — arcsin | + | ^/ b 2 - y 2 


中令 6 2 = 4 ax , 计算出原函数 / J\ax - 并借它求出里面的 积分: 



t 

2ax —x 2 


4 ax — y 2 dy = 2 ax arcsin y - — + — \J 4 a 2 — x 2 


用分部积分法又得: 


2 a 



1( 


x arcsin 


2 • X 

arcsm - 


^ - ^-dx 
2 4 a 





4 a 2 — x 2 


dx 


最后 


^ f x \ J \ o ? — x 2 dx = ~ a 3 

2 Jo 6 


n: 


ira 


2 • 


T , . ( ira 6 4 3 


+ + f 


20) 求球 x 2 y 2 z 2 = R 2 被圆柱 re 2 + 2/ 2 
下立体的体积（图 48).® 

解 我们有： 


IL 


R 2 — x 2 — y 2 dxdy . 


Rx 所割 


O , 11 ■八 


图 48 


® 这一立体有时候用 17 世纪意大利数学家的名字称为维维亚尼 ( Vivian !) 立体，他首先研究它 
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其中 （ P ) 是 xy 平面第一象限内由曲线 x = 0 及 x 2 + y 2 = i ^ 所围的半圆，或者 


R o\J Rx—x^ _ 

V = A S dx / \/ R 2 — x 2 — y 2 dy 




但 



Rx—x 


\ JB ? - x 1 - y 2 dy 


R 2 


x 


2 


2 


arcsin 


y 


+ 吴 v/H 2 " 二 x 2 -y 2 


VR 2 -x 2 2 


y 


\/ B ? 


y=0 


R 2 


x 


2 


2 


arcsin 



x 




分部积分，得: 



R 


9 , ⑺ 2 - x 2 ) arcsin J ~^dx T 3 ^f ~ x! 

2 / Q v } N R + X 12 12 J Q R + x 


dx 


例如，用替换 x = Ht 2 容易求出后一积分 的值: 


Vr 

~12 




i -5^ 3 


所以 



R 


2/ 0 ( 妒 - ？ 卜 Sin Vi? + x 



x 


其次，不难求出 



R 


2 


-VR I (R-x)V^dx = 去 R 3 

l 15 


所以，最后， 


V = 4 


M )- 3 


h R3 - ^ 3 - Q 


附注因为半球的体积是 | tt 丑 3 ,故在拿掉维维亚尼立体后所余部分的体积等于^ 3 .有趣 
的是，它可不带任何无理性用 H 表示出来. 


21) 计算积分 


h 



ydxdy ， I 2 



xdxdy 


) 


其中 04) 是由摆线的一拱 


x = a(t — smt)^y = a(l — cost ) (0 ^ t ^ 2 tt ) 


与 x 轴所围起来的区域. 


①以后我们将指出计算这一体积的一个大 为简便的方法 [611，6) j . 
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解 这一问题的特点在于区域的边界是用参数方程给出的.然而摆线上点的纵坐标2/还是横 
坐标: r 的单值连续函数: 2 / = 2 /( x ), 所以，变到逐次积分时，由一般公式我们有 


h 


y(x) 

dx / ydy 
o 



2 



y 2 ( x)dx 


为了避免未知函数 y ( x ) 而回到已知函数，我们作替换 x = a { t ~ sini ). 则 y ( x ) 应该用 
a ( l - cosi ) 代替，因而得到 


/l 


2 


(1 — cos t ) 2 da(t — sin t ) 



5 

(1 — cos t) 3 dt — -7 ra 
2 / 0 2 


同样 


= Sir 


22) 计算积分 


K 



xydxdy 


其中区域（丑）是由坐标轴及星形线的一部分 


x — a cos 3 £, y — a sin 3 t (o ^ t ^ 


2 


所围起来的. 
答 K 二 


80 


R 4 . 


598. 力学应用所有的几何及力学量,与某一图形 （ P ) 上平面地连续分布的质量有关而且 
在区域中为可加的函数时，原则上可表作取在这一图形上的二重积分.在第593目中我们已经详细 
讨论到这一问题.特别，我们已看见过,分布质量的大小本身可由已知的分布密度 p ( M ) 二 P ( x , y ) 


表为: 




这里我们想简略地说明一下通常如何得到这种类型的公式.这里思想的条理与在定积分的应 


用[参看 348] 时相同. 

在图形 （ P ) 中取出一元素部分 ( dP ), 作一使计算简化的假定，例如，整个这元素的质量集中 
在一个点，或质量分布的密度在这元素的范围内是常数，这就可使对所求量 Q 的元素说？给以一 
形如 


dQ = q ( M)dP 

的近似值，正确到一高于 dP 的阶的无穷小，则 Q 的准确值就可表作公式 

Q 二 1 丄 q ( M ) dP . 

可以用两种方法建立这一公式（如在348中那样!) . 

首先，将元素 dQ 的近似式加起来，可得出积分和形式的量 Q 的近似值，而变到极限时就可 
得到已经是和的极限形式亦即积分形式的准确值 Q 了. 
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另一方面，由元素 dQ 的表示式本身就可作出 结论: q ( M ) 是量 Q (在点 M 处）的“对区域的 
导数”，于是，由第593目中所述，又可推得同一结果. 

容易观察到，例如，对坐标轴的元素静矩及元素惯矩为 


dM x — ypdP 、 dM y — xpdF \ 
dl x = y 2 pdP ， dly = x 2 pdP \ 


于是对这些矩本身立刻得到 


My 二 ff (P) x P dP > 

— ff(p) y 2 卩從 ， ly 二 //(p) x 2 pdP. 


ff ( P) yp dP ， 


( 12 ) 


现在用普通的方法可得到图形重心的坐标 

, ff(n xpdP 


v 


//( P ) yp dP 


(13) 


在均匀图形的情况下：常数，这些公式就可 简化: 


//( 


p ) 


xdP 


V 




(14) 


、 P … P 

在各个简单的情况下，用二重积分也可概括一些对立体的亦即对柱形长条的类似问题. 
设已知这样一长条，由曲面 2 = z ( x ， yl 它在仰 平面上的射影 （ P ) 及母线与 2 轴平行的射 
影柱面所围起来的.例如，如要确定均勾条子（为简单起见假定立体的密度等于 1) 的静矩 M xy , 
则我们就设想这一条子是由许多以 dP 为底以 2 为高的细条构成的.细条对于^2/平面的静矩等 
于它的质量或在所给情况下，也就是——体积 zdP , 乘上自这一平面到它的重心的距离，亦即乘 
上这样，元素静矩为 


dM xy = -z dP ^ 


于是，对所有的细条子相加，得 


2 



dP. 


(15) 


同样,可建立公式 


M . 



yzdP , M y 



xzdP . 


(15 a ) 


由此容易得出长条重心的坐标的表 示式: 


M y 


//( 


P) XZ —, 等等. 


、 V V '' 

同样可推演出长条对 2 轴的惯矩忍及对坐标面的惯矩 I yz J zx ： 


h 


I / ( x 2 -\- y 2 ) zdP , I zx = if y 2 zdP , I yz 

J J ( p ) J J ( P ) 



x 2 zdP , 


(16) 


并且很清楚山 = Izx + Iyz. 

如质量分布的空间密度 p 不是常数，但仅与 x，y 有关 (即 沿细条 总是常数)，则与前面一样 nf 
用二重积分来处理.但是，在一般情形下，当 p 也与2有关时，二重积分就不够，而必须要用到三 
重积分[参看 649] T . 
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599•例 1) 设图形 （ J °) 是由曲线 y = f ( x)，x 轴的一段及两纵坐标 :r = a 与 : r = 6所围 
成的一曲边梯形，又设沿这一图形所分布质量的密度为 1. 试求静矩 M x 及 M y . 

将公式 （12) 变成逐次积分，我们 将有： 


或更简单地， 



ydP = 

xdP = 




( x ) dx ^ 



xdx 


rf (^) 

Jo 


dy = 






xydx . 


我们回到了以前就得到过的 [351] 静矩的表示式. 

建议读者重复对惯矩忍及&的这些计算. 

2) 柱形长条( V )以平面图形 （ P ) 为底，而上面被一任意平面（/0所限制. 求证： 立体体积 V 
等于底面积 p 与通过底的重心到平面（/0为止和底面相垂直的垂线的乘积. 

如坐标轴放着与通常一样（图 49), 平面（尺）的方程为 


arc + 知 + 


则由第586目公式 （2*) 


V 



(ax + + c ) dP 


xdP + b 11 ydP + 

) J J(P) 

( a 《+ + c)P = Pk . 




dP 



3) 求证： 如在图形 （ P ) 的平面中取两相距 / i 的平行轴 : r 
及 X ，， 且第一个轴通过图形的重心,则图形对这两轴的惯矩以 


图 49 


关系式 


I x f = lx + h 2 



相联，其中 m 为图形的质量. 

取: c 为横轴，我们有 

I x ，二 j j (y — h) 2 pdP = I x — 2hM x + h 2 m. 
J J(P) 


因为由假设， = 0,故得所需的等式. 

4) 一质点的极惯矩就是点的质量与它到极的距离平方的乘积.容易明白什么是一平面图形的 
极惯矩. 

将极放在坐标原点0,求证极惯矩 


Iq ~ "h ly • 
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5) 设在 rcy 平面中已给一任意图形 （P). 试求这一图形对一与 rc 轴夹角为0的任意轴 Ow 
的惯矩一般表示式（图 50). 

如取轴 Ow 及垂直于它的轴 Or 为新的坐标轴，则如大家所知，新坐标％ r 与旧坐标％ y 以 
关系式 

u = x cos 0 + y sin 汐， v = ~x sin G + y cos 6 


相联系.故 


In 



cos 2 6 


v 2 pdP 


■IL 


2 


y pdP — 2 sin 6 cos 6 


•IL 


xypdP ♦+ sin 6 



pdP . 



cos 2 G 及 sin 2 e 的系数，可以看出来，是对坐标轴的 
惯矩忍及八，但除此以外还遇见了一量 


K x 



xypdP , 


称为 离心矩 [参看下面第7题] 或惯性积. 因此 


lu = lx cos 2 6 — 2K xy sin 6 cos Q + I y sin " 5 6. (17) 

为了清楚说明当轴 Ow 转动时图形的惯矩变化情形， 
我们这样来做.在轴 OU 上截取一线段 


ON 


1 




(参看图 50) 并考察这样所得点 AT 的几何轨迹，如以: r , y 表点 AT 的坐标，则 


ON cos 9 


cos 9 ^\r ^ n sin 汐 

TT y = ON ^ e = ^r u 


以忍 除关系式 （17)， 得到所述的几何轨迹的方程： 

ly y = 1 • 


(18) 


推广布尼亚科夫斯基不等式到二重积分的情形，容易看见，判别式 


Ixly — > 0 , 


故曲线 （18) 是 椭圆. 它称 为惯性椭圆. 

如= 0,方程 （18) 就有形式 


IxX 2 + lyX) 2 = 1 * 

这就证明了，在这一情况下坐标轴就是惯性椭圆的轴（主惯性轴). 
6) 关于离心矩 K xy ， 求证： 
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(а) 如两轴之一，例如2/轴，是图形 （P) 的对称轴及其上面分布质量的对 称轴， ® 则 K xy = 0; 

(б) 如坐标原点是图形的重心，又过点 04^,6) 引平行于原来的轴的直线轴 Oiu 及 O l2/1 (图 
51)，则 


K x 


lVl 


— xy 


如= 0,这公式就具有特别简单的样子 ，即: 


K x 



= ab • P . 


(19) 


7) 设连续分布有质量的平面图形 （P) (图 52) 以角速度 u ; 绕 y 轴旋转.试确定这时所发生的 
离心力 F 的总大小及其对2轴的矩 M ® 



图51 



图52 


对元素 pdP 离心力等于 

dF = co 2 xpdP 

(当: c > 0时朝向一边，当: C < 0时朝向另一边)，而它对2轴的矩 

dM = u 2 xypdP . 

由此，相加： 


F = lo 2 
M = lo 2 



xpdP = lo 2 M v ^ 

2 

xypdP = to K xy . 


因此，当 a; = 1 时，量是离心 力矩； 于是名叫“离心 矩”. 
要离心力在旋转轴上的作用等于零,必要且充分地需等式 


My — 0 , Kxy = 0 

适合. 

第一式就是说我们图形的重心必在2/轴上，而第二式是说这一轴是主惯性轴.因此，离心力 
仅当旋转轴是图形的中心主惯性轴之一时就对旋转轴不发生任何作用. 


①古文 p (~ x , y ) = p ( x , y ). 

◎对其它轴的矩显然等于 0. 
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8 ) 考察一由平面图形 CP ) (图 53) 绕一与它不相交的 y 轴旋转而得的立体.求它的体积及它 
的重心 CT 



图53 


解我们先取一由图形的元素所描画出的元素环，它的体积可取为等于高为底为 
dP 的柱形的体积，故 


dV = 2 ttx • dP y 


且 


V = 27 r 



xdP = 27 rM y = • P , 


其中是我们图形对 y 轴的静矩，而是自这一轴到图形重心 c 的距离.因此，我们又得到了 
古尔丹定理 [351], 但这一次是对由任意边界所围成的图形. 

刚才所谈到的元素环对于平面的静矩显然等于 

dAI = ydV = 2 irxydP ^ 


故 


M — 27r 



xydP = 2 ttK x 


因此，重心 C * 的坐标 y = rf 等于 


V 


M K x 


V 


My ， 


9) 应用这一公式到图形 （ P ) 是一直角三角形（图 54) 的情形. 
如图中的记法， 

bh (3 a -h b ) 


.. bh ( 1 

My = Y\ a ^3 


6 


(因为三角形重心的位置大家都知道)，注意到三角形斜边的方程 


y 


h 


(a + 6 — x ). 


h 4 a + 6 


我们求得 = b _ h 2(4 2 a 4 + b ) . 于是，由 （20)，< : 4 3a + fe . 

可以看见，这一坐标与三角形本身重心的坐标=.不同. 


( 20 ) 
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亦即， 立 体的重心与平面图形的重心有同一高度. 

提示如考虑到 K x > v ， = 0,这可由 （20) 及 （19) 得出来[参看 6)( a )]. 

11) 求 证:在 同样的假定下 ，将所考察的图形旋转后所得立体对旋转轴的惯矩可用公式 J = 
2<(€ 2 尸+ 3 40表示出来- 

12) 应用公式 （15) 及 (15 a ) 到下一特殊 情形： 设长条的底是一矩形 [0, a ;0,6], 长条的一面为 
椭圆抛物面 


所限制. 
答 


k + k 


3 a 2 q -h 2b 2 p a _ 2a 2 q + 3b 2 p b . 
a 2 g + 6 2 p 4 ’ ” a 2 q -h b 2 p 4 ’ 


9a 4 q 2 + I0a 2 b 2 pq + 96 4 p 2 


a 2 q + b 2 p 60pq 

13) 求截头圆柱的重心 [343,8) ; 图 56]. 

解 用图中的记法，截面方程为 2 = fcy ， 其中 A : = tg a , 这里半径为 a 的半圆周 x 2 W = 
所围的半圆起 （ P ) 的作用.我 们有： 


a 


M： 



yzdP — k 



V a 2 _x 


y 2 dxdy 


^ / (a 2 ~x 2 )^dx= ^ka 

3 Jo 8 


4 


M x . 


2 



dP 


- jj yzdP = ^/ c 2 a 4 , M yz — 0. 


因为体积 


故 


y = \ka 3 

o 


3 3 

之 = 0 ， 7j = j^7ra, C = 32 ^^ 


14) 同样，对于椭球体 


x y z 

7 + P + 


10) 求证： 如被旋转的图形有一平行于旋转轴的对称轴（图 55)， 则必 

V* = V， 



含在第—卦限内的部分（图 57). 
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解 区域 CP ) 是由坐标轴及椭圆 



( O ^ x ^ a ) 所围起来的，椭球表面方程的显式为 



由公式 (15), 




图 58 


同样 


M yz — ^- a 2 bc , M zx — ^： ab 2 c . 


16 


16 


同时体积 


故 


V = %abc 
6 


卜鲁 a ， c = r- 


15) 试求一高为 h 半径为 a 的圆柱对通过其轴的任一平面的惯 
矩（图 58). 

解 选取坐标轴如图所示，由公式 （16) 的第二个我们有 
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16) 试求椭球体 



的惯矩厶. 

解可以限于讨论椭球体的一个卦限（图57)，再将结果乘 8. 这时区域 （ P ) 是椭圆 


的一象限. 
我们有 



同样， 


最后， 







= 2irac 




— 7rab 3 c. 

15 


lyz = 


4 

15 


7ra 3 bc. 


Iz = ^zx ~ 1 ~ ly 


— 7rabc(a 2 + b 2 ). 

15 


§3. 格林公式 


600. 格林公式的推演 在本目中我们建立联系二重积分与曲线积分的一非常 
重要的公式. 


考察一区域 （ P ) 


由闭路 （ L ) 所围的一 


曲边梯形”(图 59),( L ) 是曲线 


(PQ ) : y = yo(x), 

( RS ) : y = Y ( x ) 


(a < x < b ) 


及二平行于 y 轴的线段 PS 与 Q 丑组成. 

假定在区域 CD ) 中已给一函数 P ( x , y),R 

与其导函数^同时连续. 

oy 

现在由第596目公式 （6) 来计算二重积分 



图 59 



dP 

dy 


dxdy . 


得 



f Y{x) dp 

卯 ㈤ 办 


dy . 
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里面的积分这里借原函数 P ( x y y ) 之助很容易算出来，即: 



Y{x) dP 
dy 


dy = P ( x ， y ) 


yo ㈤ 








P ( x , Y ( x )) - P ( x , y 0 ( x )) 


yo(x) 


因此 



dP 

dy 


dxdy 



b 



b 


P ( x , Y { x))dx — / P ( x ) yo ( x))dx 


这两个积分的每一个现在可以 用曲线 积分来代替.事实上，回想第547目的公式 （ 7 ) 
可以看见， 

b 



P ( x ) Y ( x))dx = / y ) dx ^ 

(SR) 




b 


P ( x , y 0 ( x )) dx ^ / P ( x ， y ) dx , 

(PQ) 



于是 



^- dxdy = f P ( x ， y)dx - f P ( x ， y)dx 
dy J ( SR ) J ( PQ ) 

尸 ( x ， y)dx + / P ( x , y ) dx . 

(SR) J ( QP ) 

如果要考察沿区域 P ) 的整个边界 （ L ) 的积分，在所得等式的右端还要添加 



积分 



P ( x , y)dx 及 / P ( x , y ) dx , 
(PS) J ( RQ ) 


显然，它们是等于零的，因为线段 （ PS ) 及 ( RQ ) 垂直于 x 轴[参看 547]. 我们得到 




dy 



Pdx + / Pdx + / Pdx + I 
(PS) J ( SR ) J(RQ) J(QP) 


Pdx . 


这一等式的右端是沿着范围区域 （ D ) 的整个闭路 （ L ) 所取的积分，不过是负向 
罢了.按照我们所做的关于沿一闭路曲线积分记法的规定 [548] ,我们可以将所得公 


式最后重写为: 




虽然这一公式是在坐标轴右手定向的假定下导得的，但容易看出，它在左手定 
向时保持不变（只是闭路环行的方向掉换了). 

导得的公式对于比所讨论的区域更复杂时也是正 确的： 只要假定区域 ( D ) 可用 
平行于 y 轴的直线分为有 限个所 述形状的曲边梯形就够了.我们将不再证明这一点 
了，因为如要做起来与在第551目中当推广用曲线积分表示面积的公式时完全一样. 
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同样，假定函数 Q 及其偏导函数 g 在区域 CD ) 中连续时,也可建立公式 



( 2 ) 


这时首先取如图60中所画出的那样曲边梯形作为 
区域它由曲线 


及 


( PS ) : x = x 0 ( y ) 
( QB ) : ^ = X ( y ) 


(c^y ^d) 


与两平行于 x 轴的线段 CPQ ) 及 ( RS ) 围成的.再 
与上面一样，将公式推广到可用平行于 x 轴的直 
线分为有限个这种形状的曲边梯形的区域上. 



最后，如区域 （ D ) 同时满足两种情况的条件， 图 60 

即 既可分 为有限个第一类型的梯形， 又可 (另外) 分 

为有限个第二类型的梯形，则 对这区域，公式⑴及 （2) 都 成立，当然，还是假定函数 
P ， Q 及其导函数 g 都连续.从公式⑶减去⑴，得 


/ Pdx + Qdy = 

J(L) 



dQ 

dx 



⑶ 


这就是著名的格林 ( G . Green ) 公式 

第 551 目中用曲线积分表示面积的公式很容易从这里作为一特殊情形得出来. 
働令 P = — y,Q = 0并利用显然的等式 ff (D) dxdy = D 后，便得到第551目公 
式⑻. 

与在第551目中一样，这里使公式 （3) 得以正确的那些条件也可以取得一种更 
便于检查的形式.亦即，可以证明: 对于任 何由一 个或几个分段光滑的线路所围成的 
区域 （ D ) 格林公式成立. 94) 

设 （ L ) 是我们区域的总边界.重复第551目中的推理，在 （ L ) 内内接一折线 
( A ) ; 并考察由它所围成的多角形区域 （ A ). 为简单起见，假定函数 P RQ 在区域 
( D ) 的外面，例如在某一包含 （ D ) 在其内的矩形 （ i ?) 内有意义，连续,且有连续的导 

函数 .③ 可以认为 （△) 也包含在（丑）内.因为多角形区域显然既可分为这 

ay ax 

种类型的又可分为那种类型的许多梯形，故在它上面格林公式可以 应用： 


/ A ，泰 +咖， ㈣ = /L (S-f) 


dxdy . 


® 有时它也称为高斯或黎曼公式. 

© 实际上 ，对公式的正确性来说这 一假定并非必 要的. 


⑷ 


94) 这个论断的纯粹分析的证明比下面引述的要更为 繁琐. 参看551目的脚注 80). 
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现在只要假定当闭路 （L) 被折线 （A) 的顶点所分成的弧段的最大直径趋近于零 
而变到极限.等式⑷的左端由第550目的引理此时趋近于等式 （3) 的左端. 

另一方面，如同在第 551 目中我们已看见过的，可选取折线 （ A ) 使它夹在多角 
形域 （4 的外面及多角形域 （B) 的内面，这两多角形域分别在 （乃） 的里面及外面， 
且它们的面积可相差得任 意小： 


B ~ A <s. 

可以认为㈤及（切包含在上面所提到的矩形（丑）内.为简便起见令 尝—篆二 f 
时,我们有 


[[fdxdy - 

[[fdxdy 

1 

• 

晒 

1 

[[ fdxdy - 

[ fdxdy 

J J(D) , 


1 

JhD)-{A) 

JJ(A)-(A) 


< // \f\dxdy + \f\dxdy 

J J(D)~(A) J 

^2 // \f\dxdy < 2Me, 

其中 M 是 1/1 在⑻ 上的最大值.由此可见，等式 （4) 的右端在刚才所提到的极限 
过程中趋近于公式 （3) 的右端.因此，这一公式的正确性就建立起来了. 

601. 应用格林公式到曲线积分的研究 考察一单连通 [559] 开区域 （G) 并假 

定在它里面给出函数 PRQ, 与它们的导函数 $及学 同时皆连续.我们重新提 

ay ax 

出 [561] 一 问题： 

要使沿任何不自身相交且完全在 （ G ) 内的闭路 （ L ) 上所取的曲线积分 

f Pdx + Qdy (5) 


恒为零，函数 p 及 g 应满足怎样的条件？ 

因为我们假定基本的区域 （ G ) 是单连通的，故被闭路 （L) 在外面所围的区域 
(D ) 本身同样也属于 （ G ), 所以可以将格林公式应用到它上面去;®因此曲线积分 （5) 
可代以二重积分 



为了要使类似的积分永远等于零,显然假定 


dP _ 8Q 

dy dx 


( A ) 


就够了. 

~ ①备们 运请读者注意，区域 （ G ) 的单连通性这里是怎样被利用了. 
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条件 （ A ) 的必要性非常简单地就可证明，只要在假定积分 （6) 等于零后应用对 
区域的微分法 [593]: 积分号下的函数，既是积分 （6) 的“导函数”，本身也必恒等于 
零. 


因此，考虑到第561目的引理时,我们已得出下面定理的一新 证明： 为了要使取 
在任何闭路上的形如⑸的积分恒等于零，只要基本区域 （ G ) 单连通，条件 （ A ) 是 
必要且充分的[561，定理 5]. 由第561目中定理4,对区域在同样的假定下，要使沿 
连接点 A 及 B 的曲线 ( AB ) 上的曲线积分 

I Pdx + Qdy 
J ( AB ) 

与积分道路的形状无关，条件 （ A ) 也是必要且充分的[ 56 0,定理 3]. 

用格林公式可以避免一切与恰当微分的积分法有关的讨论直接来建立这一结果. 
此处,再一次又阐明了基本区域单连通假定的作用. 

现在反过来,从这里借第556目中讨论之助,条件 （ A ) 对于式子 Pdx + Qdy 可 
积的充分性(其必要性立刻可明白!）又可重新建立起来（第560目定理 2). 


602. 例题及补充 1) 对于在半径为1中心为坐标原点的圆内的函数 


( a ) P - 


⑼ P 


y 


2 


X 


+ y 2 


Q 


X 


2 


+ y 2 


Q 


2 


y 


+ y 2 


2 


+ y 2 


验证格林公式 ♦ 

提示 在两种情形下皆^ - 5^=0,故二重积分为零.沿圆周 

ox oy 

x = cos t, y = sin t (0 彡 t 彡 2tt) 


所取的曲线积分仅在情况 （6) 下等于零，而在情况 （ a ) 下等于 2 tt . 

这是由于：格林公式是在所考察的函数及其导函数连续的假定下推出的，而这里——在两 
种情况下——这一条件在坐标原点处被破坏了.在情况 （ a ) 下格林公式事实上不能 应用； 很有 
趣的，在情况⑹下，尽管是如刚才所述的情况，而它完全是正确的[比照 565,13)]. 

2) 将格林公式变成 


的形状，或 


( a ) 




Pdy — Qdx 


⑼ 




dxdy = 



[P cos ( x ) u ) +Q sin (: r ， u)]ds 


的形状（其中 v 表示朝外的法线方向). 

提示 将 P 换作而将 Q 换作利用第553目中将第二型曲线积分变成第一型曲线 
积分的公式 (14). 注意法线的方向！ 
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3) 利用格林公式，求证 公式: 


⑷ 



Audxdy 



(L) 


du 


ds 


⑹ 



v Audxdy 



D ) 


du dv dudv y , 7 

-- ctxctv 4- 

dx dx dydy 1 卞 



(L) 


du , 
v ^ ds 


( B ) 



(vAu — uAv)dxdy = 



W 


du dv\ 7 

v 瓦— u ^) ds ’ 


如令 


A/ 


d 2 f 

dx^ 


d 2 f 

W 2 


% = % cos ( 工 ， ")+ 髮 Sin(x^) 


dy 


F)qt 

提示如要 2)(6) 中令尸=”^，<3 = ”|^,则可得（6) ; ( & )是（6)当^; 


1 时的特殊情形 


在 （6) 中交换的地位并将结果从 （6) 内减去，便得 （ b ). 

4) 一函数％当它与它的导函数皆连续且在所考察的区域 （ C ?) 上满足方程 Au 二0,称为在 
这一区域上的调和函数. 2 2 

在函数 u 于区域 （ D ) 上有连续导数 g ， §，0的假定下，求证下面的 断言: 要函数 
u 是调和函数，必要且充分地需不论 （ L ) 是怎样的简单闭路，条件 





du 

3^ 


ds = Q 


恒能适合. 

提示利用公式 3)( a ). 

5) 如函数 u 在闭区域 （ D ) 上是调和的，则它在区域内面的值可由在闭路 （ L ) 上的值唯一 
确定. 

换句话说，如在区域 （ D ) 上的两个调和函数叫，叱在区域的边界 （ L ) 上有相同的值,则它们 
在整个区域上恒等. 

考察差 u = Ul — u 2 , 我们便将问题变为 证明: 在区域上的调和函数，如在区域边界 （ L ) 

上为零，则在整个区域上恒等于零. 

♦ 

在公式 3)(6) 中令 v = 考虑到加在 u 上的条件，得 

// D) [(l) 2 + (|) 2 ] d ^ =a 


于是推得，在整个区域（乃）上， 

du du ^ 

n 0 , 

就是说， u 变成一常数了，而既在 （ L ) 上为0,故到处都等于0,这就是所要证明的. 

6) 设 u 是区域 （ G ) 上的一调和函数， （ cc 0 , 如）是这一区域的任一内点，又 （ K R ) 是半径为月， 
中心在点 (x 0 ,yo) 处的一圆周 .® 则有下一重要 公式： 


u ( x 0 , y 0 ) = 


2 ttR 



u { x ^ y)ds 


( k r ) 


①半径 （ i?) 假定如此地小，使圆周 （ iC H ) 整个在区域 （ G) 中 . 


⑺ 
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故调和函数在中心处的值等于它在圆周上的“平均”值 .我们来证明这一点. 


令 t ? = lnr ， 其中 r = y/(x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 ； 不难 验证# 是从平面中挖掉点 ( x 0 , yo ) 后所 
得区域中的调和函数.在这一点处函数变成无穷. 


用一半径为 p(p <丑）的圆周围住点 ( cc 0; yo ), 应用公式 3)( b ) 到夹在圆周 ( Kr ) 及 （ k p ) 
间的区域⑷） 上； 边界 （ L ) 是由 ( K R ) 及 { k p ) 在一起组成的.因为在这一区域中函数叫;都是 
调和的，故左端等于零.右端的积分 



V 


du 



消失了，因为，例如，在圆周 （ Kh ) 上 r = 常数，而[由于句] 


H^r) 


du 


ds 


a 


另一方面，我们有 


dv 


din 

dr 


^ 在 (/ sTr ) _ h , 


dv d\nr 
du dr 


P 


在 （ fc P ) 上 


故最 后得： 

- I uds ~ — / uds . 

P J(k p ) R J(K R ) 

对适当小的 p , 函数 u 在圆周 （ b ) 上可与在中心处的值 u ( x 0 , yo ) 相差到任意地小，故当 
户-> 0时左端有极限 27 T . u ( xo , yo ), 变到极限，即得所要的等式- 

7) 由 6) 中所 证明的结果，可推得一有趣的推论: 如函数 2/) 在由闭路 （ L ) 所围的闭区域 
( D ) 上连续且在这区域的内部是调和函数，则，除掉它是常数的情形外，函数在区域的内面不能达 
到其最大（最小）值. 

事实上，假如所讲到的函数 u ( x , y ) 不是常数，而在内点 ( cc 0 , yo ) 处达到了譬如说其最大值, 
则容易得到一与公式 （7) 相违的矛盾. 

现在，在假定函数 u 在闭区域 （ D ) 上连续但仅在区域内面调和后，我们可以强化 5) 中的结 
果.这里只要证明，如函数 u 在边界上为零则便恒等于零.而这可由下面的观察中得出来：如不是 
这样的话，它就会在区域的内面达到它的最大或最小值，与上面所作的注意点相矛盾 • 


§4. 二重积分中的变量变换 

603. 平面区域的变换假定我们已知二平面 ，一 个关联于直角坐标轴 x ， y ， 另 
一个关联于同样的坐标轴在这两平面中考察两闭区域：区域（乃）在 xy 平面上, 
区域 （△) 在幼平面上.这两区域的每一个都可是无界的，特别，可以包括整个平面. 
我们将假定区域的边界（如区域不包括整个平面）为一简单的分段光滑的曲线,对区 
域⑼用记号⑹来表示它，对区域 （△) 用记号 （ S ) (图 61). 
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图61 


设在区域 （△) 上给出一组 函数: 


y = 


⑴ 


它使得区域 （ A ) 的每一点 (^, r ?) 变换到区域 （ D ) 的一确定点 （ x ， y )， 且 （ D ) 中没有 
一个点 （ x ， y ) 被漏掉了，故每一个这样的点至少与 （△) 中的一点 ( C , r ?) 相对应.如对 
于不同的点 ( C , r ?) 对应着不同的点 （ x ， y ) (我们今后将假定如此)，故每一点 （ x , y ) 仅 
由一点 （$ r ?) 变来，则 公式⑴可唯一地对 S 及 r ? 解出来 .变数$ r ? 反过来又是 
在区域 CD ) 上的单值 函数： 


d 工， y )， 

v = 咖， y )- 



因此，在区域 （ D ) 与 （△) 间建立了一个相 互唯一的或一对一的 对应.我们亦这 
样说，公式⑴实现 了区域 （△) 到区域 CD ) 的一变换， 而公式 ⑵ 给 岀区域 （ D ) 到区 
域 （△) 的一逆变换. 

如所谈的两区域充满了对应的平面，则我们便得 到一平面到另一平面的变换 .最 
后，如这两平面重合，即如将点 （ x , y ) 及 ( C , r ?) 当作同一平面的点，则出现了 一个平 
面自身上的变换. 

再则，我们将假定函 数⑴及 （2) 不仅连续且有连续的（一阶）偏导数.贝 U ， 如大 
家所知 [203,(4)], 

D[x ， y) D{^rj) 

~D{^n) ' D{^y) ~ 7 


故两个雅可比式皆不等于零，并且 ，由连续性，符号保持不变. 


由雅可比式 


P ( 工 ， ") 


dx dx 
dr] 

dy dy 
di dr] 
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在区域 （ A ) 上异于0的事实，得知区域 （ A ) 的内点 ( Co , r ? o ) 必因公式⑴而有区 
域⑼ 的内点 ( x 0 ， yo ) 与之对应，因为由隐函数存在定理 [ 208 ], 用这些公式，在点 
( x 0 , yo ) 的整个邻域内变数 i 及 r ] 确定为 x 及 y 的单值函数.同样，对于区域 （ D ) 
的内点也永 远对应有区域 （ A ) 的内点. 由此 可见， 闭路⑹的点对应于闭路 （乙） 的 
点，反过来也是如此. 

一般,如在区域 （△) 中取一简单的分段光滑的曲线 （ A ), 则用变换⑴能把它变 
成区域 （ D ) 中的类似的曲线 （ L ). 事实上，设曲线 （ A ) 的方程为： 

€ = €⑷，V = vW (a < Z 或 a > Z >/?)， （ 3) 

且（在曲线的一光滑段内）可以认为函数有连续的不同时为零的导函 
数.将这些函数代入变换公式 （1) 中，我们得到对应曲线 （ L ) 的参数 方程： 

x = x(s ⑷， r ? ⑷）二 x ⑷， y = ⑷，⑴） = y(t). ⑷ 

容易看见,这些函数同样也有连续的导 函数： 

= §e(t) + -v'it), y '(t) = 隻 m + 寬 m' (5) 

此外它们不会同时为零，故在曲线 （ L ) 上没有奇点.事实上，在相反的情形下，由于 

行列式^77^不等于零，由⑹就能得知，同时 $二0及 rf = Q , 这是不可能的. 

D i^V) — 

如点在⑺平面上例如以正向画出 一闭路 ( A )， 则对应点 ( x , y ) xy 平面 
上也画出某 一闭路 （ L )， 但 它的方向既可为正也可为负 .我们以后将看到 [ 606 , 1 。], 这 
一问题与雅可比式 （2) 的符号有关. 

给出区域 （ A ) 中变数$及 r ? 的一对值就唯一地确定在 xy 平面上区域 （ D ) 中的 
某一点（反过来也是如 此). 我们因而称数 为区域 （ D ) 的点的坐标. 实质上，方程 
⑴①给 我们平 面图形 CD ) 的一参数表示法， 是我们以往所谈曲面参数表示法 [ 228 ] 
的特殊情形. 

与那里一样，由区域 CD ) 的点构成的曲线，其一个坐标保持常数值者，称为坐标 
曲线.例如，在⑴ 中令 r ? =办我们便得到坐标线的 一参数 表示： 

^ y = y(^ m) 

(这里做参数).在方程⑺的第二式中令 r ? = r ? Q 时，可得同一线的隐 方程： 

r?(x,y) = r? 0 . 

坐标线一般说来是曲线，与此相关的，说明点在 xy 平面上位置的数 《, r ? 在这种 
情况下（在曲面情形时也是如此）称为点的曲线坐标. 
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对坐标 r ? 给它各种（可能的）不同的常数值，我们得到砂平面上的一完整的曲 
线族.固定坐标 S 的值，我们得到坐标线的另一族.当在所考察的区域间为一对一的 
对应时，同一族内的不同的线彼此不相交,且通过区域（乃）的任何一点，在每一族中 
经过有一条线. 

在 xy 平面上的整个坐标线网是幼平面上的直线网€ =常数及 r ? =常数的图 
像（图 61). 


604 .例 1) 曲线坐标的最简单也是最重要的例是极坐标它们有很清楚的几何解释， 
即位径向量与极幅角，但也可形式地用熟知的关系式 

x = r cos 0 , ] 、 

y (GO) 

y = r smu J 


引进来. 

如将 r 及 6> 的值放在两互相垂直的轴上，例如， r 当作横轴，6> 当作纵轴（在坐标轴为右手定 
向时)，则对于半平面 r ^0上的每一点由所述公式有 ccy 平面上一个确定点相对应. 

读者可能已想到在这一情形下的坐标线：直线 r =常数与半径为 r 中心在原点的圆相对应, 
直线0 =常数与自原点出发和 cc 轴交于一角0的射线相对应（图 62). 



图 62 图 63 

但是，在所给的情形下变换公式不能唯一地解出 来：角 0的大小改变 2 kn ( k 为整数）时不影 
响 cc ， y 的值.要想得到 ccy 平面中的一切点，只要将值限于 


就可以了.每 


r > 0, 0 < 0 < 27 r 


异于原点的点 ( x , y ) 与一个值 r >0及在所示范围内的一个值 (9 相对应.然由于 


坐标原点的关系，对应的唯一性不可避免地要 破坏： 点 a: = y = 0 与 M 平面上的整个 6> 轴相对 
应（或者，如愿意的话,与它的自 0 = 0 到 0 = 2tt 的一线段相对应). 

在 M 平面上考察一闭矩形 [0, 丑; 0,2tt] 或 OC ^7( 图 63); 易见，在 ccy 平面上它与围绕原点 
O 半径为 R = OA 的闭的圆相对应.但这一圆的全部边界仅对■应于所述矩形的一边 o ^; 边 oa 
及 07( 两个同时!）与圆的同一半径相 对应； 最后，整个边07仅与点 O 相对应.这时显然在 
前目中所述的条件没有保持住！ 


然而，如将边 07 移动一小量 p = 00 ',而边移动 e = 0, 则新的矩形将与 : ry 
平面上的一图形 ( rABW 相对应，这一图形是从圆内挖掉一半径为 p 的小圆及一中心角为 e 的 
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扇形而得 来的； 这样就能保持所有的要求.当点在平面上沿线段 0^0,0^^ d . doc 移动时, 
在邛平面上的对应点依次就描画出优弧半径为丑)，线段 B ， C ，， 优弧半径为 P ) 及 
线段 O ' A . 顺便注意，在 W 平面上正向的环行与 zy 平面上也是正向的环行相对应. 

在所给的情形下，雅可比式等于 


D ( x , y ) 


cosO —r sin 沒 
sin 沒 r cos 沒 


它永远保持（除原点外）正号. 
2) 试讨论由公式 


… e+v 2 ' " e+v 2 

( i ， rt 不同时为零）所定义的平面自身上的变换. 

如将 z 轴及《轴， y 轴及77轴放在一起，则这一变换有一明显的几何解释. 


因为 


+ y 


+ v 2 


则很清楚，对应点总在自原点出发的同一射线上，且自原点到它们的距离的乘积为一 
这一变换称为反演法，它是一对一的可逆的： 


+ y 2 


y _ 
+ y 2 


( x , y 不能同时为零). 

坐标线是通过原点的圆周: 


+ y 


v ~ T, X 

(^0 7 ^ 0 ) 


x +y 


Vo 

(Vo ^ 0) 


其中心分别在 a ： 轴及 y 轴上（图 64). 当釦 = 0 时得 y 轴 （ a : = 0)，当仰= 0时得 a : 轴 （y 


例如，在&平面上的正方形 [i 1； U 与在图64中打了斜线的区域相对应.闭路环行的 
方向此时不一致. 


因为 


dx 

dl 


dy 

dr } 


故雅可比式 


v 2 -e 

飞 2 + V 2 ) 2 

D { x ， y ) ^ _ 

D {^ vf ) - 


dx dy 

~ —— 

dr } 


2 幼 

($ 2 + V 2 ) 2 


( F+W 


< a 


3) 如从变换公式 


x -^ 2 -v 2 y = 2 ^ 


出发，则对任何的$ r ? 从这里可一意地得到 x , y . 将这些公式对$ 7?解出来，求得 


+ y 2 + 
飞 


yj X 2 + y 2 _ 
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图 64 


其中$及7?的符号以条件幼=^相关联.因此，除原点外，每一点 ( x , y ) 与对称于原点的两点 
(^, ry ) 相对应.为了要恢复单值性，例如，可以限制于⑸平面的上半部分（包括$轴的正的部分， 
但不包括它的负的部分). 

这里坐标线是共焦点（焦点在原点）且共轴的拋 物线： 

y 2 = 4泛(沒 一 ; c ) 及 y 2 = 4 ： 7]q(x-\-7]o) 


(6 7^ 0) (” o _ 0) 


(图 65). 值$ = 0 与 z 轴的负的部分相对应，而值项= 0 与它的正的部分相对应 .雅可比式 ，除 
原点外， 


D ( x , y ) 


2C -2t? 

2t? 2^ 


= 4(€ 2 +7? 2 )>0. 


4) 有时候先给出坐 标线的 网再由它确立曲线坐标系要来得方便些. 
例如，考察两拋物线族(图 66) : 


y 2 = 2 px 及 x 2 = 2 qy 、 

每一族分别(如除掉坐标原点）填满了整个 ccy 平面. 

很自然地，引进$ =卽及7? = 2^作为曲线坐标.由等式 y 2 = 及 cc 2 =肌我们有 

x = y = y^rj 及 C = — , V = (工， y /0). 

^ V 


[604] 


§4. 二重积分中的变置变换 


• 149 • 



图65 图66 


这里雅可比式等于 


Diuf) 




5) 我们现在将从共焦点及共轴的圆锥曲线族 


A 2 



V 


2 




⑹ 


出发（当 A > C 时是椭圆，当0 < A < C 时是双曲 
线; 图叫 

通过平面上不在坐标轴上的每一点 Oc ， y ), 有 
这一族中的一个椭圆及一个双曲线.事实上，自 （6) 
所得的方程 


( A 2 ) 2 — A 2 ( cc 2 + y 2 + c 2 ) + c 2 x 2 = 0 


的左端当 A = 0 时符号为+,当 A = c 时符号为 
又当很大的 A 时符号又为 +. 因此，这方程有 
两 正根： 一个 A > c , 另一个 m < c ; ①这就证明了 



图67 


我们的断言. 

如将前一方程视作对 A 2 的二次方程，则由根的熟知的性质我们有 


X 


A 2 + = cc 2 + y 2 + c 2 , A 2 ^ 2 = c 2 x 2 , 

①为了不混清两个根，对于大的一^我们保持记号 A , 而小的一个表作烬 
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而由此很容易用 A 及# 表示 x 及 y : 


a : = 士 




c 


y = 士 




c 


限制在第一象限时，这里我们仅需保持正号,可将数 A ， m 视作这一象限中点的曲线 坐标; 它 
们称为椭圆坐标.在这一情形下，开始的圆锥曲线恰巧就是坐标线. 

特别指出， Age 变到+00,而 M 自0变到 c . 对于极端的值我们 得到： 

当入二 C 时，; C 轴上自 X = 0 到 X = C 的线段， 

当 p = c 时， cc 轴上自 cc = c 到 cc = H - oo 的线段， 

当 M =： 0时， y 轴上正的部分. 

最后，容易计算 出雅可 比式： 

D ( x ， y ) = 〆 一入 2 n 

D ( X ^) ~ 巧 . 


605. 曲线坐标中面积的表示法假定在 xy 平面上已给某一由分段光滑的且无 
奇点的闭路（句所围的区域 （ D ). 设公式 （1) 确立一个在这一区 域与幼 平面上由类 
似的闭路⑸所围成的区域 （ A ) 间的一对一的对应. 

我们保留第603目中对于这一区域变换的全部假定，此外，还假定在区域 （ A ) 
内， (1) 中两函数有一个的二阶混合导函数，例如 


d 2 y 

d^drj 


及 


d 2 y 

dr\d^ 


存在且连续（由连续性，它们有相等的值， 190) .① 

在这些假定下，我们的任务是要将所考察的在 xy 平面上的区域面积 D 表作巧 
平面上展布在区域 （ A ) 上的二重积分的样子. 

我们将从下一公式出发，即用沿着区域 （ D ) 的边界而取的曲线积分表示面 
积 D 的公式 

D — [ xdy (7) 

J (S) 

[参看 55 1( 9 )]出发. 

以后变换的计划是这样的：首先利用闭路的参数方程将曲线积分 （7) 变成普通 
的定积分.其次，将后者又变成一曲线积分，但这一次是取在区域 （ A ) 的边界上了. 
最后，利用格林公式，将所得曲线积分用在区域 （ A ) 上的二重积分来代替. 

为了要实行这一计划，我们必须要闭路 0?) 的参数方程.因为以后我们要转换 
到闭路 （ S ), 故我们宁可在现在就从这一闭路的参数方程出发.设 （3) 给出了曲线 
( S ) 的参数表示，则显然 （4) 就将给岀曲线 0?) 的参数表示，因为[由我们的假定可 

这里我们注意，这些补充假定对最后结果的真实性来说是不 必要的 ，这里引进来仅是为了简 
化证明. 
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P(C, m + Q(t v)dv = U {A) - -£) d^dn, 

p (C,v) = x %^ Q(tv) = 夸 . 


其中 我们令 
因为 


得知， 603] 它在: q / 平面上对应于闭路 （ S ). t 的变化范围 aA (3 我们可以如此选择， 
使当自 a 变到0时，曲线⑹以正向描画出 来了； 这是永远做得到的. 

因此，按照547目公式 （5), 

f 尽 

D = x(t)y f (t)dt, 

J a 

或者,如注意⑷及⑻， 

D = j x(^(t),r](t)) + dt. ( 8 ) 

将这一积分与沿闭路 （ S ) 正向而取的曲线积分 

L 产 0 + » ⑼ 

相比较.如要想将后一积分按通常规则化为普通的定积分，则此处必须以曲线 （ s ) 
参数方程中的函数^⑷及 WO 来代替？及％我们就回到积分 （8). 

不过，必须还要注意到一点.当6自 a 变到0时闭路⑹以正向描両——我们 
就是这样选取了这个范围. 但闭路 （ S ) 此时既可能以正向描画，也可能以负向 描画; 
因此,积分 （8) 及 （9) 实际上可能相差一符号.在任一情形下， 

并且（再一次强调), 如闭路 （ S ) 的正向环行与闭路 （ S ) 的正向环行相对应则取正号， 
在相反的情形下就取负号. 

最后所剩的，就是要变换所得曲线积分为二重积分，为此就要利用格林公式 


My 的二阶混合导数彼此相等，故 

dQ_dP^ D{x ， y) 

d£ dr] ~ 


/ _■ 
2 

0 



I 


c§1^^l^ 


㈨ 处狀 


^ 
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我们就得到公式 


!> = 土 



D(x ， y) 


d ^ drj . 


(A) 塊 ,V) 

在第603目中我们已看见，在所作假定下雅可比式 


JiAd ) = 


D(x ， y) 

W ? n ) 


在区域 （ A ) 中保持一定符号.故积分也有同一符号.但积分前面还有一双重符号士， 
因为结果须真正得一正数，故显然 积分前面的符号与雅可比式的符号一致. 如将这 
一符号放到积分号下的函数上，则在那里显然就得到雅可比式的绝对值，故面积的 
最后表示式为 


d= 1L \w^\^ dv= IL 丨 彻獅 

这就是我们所想建立的公式. 

积分号下的表示式 


(id 


吴 ((】’《 ■ } d^drj^ \ J{^rf)\didr] 

通常称为曲线坐标下的面积元素.我们看见过，例如，在变到极坐标情形时雅可比式 
等于 r ; 因此在极坐标下面积元素为 rdrdO . 

606. 补充说明1。如将公式 （10) 中我们选取正负号的规则与这一符号必须 
与雅可比式符号一致的事实相比较，则得一有趣的推 论:如 雅可比式保持正号，则闭 
路 （SO 及 （ s ) 的正向环行随变换公式而彼此 对应； 而如雅可比式为负的，则一个闭 
路上的正向与另一个闭路上的负向相对应. 


显然，这对于在区域 （ D ) 及 （ A ) 中的任何一对相互对应的简单闭路 （ L ) 及 
也是如此.所得结果容易用第604目中所举的例子来验明. 

2°将中值定理 [592(9)] 应用到公式 (11), 得关系式 

D = |J(0)|.A ， (12) 

其中 {I fj ) 是区域 （ A ) 中的某一点，而 A 是这一区域的面积. 

将这一公式来与拉格朗日公式 

= (a < $ < P) 

相比较.如 X = /(0是单调函数，则它使区间 一 对一地与区间 /( a ) ^ 
/( 用（或 f ( p ) < x < /( a )， 如 /( x ) 是减少函数）相关联.以5及 d 表这两区间 
的长，则拉格朗日公式就引导到与等式 （12) 相类似的等式 


d =\ f ( 0 \^. 


( 13 ) 
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如在公式 （13) 中将区间⑷“收缩”成点则结果得关系式 

|/’ ⑹ 1 =lim^, 

所以导数的绝对值好像是直线《当将它变换为直线: r 时（在所给点处）的延伸系数. 
同样由公式 （ 12) 将区域 （ A) “收缩”成点得 

|7(。)| = lim ^， ① 

所以雅可比式的绝对值所起的作用是将幼平面变为 x ? /平面时（在所给点处）的延 
展系数. 

这一说明指出了导数与雅可比式间的深刻的类似处（参看第六章). 

3° 公式 （11) 指出，当面积 A 无限减少时,其对应面积 D 也无限减少.由此就 
很容易证明，在第603目中所研究的区域变换具有下一重要性 质:它 将区域 （ A ) 中 
一面积为零的曲线 （ A) 变换 为区域 （ D) 中某一面积也为零的曲线 （ L ). 逆变换具有 
类似的性质. 

4。公式 （11) 是在区域 （ D ) 及 （ A ) —对一对应的假定以及函数 (1),(2) 与它们 
的偏导函数连续的假定下导得的.然而在实际上 往往会 遇到这些假定在个别的一些 
点或沿个别的一些曲线上不成立的情况. 

如这些点及曲线在两平面上可包含在任意小面积的区域 （ d ) 及⑷中，则将它 
们丢开后，公式就成为可应用 的了： 

D - d = [[ (11*) 


设雅可比式在区域 （ A ) 中 有界: 


则 ( ir ) 中的积分与 （ li ) 中的积分相差一量 

[[IJ^vMdrj^MS. 

J J(S) 

当 d 及6 — 0时将 （11*) 变到极限，又得公式 (11). 

为了清楚解说起见，我们回到第604目中的例 1) 及图63中所画的图形.对矩 
形 （ A ) = 及半径为丑中心在原点的圆 （ D ), 这时具有形状 

D — (( rdrdO 

J J ( A ) 

的公式 （ li ) 不能直接应用.但如除掉打了斜线的部分（其面积与 p 及 e 同时趋近于 
零)， 则这一公式就可应用到所得区 域上； 再只要变到极限就行. 

①其实我们是在点 ( A ， V ) 处将积分 （ 11) 对区域微分 [593]. 
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607. 几何推演公式 （11) 是被我们用虽然是简单的但却是不明显的推理导得 
的.我们认为用另一方法来导出这一公式是很有用的，虽然这一方法比较不简单也 
不十分严格，但从几何方面看来是十分明显的. 

重新考察由公式⑴给出的幼平面到卿平面的变换.在幼平面中取出一个 
无穷小矩形 n ! n 2 n3n 4 , 其边为处及向，平行于 《及 r ? 轴（图 68， a )). 这一矩形在 
xy 平面中的图像是曲四边形尸图 68,6)), 我们来确定它的面积. 



图68 


矩形的顶点有坐标 


ni ($，")，112(《+ 处,77)， n 3 (《 + d 《，?7 + <*?)， n 4 (《，?7 + *?); 
在这种情况下曲四边形的对应顶点有这样的 坐标： 


尸 1( 峨，”)，2/($”))， 

P2{x{i H- di, 77), y{i + ? 7 )) ； 

尸 3 WC + 炎 ， W + dj]),y{i + 炎 ,77 + 向))， 

尸 4 ( 工 (《，?7 + *?) ， 〆《，?? + *?)). 


如限制在 d^dr] 的一阶的项，则近似地可以 取点: 


/ dv 

Pi(x,y), P2 [x + —d^y + -~d，i 




dr] 


P 4 (x+^d7 7 , 2/ +^dr ? 


其中 re = x(Hy = y (d 且所有导数总是算作在点（乙 77) 处的.因为线段 P 1 P 2 
及 P 3 P 4 在两轴上的射影两两相等，故这些线段平行且相等，所以(准确到高阶的无 
穷小）四边形 P1P2P3P4 是 平行四边形. 
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它的面积等于三角形 PiPsPa 面积的两倍.由解析几何大家都知道，顶点位于点 
( xi , yi ),( x 2 , ^),( X 3, 2/ 3 )处的三角形其面积的两倍等于行列式 


X2 — Xi Xs — X2 
V2 — 2/1 2/3 ~ U2 


的绝对值.将这一公式应用到我们的问题上来，得所求面积（又是准确到高阶的无穷 
小）等于行列式 


dx 

dy 


di 


di 


dx 

dr] 

dy 

drj 


dr] 


dr] 


D(x ， y) 

mv) 


d^dr] 


的绝对值. 
这样, 


面积巧 巧巧巧^ 


D {^) 


d^drj. 


将幼平面上的图形 （ A ) 用平行于坐标轴的直线分为许多无穷小矩形（将在边 
界处的“不规则”元素块忽略掉)，同时我们将 X ?/平面上的图形（乃）分为前所考察 
形状的曲四边形.将所得的它们面积的表示式相加，又可得公式 （11). 

因此，所引用的推理着重指出了重要的几何思想 :公式 （11) 的实 质是： 要确定图 
形 （ D ) 的面积，不将它分为许多矩形，而用坐标线网将它分为许多曲边的元素块. 

在一些简单情形下，这一思想差不多不用计算就可寻求得曲线坐标下“面积元 
素”的表示式. 


例如，在变到极坐标情形时就可这样来推理.在 M 平面中边为 dr . de 的元素矩 
形在: r ?/ 平面上就与一•图形相对应，这一'图形是由半径为 r，r + dr 的两圆弧及由原 
点岀发与 x 轴交于角 e，e + de 的二射线所围成的（图 69). 将这一图形近似地当作 
边为 dr 及 rd 6» 的矩形，立刻可得所求面积元素的表示式 rdrdO . 


608 .例 1) 计算由下列曲线所围成各图形的 面积： 

⑷ （ x 2 + y 2 ) 2 = 2a 2 (x 2 - y 2 )( 双纽线)， 

(6) (x 2 + y 2 ) 2 = 2ax 3 , 

(b) (x 2 + y 2 ) 3 = a 2 (x 4 + y 4 ). 

解 在所有情形下二项式 x 2 + y 2 的出现促使我们想到变成极坐标，令 


并且公式 

来计算所求面积. 


x = r cos 汐 ， y 



— r sinO 


rdrdO 
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图 69 图 70 


( а ) 双纽线的形状为我们所熟知（图 70). 曲线对坐标轴对称（这从曲线方程中也容易观察得 
到，因为当将 z 改作 - $或&改作 -2 /时它的样子不变).所以只要确定图形的包含在第一象限 
内部分 （ D ) 的面积再将它四倍就行了. 

双纽线的极坐标方程为 

r 2 = 2 a 2 cos 2沒， 

且（如限制在第一象限）由于 cos 2^必须是正的缘故，0只能从0变到因此， M 平面上对应 
于 （ D ) 的区域 （ A ) 是由曲线 

r = aV 2 cos 26 

(双纽线的像）、 r 轴的一段应于 z 轴的一段）及0轴自0 = 0到0=^的一段（仅仅在原点 
一点——这里一对一对应破坏了所围成的. 

我们有 _ 

/'aV2cos26> 广 f 2 

D = I d 0 I rdr = a 2 I cos 20 d 6 = 

Jo Jo Jo 2 

所以整个所求面积为 2 a 2 . 

(б) 最好事先对于曲线的形状有一大致的认识.曲线对 a : 轴是对称的（将^/换作- y 时方程 
不变)， 位于 y 轴的右边（: c 不可能是负 的)； 当：及 : c = 2 a 时它与 a : 轴相交.此外，曲线是 
有 界的： 由方程本身显然 

x 4 ^ 2ax 3 , 

所以 

x ^ 2 a , 

又因为 〆 < 2似 3 ,故亦 | y | < 2 a . 曲线的草图画在图71中. 

曲线的极坐标方 程为： r 二 2 acos 3 其中0自变到由对称性，可以写出 

4 y 4 y 

/ 号 广 2a cos^ 0 号 K 

dO J rdr = 4 a 2 j cos 6 OdO — -7 ra 2 . 

" 于这一结论，参看第 606 目中的说明 4°. 
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(b) 曲线对两轴皆对称.虽然原点 x^y = 0 形式上“属于”这曲线，因为它满足方程，但这 
一点是一孤 立点； 事实上，当 a : > y > 0时由曲线方程易得 • 

(2 x 2 ) 3 彡 2 a 2 x 4 , 于是 x 彡■， 

所以在原点附近没有曲线的点 .® 对原点我们不予考虑.易见，曲线是有 界的： 当 a : > y 时，显然， 
2 ax 4 , x 2 ^2 a 2 , 等等.曲线的大致形状画在图 72 中. 



图 n 图 72 


曲线的极坐标方程为： r 2 = a 2 ( cos 4 ^ + sin 4 ^). 注意对称性，我们有 



( cos 4 0 + sin 4 0) d 0 



2) 求证： 直接从公式 （14) 可引导得在极坐标下计算扇形面积的熟知公式 [338]: 



其中 r 看作曲线极坐标方程中所给的0的函数. 
1) 中所有问题都可直接由这一公式来解决. 
3) 求由下列曲线所围图形的 面积： 



①这里，当然,用第236目的判定法也可以 证明. 
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解 当曲线方程中有二项式_ + ^时，建议引用“广义的”极坐标，与笛卡儿坐标以公式 

x = ar cos 0， y — br sin 汐 


相关联这一变换的几何意义是将平面向两坐标方向压缩，然后再经极坐标变换. 

变换的雅可比式等于 afer . 

( a ) 曲线有界，对原点对称（因为当同时用 r 代 z 和 - y 代仏 方程样子不 变)； 两对称圈一 
个在第一象限内，另一个在第三象限内> 0); 原点是它与坐标轴相交的唯一点. 

在 M 平面中我们曲线的像的方程为 




^2 


sin 0 cos 沒•② 


考虑到对称性，我们有 


D = 2 I ^ d 6 
0 




^sin0cos0 a 2 b 2 

abrdr = —^— 

c 2 



2 a 2 b 2 

sin 汐 cos OdO = — — 

2 c 2 


(6) 曲线有界，对坐标轴 对称; 原点是它的仅有的孤立点.我们有 


号 p\J cos^ 9 + b^ sin^ $ 

D = 4 ab j f dO I rdr — 2 ab 

0 Jo 




( a 2 cos 2 0 + 6 Z sin z 6) d 6 


■ + b 2 ). 


( b ) 曲线有界，对坐标轴 对称; 原点是它与 y 轴唯一的交点，但它与 X 轴还交于点 x = 士 


对于在 y 轴右面的一圈，我们有 cos ^, 所以 

C JL 


♦ • 

D — Aab [ dO 

0 Jo 




^ cos $ 


rdr 


2 a z b 



cos J OdO 


7 r a 3 b 
2 • 



( r ) 曲线有界，对 y 轴对称，在: c 轴的上面.原点是与坐标轴唯一的交点，所以曲线是由第 
第二象限中的两个圈组成的. 

在新坐标下曲线方程为： 


a 2 b 

c 3 


cos 2 汐 sin ^ 


答 D 


7r a 5 b 3 


32 c 6 • 

4) 求下列曲线圈的面积: 


( a ) (x + y ) 4 = ax 2 y , (6) (x + yf = axy , ( b ) (x + y ) 5 = ax 2 y 2 . 


解如只考察曲线含在第一象限内的部分（故 a ; > 0 ， y > 0)，则它们都是有界的，这可以与 
1)(6) 类似地证明.曲线均通过原点，与坐标轴无其它交点.由此可见，这些部分就是问题中所谈 
到的圈. 

① 当应用这些坐标时，我们遇到了与极坐标情形时一样的情形，对应的一对一性不成立.参看 

606,4° 

② 容易观察到，曲线是一个好像压扁了的双纽线， 
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在以前各例中，将曲线在笛卡儿坐标下的复杂方程转化为曲线坐标下的简单方程，实质上是 
由于利用了恒等式 cos 2 ^ + sin 2 0 = l . 二项式 z + y 同样也暗示了要利用这一恒等式的思想:令 
(仅对 尤彡 0及2/ > 0!) 

x = r cos 2 0^ y = r sin 2 0. 

变换的雅可比式为： 


cos 2 0 —2 r sin ^ cos 0 

sin 2 6 2 r sin 0 cos 0 


= 2 r sin ^ cos 


( a ) 在新坐标下圈的方程为 

r = a cos 4 0 sin 2 汐. 

w 此 

广 I pa cos 4 9 sin 2 9 广号 2 

D — 2 sin 6 cos OdO / rdr = a 2 cos 9 0 sin 5 OdO = 

Jo Jo Jo 21 U 

9 o 

… h a , x T a 

5) 现在说明选取曲线坐标系的另一方法，这在确定曲四边形面积时常常是有用的.如组成这 
—四边形对边的两对曲线，每一对皆属于充满在平面中（且依赖于一个参数）的一曲线族,则自然 
地这两族就取为坐标线的网.它们的参数通常也在所给情况下给出很方便的曲线坐 标系. 

举一例来说明这一方法.设要去求出由拋物线 


V 








所围成图形的面积，其中 0<p<g 及 0<a<& (图 73). 

这里很方便的是考察两拋物 线族： 

y 2 = (p < 乞 < q ) & x 2 二 ryy (a ^ r ] ^ 6), 


每一族都填满了我们的图形，且由它们就组成了坐标线 
的网.这就相当于，把它们的参数 iRr ] 取作曲线坐标. 
这全部由第 604 目， 4) 我们已经都 知道； 由所写出的方 


程我们有：尤= ^ rf 及2/ = 


\ fW ~ rh 所以雅可比式 





由此立得 



6) 用同样的方法确定由下列各曲线所围成四边形的 
面积： 

( a ) 双曲线 xy = p,xy — q 及直线 y = ax , 沒 = 



图 73 


①这里, 606 , 4 ° 中所述又获得了应用. 
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(6) 双曲线 xy = p,xy = q 及拋物线 y 2 = ax , y 2 = bx 
(b) 拋物线 a ; 2 = py ， a ; 2 = ⑽及直线 y — ax , y = bx ; 
( r ) 直线 x + y = p,x + y = q & y = ax,y = bx . 
在所有情形下都假定 Q < p < q & Q < a < b ，、 

(a ) 解 坐标线 网为： 


xy = i ( P 彡《彡 幻， 


rjx (a ^ T] ^ b) 


于是 






及 


l 


rf 





最后 


b 


dr] 


°=2 V = 2 


(q - P ) In 会 

(U/ 


(6) 提示 ♦ xy = Ly 2 = r } x(p ^ ^ ^ q,a ^ r ] ^ b); 雅可比式 J 

答 D = -(g — P )lng. 

(b) 答 D = ^( q 2 ~p 2 )(b 3 - a 3 ). 


$ 


( r ) 答 D 


1 (b-a)(q 2 -p 2 ) 


… “ 2 (l + a)(l + 6) - 

7) 求星形线 xi + yi = ai 的面积. 

解 星形线的参数方 程为： 

x = a cos 3 


a sin 3 1 (0 彡亡彡 2n). 


如这里以 r 换 a (0 < r < a ), 则得一相似星形线族充满了我们的图形 


x = r cos 3 ^ y — r sin 3 t. 


当 t 固定时，显然，这些方程给出自原点出发的一些射线段.利用这些公式当作变换公式，显然 
这里实质上是用的与前二题同样的思想.雅可比式 


J = 3 r sin 2 t cos 2 t. 


最后 


6 a 2 / sin 2 ^ os 2 tdt = ~7ra 2 . 
I 一 O 


8) 考察由公式 


W 7J 

x = —-— , y = \fu\) (u ^ 0 } v ^ 0) 


95) 假设 z 与 y 也是 正的. 
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确定的变换.显然，恒有 z > 0,故点 ( x , y ) 总在 x 轴的正向与第一象限的平分线 y = x 间所 
夹的角域内.反过来，在这角内的每一点 ( x ， y ) 一般与两对非负值相对应，它们为二次方程 

z 2 — 2 xz + y 2 = 0 


的根.如永远限制在即点 ( u , v ) 也取在⑽平面上同样角域内，则可得到对应的一对一性; 
因此 

u = x + X 2 — y 2 ，v — x — y x 2 — y 2 . 

容易计算岀变换的雅可 比式： 



这里坐标线有奇怪的特性.当 u =常数 时得: 


y 


2 


u (2 x — u ) = 2 u (x 


1 ) 


同样当 ^ = 常数时有 


y 


2 


v (2 x — v ) = 2 v (rc — 蓋）. 


因此，在两种情况下我们得同 一（!） 拋物线族 


y 


2 


4-署) 


其轴与 Z 轴相重合，而准线与 y 轴相重合.每 
的拋物线与直线 y = x 在点 ( p ， p ) 处相切. 


这样 



这种似是而非的说法可简单解答 如下： 当 u = p 
且 r 自0变到 p 时，这一拋物线自它的顶点到所述切 m 74 

点的一部分描画出来了，而当 r = p 且 u 自 p 变到 + oo 时，拋物线延伸到无穷远的其余部分描 
画出来了（图 74). 


如在: cy 平面上取一由： c 轴及二拋物线 



(0< p < q ) 


所围成的图形 （认) ，则在_平面上它将与矩形 (AO = [ pj ;0， p ] 相对应，且直线段 u = V R 
v = p 将与第一个拋物线上在切点处相接的两弧相对应.同样(在 zy 平面上)，由三个拋物线，即 


除所述两个外还有一拋物线 

所围成的图形 ( D 2 ) 将与 
与同一拋物线的两弧相对应. 



(r > 9 ), 


平面上的矩形 ( A 2 ) = [ q , r ; p , q ] 相对应，又直线段 u = qRv = q 


用所述变换，例如，现在就很容易来求图形 (^2) 的面积.我们有 



dudv 


v^)(^ - \/^) - (Vr - y/q)(\/q^ ~ \f^)] 
= \^(v^- V9)(v^- V^)(^ + + 
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同样可以试求但在这一情形下我们就遇到 了广义的二重 积分，这时积分号下的函数沿 w 
轴的一线段变成 oo . 以后将要谈到这种类似的积分[参看 617,8)]. 

9) 要变换 （1) 能使彼此互变的二图形 （ A ) 及 （£0 的面 积永远 相等，显然，条件 

D ( x , y ) 

W^n) ~ 


是必要且充分的. 

我们的任务是 :寻求能保持面积不变的平面变换的一般形状. 
此时我们可以在前面的条件中去掉绝对值符号而将它写成 


D(x ， y) 



的形状，因为在必要时将《及 r ? 的地位交换一下，总可把结果化为这种样子. 

此外，为简单起见我们将假定，在雅可比式中出现的四个偏导数之一，例如，胃，在整个所芩 

察的区域中异于零.则可将方程 （1) 的第二个对7?解岀来，并将所得式子代人 （1) 的第一个方稈 
中后，可将所考察的变换表如 下形： 


r} = 1 

我们将从事于求岀函数 f Rg 的特征.即，我们将证明，条件 （15) 相当于 

Of _ dg 
dy ~ DC' 

首先，由隐函数的微分法则，得 

Oydf dy dydf 

兩^ ’灭 + 恥灭 =(L 


( 16 ) 


(17) 


( 18 ) 


再，将 P 当作复合函数，微分，得 


I 


dx 


dx df 
drj dC 


由此并从 （18) 的第二个等式消去 




dy dg _ dx dy dx dy _ D(x^ y) 
drj ~ drj drj ~ D(^r}) 


最后，两端减去 （18) 的第一等式,得恒等式 


dy 

drj 


i%~%) 


= D(x ， y) _ 


这就证明了莪们的断言. 

由第560目的定理2,现在可以看见，函数/及 g 能 使变换 （16) 保持面积不变者其一般形 
状可由公式 

给出来，其中 （7 是任意函数. 
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609. 二重积分中的变量变换 考察一二重积分 

11 f ( x , y ) dxdy , (19) 

J J ( D ) 

其中（乃）是由一个分段光滑的闭路（幻所围成的，而函数 f ( x 、 y ) 在这一区域上连 
续或至多沿有限个分段光滑的曲线上不连续（这时要保持有界). 

现在假定，区域 （ D ) 用公式 （1): 


y = y(^v) 

与⑺ 平面上某一区域 （△) 相关联，保持在第605目中我们推演用曲线坐标表示图 
形 （ D ) 的面积的公式 （11) 时所有的条件.①我们的目 的是： 在积分 （19) 中更换变 
量，使它表作展布在区域 （△) 上的积分的形状. 

为此我们就用某一个分段光滑的曲线网将区域 （△) 分为许多部分（△<)(《 = 
I ， 2 ,…， n ), 则区域 （ D ) 被对应的 （ 也是分段光滑的）曲线分为许多部分 （ A ) (图 
75, a ), 6)). 在每一部分 （ A ) 中任取一点最后，作关于积分 （19) 的积分和： 

n 

o- = ^2f(xuyi)Di, 

i=l 

它当区域 （ Dd 的最大直径趋近于零时以这一积分为其极限. 




a ) 




图75 

将第606目中的公式 （12) 应用到每一部分 （1^) 上，我们将有 

Di = | J (0:)| (i = l ， 2 ， ... ， n), 

其中是区域 （△;) 的某一定点.在和 a 中将每一 A 用这式子来代替，得 

% 

①因此，我们同样假定二阶混合偏导数 ■^及# 存在且连续.参看第605目的脚注. 

0^07] orfdi 
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点 ( dvt ) 须由中值定理得来，不能任意选取，而点 { x ^ Vi ) 却是在区域 （1^) 中 
完全任意地取出来的.利用这一任意性，我们可令 


x i — Vi~ y{^ii T ]i)i 

亦即，取区域 （ A ) 中与区域（仏）中的点相对应者作为点 ( xuVi ). 因此和 a 
有下形 

I 

畚 

I 

在这一形状之下它显然是积分 



f ( 工 V 慨 drj 


( 20 ) 


的积分和.这一积分的存在可由下面推得：积分号下的函数或者是连续的，或者（同 
时保持有界性）仅沿有限个分段光滑的曲线不连续，这些曲线是函数 f ( x ， y ) 的不连 
续处所成的曲线在幼平面上的图像. 

如现在命所有区域 （4) 的直径趋近于零，则由函数 （1) 的连续性，所有区域 
( A ) 的直径也同样将趋近于零.因此，和 tr 必须既趋近于积分 （19) 又趋近于积分 
(20)，因为它同时是这两积分的积分和.因此， 


IL f ^ y)dxdy= !L /( 峨’減 ，训呢 ，概 • （ 2i ) 


这一公式就解决了所提出的问题——二重积分中变量变换的问题.公式 （11) 显 
然是它当 f ( x , y ) = l 时的特殊情形. 

这样,为了要实行二重积分 （19) 中变量的变换，不仅应当在函数/中将 x 反 y 
换为它们的表示式（1)，而且应该将面积元素 dxdy 换作它在曲线坐标下的表示式. 

用与第606目，4°中所引用的同样的讨论,这里也容易证明，在许多情况下，当 
加在变换 （1) 上的条件在一些个别的点或沿一些个别的曲线被破坏时，公式 （21) 依 
然成立. 


610. 与单积分的相似处，在定向区域上的积分二重积分中变量变换的公式 

非常类似于通常定积分中变量变换的 公式： 

[f(^)dx = f (⑽. （ 22 ) 

J a J oc 

但在公式 （22) 中没有绝对*值符号，这多少破坏了类似性.这一差异将简单地加 
以解释.通常定积分是沿定向区间而取的 [302]: 与 a 可以小于或大于一样, a 也 
可小于或大于 6. 而到现在为止我们所考察的二重积分仅仅是取在非定向区域上的. 

不过,在二重积分的情形下，我们也可转而讨论定向区域.定向区域的产生是由 
于给它的边界以一确定的环行方向——正的或负的 [548]; 同时对在区域内的所有简 
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单闭曲线附加了这样的方向.如果取的是正的环行方向，则就说区域被正的定向了， 
在相反情形下，就说它被负的定向了. 

如区域正的定向，很自然的，对定向区域 （ D ) 同意取它的带正号的通常面积作 
为它的 面积; 在相反的情形下如区域负的定向，就取带负号的.当区域（仍分为许多 
部分 （ A ) 时，如前所述，这些部分就按照整个区域的定向来定向；对应地它们的面 
积也冠以符号. 

现在，对定向区域 （ D ) 可按第588目的样子建立二重积分 

// f(x，y)dxdy 

J J{D) 

的 概念; 并且如区域有正的定向时，这一积分就与以前所确定的相一致，在负定向的 
情况下就与它相差一符号. 

这一二重积分的新观点首先可使第605目中在曲线坐标下表示面积的公式 （11) 
对雅可比式不用绝对值符号改写 如下： 

D = // A) m^ d ^ dri = 11 (a) J{t7l)d4dv, 

只要区域 （D) 及 （△) 的定向是按规定而做的.这直接可由 606,1° 的说明推得. 

在同样的规定下第606目中公式 （12) 也可不用绝对值符号写 出来： 

而在这种形式下它就是拉格朗日公式的一自然推广. 

最后， 一 般公式 （21) 对按规定定向的区域 (D) 及 （△) 现在可重写为 下形： 

// f(x，y)dxdy = f f rj), t ?)) J(^ r])d^dr]. 

J J(D) J J(A) 

因此，要使单积分与二重积分的类似处变得完全，只要将它们加以一致的规定！ 

不过，在以后的叙述中我们恒回到普通的观点，只考察展布在非定向区域上的 
二重积分. 

611 .例 因为在二重积分中变量的变换常常是以简化积分区域为目的，所以在第608目 
中关于这所作的全部说明这里又得到了应用.与此同时，简化积分号下的式子也是变换的一自然 
目的. 

1) 如区域是一圆（中心在原点）或一扇形，则变 成极坐 标较为便利.作为例子，重新来解第 
597目的问题:1);17) (a);18) (6). 

对第二题我们有 


V = 



xydxdy = 




cos 汐 sin OdrdO 



sin 0 cos OdO • 



R 4 

Y 
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如同时积分号下式子含和/ + y 2 时，则更有理由希望应用极坐标来化简. 

2) 求一球（半径为丑）被一直圆柱（半径 r <丑）所割下部分的体积，圆柱的轴通过球心. 
解取球心为坐标原点，圆柱轴为2轴，我们将有 


V = 2 



R 2 — x 2 — y 2 dxdy = 2 



2tt 



y R 2 — p 2 ^ pdpdO 


^ 2 +v 2 ^ 



3) 求旋转拋物面 az - x 2 + y 2 与平面; ^ a 所围立体的体积. 
答 V=7 ^~' 

4) 求半 径为丑 中心角为 2 a 的扇形的重心位置. 

解取中心角的平分线为极轴（也即 z 轴）后，我们将有 



如将这一式子除以扇形面积 P = R 2 a , 则求得重心的横坐标 < 为： 

sina 
3 a 

因为由对称性，重心在平分线上，故它的位置确定了. 

5) 求一圆（半径为丑）的质量，在每一点处它的密度等于自圆的边界到这点的距离. 

答 m = 吾丑 3 . 

我们还举^些利用极坐标较便利的例子. 

6) 求“维维亚尼立体 ”[597,20)] 的体积. 

解我们已经有过 ^ 

V = 4 JJ y / R 2 — x 2 — y 2 dxdy , 

其中 （ P ) 是; cy 平面中第一象限内以球半径丑为直径所作的半圆（图 48). 在积分号下的函数中 
出现有式子 x 2 + y 2 就暗示引用极坐标. 

( P ) 的边界即半圆周其极坐标方程为 r =丑 COS 6>,6l 自 0 变到 I. 因此， 


V 


4 1 d 6 
0 

1 d3 

3^ V 2 




R cos 6 


4 


y R 2 — r 2 - rdr — ^ R 3 



2 


(1 — sin 3 0) d 0 


2 

3 


). 


可以看见，这里的计算确乎特别简化了 

7) 试求双纽线 

( x 2 + y 2 ) 2 = 2 a 2 ( x 2 - y 2 ) 


—瓣的 （ a ) 重心的位置与 （6) 极惯矩. 

①下面的可能运^：有^掉厂简 化^积分号下的式 子会使 积分的区域变复杂， 以致最后考虑起来 
变到极坐标并不便利. 
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解 （ a ) 曲线的极坐标方 程为: 


r 2 = 2 a 2 cos 2(9(-- 0 ^ -) 

\ d d / 


因此我们有 


My 



i pa\/2 cos 26 





r 2 cos OdrdO — ^-^ a 3 


7 T 

4 


7 T 

T 


cos 沒 • cos 2 2 Gd 0 


4\/2 
~3 


a 


3 


7T 


(1 — 2 sin 2 0) 2 cos QdQ . 


再令 \ f 2 sm 6 


= smcj： 


M y - | a 3 



7T 

7 


cos 4 ujcLj = ~ a 3 . 


4 


7ra 


因为一瓣的面积 P = a 2 [339,12)]， 故 € = 因而就确定了重心的位置 


(6) 我们有 


lo 



寻 pa\/2 cos 29 4 

r s drdO = na 



r 


5 Jo 


4 


8) 求心脏线 r = a(l + cosi 9)( 所围面积）对于极的极惯矩. 

答 了 0 = 普 7 ^ 4, 

10 

9) 确定“维维亚尼立体”重心的位置[参看 6 )]. 

解由对称性可见，重心在 x 轴上，算出它的 静矩： 


x \/ H 2 ~ x 2 — y 2 dxdy 


M yz = 4 I I xzdxdy = 4 / / xy/R 

J J ( p ) J J ( p ) 

pRcos 0 

4 " cos OdO j y / R 2 ~ r 2 • r 2 dr . 

0 Jo 



7T 

2 


里面的积分 


Hcos 0 


\JR 2 — r 2 . r 2 dr = ^ (2 r 2 — R 2 )\f R 2 — r 


2 


8 
R 4 

T 


R 4 . r 
T arcsin R 


r=Rcos 0 


r=0 


2 


COS ^(2 COS 0 


7T 


1) sin 沒 + — — 0 


所以 


My 


z 


R 4 

~2 

R 4 

~2 



[(2 cos 4 9 — cos 2 沒 ) sin 沒 +( 吾 一沒 ) cos 9 


dO 


2 1 3 

- cos b 0 + - cos 
5 3 


0+(^ -0) sm 6 

V /1 


cosO 


7T 

2 


2 

15 


R 4 


于是，最后， 


10) 求由椭圆柱面 


My 


12 


V 5(3 ?r - 4) 


R 


x 


a 


2 一 2 


2 


y 
¥ 


1 
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平面^ =： 0及下列曲面之一所围立体的 体积： 

( а ) 平面 z = \x + fiy + h (h > 0) ) 

2 2 

(б) 楠圆拋物面譬= . + g ( c > 0). 

(B) 双曲拋物面 c；2 = xy(c > 0). 

解问题可变成计算展布在 zy 平面中椭圆上的积分，与此相关，令 


x = ar cos 沒 ， y = br sin 汐 

变到广义极坐标较为 合适； 此时变换的雅可比式 J = a & r . 
例如，对情形 （6) 我们将得 


V 


2 



+ 




b 2 sin 2 汐 


同样对其它情形可求得 


n 2 h 2 

(a) V = nabh ^ (b) V = -① 


2 c 


11) 试求椭球体 


2 2 2 
x y z ^ ^ 

P + 庐+孑 


的体积. 


提示引用广义极坐标 
答 - izabc . 

12) 计算积分 



xydxdy 


它展布在曲线 


2 y 2 \ 2 


c 3 


^2 62 


第一象限内的圈上[参看 608,3)( r )]. 
提示同 11). 


答 


a 10 b 6 


840 c 12 ‘ 

13) 计算 积分： 


(a) /i 



+ y / ydxdy , (6) I 2 



y n dxdy 


( n 为自然数)，其中 （ A ) 是由坐标轴及拋物线 v / S +^ = 1所范围的区域. 


r z drd 0 


® 在情形 （ B ) 下，立体由四个对称部分组成，其中两个位于即平面的上面，两个在下面. 
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解曲线的参数方程为 nos 4 U 二 sin 4 6(0 彡 M 吾).很自然的，考察一（对原点) 
位似的抛物线族： o ; = pcos 4 t,y = psin 4 ^(0 彡 p 彡 1). 引进 p 及 t 作为新变数，我们将有 
J = 4/? cos 3 t sin 3 所以 


[f y/p - 4 p cos 3 t sin 3 tdpdt = 
o Jo 15 


p 2n+1 cos 4n+3 tsin 4n+3 ^^ 



n + 


最后一表示式可变作下形 



cos 4n+3 1 sin 4n+3 tdt 


2 

n + 1 


[(4 n + 2)!!] 
—(8 n + 6)!! 


_(2 n + l )!_ 

(n + l )(2 n + 2)(2 n + 3) … （4 n + 3) 


特別，当 n = 1 时由此可得第 597 目问题 3) 的解答. 
14) 计算积分 


K 


其中 （ S ) 是由坐标轴及拋物线 


II (B) (\/! + vf) 3 ^ 

v^f + vf =i 


所范围的区域. 


提示令 rc = apcos 4 t,y = bp sin 4 t (0 < p < 1， 0 < t < 吾) ■ 


答 K = ~^ ab . 
15) 求积分 


li 


x sm xy 


dxdy . 


其中 （ D ) 是由四个拋物线： r 2 = ay ， x 2 = by ， y 2 = px ， y 2 = qx (0 < a 
区域. 

解弓 I 用在 604,4) 中所述的变量变换[参看 608,5)], 变换积分成 


ay 


by , y 2 = px ， y 2 = qx (0 < a < b^O < p < q ) 所范围的 



7] sin ^ rjd^dri 


的样子.现在经简易的计算就能给出: 


sin pb — sin pa sin qb — sin qa 


同样可以猜到在下列情形下合适的曲线坐 标系: 
16) 求积分 


IL 


xydxdy . 


如 （4) 是由下列曲线所围的四边形: 
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(а) y = ax 3 ^y = bx 3 , y 2 = px ， y 2 = qx ; 

(б) y 3 = ax 2 ^ y z = bx\y = ax,y = (5 x . 


提示 引进新坐标 $ %令 


(а) y = ix z , y 2 = rjx \ 

(б) y z = ix 2 、y = rjx . 


答 


( a ) I 


48 


(a 


~b-i)(qi-pi)] 


⑹ I = 40 ~ a4 )( a ~ 10 — P ~ 10 )' 

17) 设 （_D) 是由不等式 x ^0, y ^0, x-\~y ^1 所确定的三角形.假定 p > l，g > 1，试直接 
证明刘维尔公式[5 9 7，16)]① 



< p(x + y ) x p ^ 1 y q ~ 1 dxdy = B ( p , q ) 



1 


< p ( u ) u p + q ~ 1 du ^ 


其中 < p ( u ) 是区间 [0，1] 上的连续 函数. 

证令 

x = u(l — f), y = uv 

或 

y 

u = x + v — - . 

x + y 

用这些公式就建立起 zy 平面上的三角形（乃）与 m; 平面上的正方形 （A) = p， 1; 0, lj 间的一个 
一对一的对应.[点 x = 0 ,y = 0 是一仅有的例外，它对应于^轴的一段. ] 此处 


D ( x , y ) 
D ( u ^ v ) 



变换变量，得出二重积分等于 

n ( p ( u ) u p + q ~ 1 v q ~ l (l — v) p ~ 1 dudv 


或 



v q_1 ~ v) p ~ x dv • J ip ( u ) u p + q ~ 1 du . 


因为第一因子恰恰就是 B 函数 B(g,p) = Bfeg), 故所需结果就被证明了. 

18) 用同样的变量变换可证明一更一般的公式： 

f f ( 、 x p ~ 1 y q ~ 1 . 、 f 1 < p ( u ) u p+q ~ 1 du 

J J ^ X + V (ax + /?y + 7) p+g X V — P ’ q j Q (⑽ + 7) p (/?u + 7 户 

®^0,y^O 

x+y^l 


(其中 > 0,7 > 0; < p ( u ) 连续) • 这里应利用已知的结果： 534,2). 


® 以前它是由狄利克雷公式导得的，它是这里的特殊情形（当^ = 1时). 
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19) 如应用替换 


I - x-y 

i-y 


, 0 = 


且若 x ^ 0, y ^ y ^ 1,则公式 



1 


f { a 0 )(l - a ) p ^ l 0 p {\ - 0) q ^ l dad 0 = B ( p , q ) / f { v ){\ - v) p+q ' l d 

Jo 


就化成刘维尔公式，雅可比式 J 


① 


V 


20) 用变量变换求证恒等式（对任何的 

7T A 7T 

2 广了 

cos (22 sin(p sin 0) d ( pd 0 = 



= 常数） 

7T 、 2 

cos(2：sin X)dA 


[参看 595,7], 

证在二重积分中按公式 




变换变量可将它导致下形 


+ V a U — V 

U = - 


2 


2 



图76 


1 / / [cos(2COS u ) cos(2cos v ) + sin(2 cos u ) sin(z cos v )] dudv , 

2 W ⑷ 

其中 （ A ) 是一斜放着的正方形，如图76所示.但第二项积分等于零（替换 u = 7 T - V )，而展布 
在正方形 （ A ) 上的第一项积分直接可变成取在正方形[0,|；0,|]上类似的积分的两倍.由此就 
容易得出所需结果. 


§5. 反常二重积分 

612. 展布在无界区域上的积分 二重积分概念可推广到无界区域即延伸到无 
穷的区域的情形，或推广到无界函数的情形，这与第十三章中对单积分所做的一样. 

首先我们来讨论无界区域 （ P )® 的情形.这种区域的例子有整个平面、在某一圆 
或其它有界平面图形外面的部分、任何一角域等等.对于这种区域的边界,假定其每 
一有界部分有面积 0( 例如，由一些分段光滑曲线所组成).设在区域 （ P ) 中已给某一 
函数假定它在正常意义下在区域 （ P ) 的每一有界可求面积部分上可积. 

引用一辅助曲线 （ k ')( 面积亦为0)，自区域 （ P ) 割下它的一 有界连 通部分 （ P )， 
由假设在它上面积分 

[[ f ( x , y)dxdy (1) 

存在.现在将曲线 （ W ) 及其上所有的点移到无穷远去，使自原点到这曲线上的点的 
最小距禽 i ? 增大到无穷.则被它所割下的变动区域 （ P ) 就逐渐笼罩住区域 （ P ) 的 
所有点的每一点对适当大的丑将属于 ( P 0- 

①并且， "7 与 x = 0 ,y = l 这里需加限制. 

⑦我们恒假定这一区域为连通的. 
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如积分 （1) 当 i ? 4 OC 时存在一确定的有限极限，则称它为在无界区域 （ P ) 上 
函数 f ( x ， y ) 的(反 常）积分， 并表作 


/ / f ( x , y ) dxdy = lim // f [ x ， y ) dxdy . (2) 

J J(P) R-^ooJJ^pf) 

在函数 f ( x , y ) 为正时，只要当考察任一变远到无穷的固定曲线序列 

⑻）， ㈣ ，…， ⑹，… 


及被它们所割下的区域序列 


假定有限的界 . 

/ = sup | JJ f ( x , y ) dxdy ^ 

存在，就已能推出积分 （2) 的存在. 

事实上，不论被曲线（ V )自（戶）所分出的部分 （ P ) 如何，当 n 相当大时这一 
区域将整个含在内，所以 



f ( x , y ) dxdy ( 


(严） 



f ( x , y)dxdy 


因此更加 



f ( x ， y ) dxdy ( I . 


另一'方面,对已给£ > 0可求得一 * no , 使 



f ( x ， y)dxdy > I - e 


对相当大的 i ?,® 区域 （ P 0 又可包括 ( P no ), 因此更有 



f ( x , y)dxdy > I 




e . 


(/>') 


(3) 


⑷ 


等式 （3) 及 （4) 合起来就证明了数 J 适合二重积分的定义. 

由这一观察容易证明与第474目中定理相似的积分比较定理.其次，如保留对 
函数 f ( x ， y ) 以前的假定, 则由展布在无界区域 （ P ) 上 \ f ( x , y )\ 的积分的存在就可以 
推得函数 f ( x ， y ) 的同样积分存在. 

是 ^ 原 ^ 到曲线 (K f ) 的点的最小距离记作 R. 
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适合，这是办得到的，只要（在必要时）割裂序列 {( Pn )}, 即从它里面去掉一个部分 
序列再重新将它记数就可以了. 

以（如）表区域（仏 +1 )及 （ P n ) 的差，显然我们有 

11 \ f ( x ， y)\dxdy >2 f f \ f ( x , y )\ dxdy 2 n . 

J J (Pn) JJ (Pn) 


但 

1/(^, 2/)1 = /+( x , 2 /) + /-( x , y ), 


所以 



{/( x . y^dxdy 


(Pn) 



/+( x ， y)dxdy + / / / 一 ( x ， y)dxdy 

(Pn) 』 Hvn) 


设右端两积分中例如第一个是大的一个，则 



f + ( x ， y)dxdy > 


(Pn) 



Pn) 


\ f ( x , y )\ dxdy -\- n . 


将左端的二重积分代以与它相当近似的达布下和，不等式依然 成立: 

^2 y)\dxdy + n .® 


在这一和中可只留下与 > 0 相对应 的项； 以（心）表对应元素 ( p ^ ) 的集合，我 
们更可得 

/ / f ( x , y ) dxdy = // f + ( x ， y、dxdy > \ f ( x , y)\dxdy + n . 

^ J -/(Pn) JJ (P n ) " (Pn) 

以 （ P n ) 表由 （ P n ) 及（心）组成的区域，因为 


/ / f ( x ， y)dxdy > - \ f ( x , y )\ dxdy , 

"(Pn) " (P n ) 

故将这一不等式与前一不等式两端相加时便得 

// f ( x , y ) dxdy > n . 

区域（〜）同时（戶 n ) 可以稍为变一下使从后者可得出一连通区域（巧)，且其面 
积与 （ A ) 相差如此地小使不等式 

// f ( x , y)dxdy > n 
JJ ( P 0 


①这里 ( p ^) 是区域 （ Pn ) 分割成的元素部分，而是函数 U ( x , y ) 的对应下确界. 
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还保持成立.这很容易做到，只要将区域的孤立部分用一些狭的“走廊”其总面积任 
意小者连接起来就行了 96 ). 

由此已经清楚，积分 （5) 不可能存在，与假设 相违； 这一矛盾就证明了定理. 
注意，所引推理的最后部分涉及了一维及二维情形间的主要区别.由一些分离 
的区间组成的不连通线性区域就不能用一任意小的变形变成连通的（即变成一整个 
的区间). 

所证定理以及前目中的一些注意点，将任意函数的反常积分的存在与计算问题 
化为正（非负）函数的同一问题.以下我们将主要地从事于后一问题. 


614. 化二重积分为逐次积分开始我们假定函数 f ( x , y ) 为非负的.如这函数 
给出在一任何形状的无界区域中，则补充地令它在这一区域的外面等于零时，恒可化 
为无界矩形区域的情形.譬如说，设我们谈到在一个方向无穷的矩形 [ a ,6; C) +00)(^ 
6， c 是有限数且6 > a ). 我们将假定在每一有限矩形 [( x ，6 ; C ， d ] (对任何的 d > c ) 上, 
二重积分及对2/的单积分在正常的意义下皆存在，所以 [594] 公式 

jI fdxdy = j dx j fdy ⑺ 

[a ， 6;c，dj 

成立. 

要想建立对无穷矩形即 d =+ oo 的情形的类似公式，假定逐次积分 

pb n OO 

/ = / dx fdy 
J a J n 


存在.因为对任何的 d > C 我们有 


Jj fdxdy < /, 

[a,b]c y d] 


则按 612 中所述由此就得出二重积分 



fdxdy 


lim 
―^ + 00 



fdxdy 


[a ， 6;c ， +oo] 


[a,b;c,d] 


⑻ 


存在，它显然不会超过剩下来只要证明事实上二重积分等于入 

如积分 JT /办是 x 在正常意义下可积分的函数,因此被某一常数 L 所限制住， 
则更有 ^ 

J f ( x , y)dy < L . 

在这种情形下由第526目定理2, 


I = lim 

d— ^+00 



96) 细节留给读者. 
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将这与⑺及⑻相比较，便得所需结果. 

如积分 J 作为反常的存在时，它依然成立.例如，设 6 是 x 的函数/。°° /办的唯 
一 奇点.则由已证的， MO < r ]< b - a , 

广广 fb-rj 厂 +oo 

11 fdxdy = I dx I fdy , (9) 

[a,fe-r?;c,+oo] 


等式的两端当 77^0 时趋近于注意到 





fdxdy ^ 



fdxdy 


[<2,6;c ， +oo] 


[a ， 6 — r?;c ， +oo] 


时，又可作出矩形 [ a , 6 ; c , + oo ] 上二重积分及逐次积分的等的结论. 

我们注意，如无穷逐次积分有无穷大值,则由前面两关系式可看出，二重积分的 
值也是如此. 

这样，与 （7) 相似我们有 

p p pb p+oo 

JJ fdxdy = J dx J f d y , ( 10 ) 

[a,fe;c,+oo] 


且由右端逐次积分的存在就推得二重积分的存在.甚至在右端的积分等于 + OC 的情 
形下等式仍成立. 

最后，我们考察在两个互相垂直方向延伸到无穷的矩形 [ a ,+ oo ; c ,+ oo ]. 这里我 
们也将假定在每一有限矩形[(^ ; 0 ,训对任何的 6 >( 1 及任何的 d > c ) 上二重积分 
及对^/的单积 分在正常的意义下皆 存在. 

对所考察的情况同样可建立公式 

广 +00 广 +OC 

fdxdy = dx fdy , ( 11 ) 

[a ， +oo;c ， +oo] 



其中假定右端的逐次积分存在.与上面我们自 （9) 得到 （10) 时相像，当& — + oo 变 
到极限时这可由 （ 10 ) 很容易得来.这里也是如此，如逐次积分的值等于 + oo , 则二 
重积分也是这样. 

现在对函数 f ( x , y ) 变号的情形谈几句，为明确起见我们限于讨论公式 （ 10 ) .在 
有限矩形邓对 d > c ) 中我们保留前面的假定，但与函数本身的逐次积分 

fb / >+oo 

J dx J f( x ， v) d y 

存在的同时这一次我们又设它的绝对值的逐次积分 

pb / >+oo 

dx \ f { x , y)\dy 

J a J r. 
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存在. 

因此对第612目末所提到的函数 U(x ， y) 及 f 一 (x ， y) 同样的逐次积分也将存 
在.分别应用已证的公式彳 10) 到这两 非负函 数上并将结果相减，我们就能证明这一 
公式对已知函数 f(x ， y) 的正确性. 


615. 无界函数的积分 设函数 f ( x , y ) 已给在有界区域 （ P ) 上，但它本身在个 
别的点的邻域中为无 界的； 在区域 CP ) 的任何不包含这些点的部分中 
假定函数在正常的意义下可积. 

现在用曲线 ( h )，( k 2 ), … 将奇点 M ^ Ms ， … 围起来后把它们割离下来.如从区 
域 （ P ) 拿掉由这些曲线所围的这些奇点的邻域，则得一区域 ( P f ), 由假设，对于它积 
分 

if(p)K X ， V 、 dXdy ( 1+ ) 

存在.将曲线 ( A ： i ),( A : 2 ),... 在所述各点处“收缩”使这些闭路 （ A :) 的点到对应点 M 
的最大距离——以表之——趋近于零.①我们可以看到此时所考察的各邻域的 
面积（小于 7 TP 2 ) 亦将趋近于零. 

无界函数 /(X ， 2/) 对区域 （ P ) 的（反常）积分定义为当 — 0 时积分 （1*) 的极限: 



P) 


f ( x ， y)dxdy 




奇点也可能形成某些奇线，我们将永远假定其面积为 0. 在这种情况下就必须将 
这些线用向它们“收缩”的邻域围起来,这时原则上没有什么新的东西. • 

然而，这里所被说的极限过程其确切特征还需要加以若干说明.设奇线 （ Z ) 被一 
边界为巧）的邻域所围.如在 （ fc ) 上取一点 A 则自⑴上各不同点 S 到这一点的距 
离中有一 最小者 ^存在；另一方面，如变动（幻上4的位置，则所有的中必定 
有一最大者这一数在某种意义上就说明了闭路 （ A :) 离曲线 （ L ) 远近的程度,而极 
限过程是以条件4 0为准绳的(当有若干个曲线存在时，应了解为同样数中的最 
大者 .） 这里同样可以证明，与同时,所考察的邻域的面积也趋近于零. 

最后，反常积分定义很容易推广到无界区域及在其中定义的函数在有限距离处 
可有一些奇点的情形. 


附注 如在建立反常积分时，除奇点（或奇线）外，我们又分离出若干事实上不 
是奇异的点（或线）来，则积分中出现的极限，无论它的存在或大小都不会有任何影 
响.实际上，例如，设在奇点外另加上一非奇点隼并且，超过反常积分确切意义的需 
要，我们还分离出这一点4的一邻域.但在4近傍函数是有界的，对所述邻域上的 
积分与其面积同时趋近于 0. 

①不 i 此而 fg 设"所"有 七闭备 7 fc ) _ 所 S 区域的直径趋近于零，也可以得到同样结果. 
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在第612 〜 614目中所叙述的都可移到上所列举的反常积分的一切情形. 

首先，下一著名定理此处也成立： 反常二重积分如果收敛，则必然也绝对收敛. 
证明可如第613目中一样作出来. 

至于谈到化二重积分为逐次积分的问题,则这里同样只要讨论（有限）矩形 
C ， d ] 是区域 （ P ) 的情形就够了.可以证明，对非负函数 f ( x ， y )， 在逐次积分存在的假 
定下（二重积分的存在由此已能推出)，公式 （7) 成立. 

然而，这时应该还要确定一下函 数奇点 0的假定的分布.开始设它们在一 水平直 
线上（例如 ， y = d ), 或更一般地，在一可用形如 

V = y(x) (a^x^b) 

的显方程表出的曲线上.对于这种情形其证明与第614目中当 d = + OC 时的相像. 
于是我们转到另一情形：奇点在某一垂直直线上（例如 ，: c = 6), 与上面当6 = +0 O 时 
相像地进行推理.如所讨论的函数变号，则必须还要假定 \ f ( x , y )\ 的逐次积分存在. 

推广到几个曲线或直线的情形或推广到无穷矩形而奇点在有限距离内的情形都 
很明显. 

616. 反常积分中的变置变换 设在 xy 及幼平面中分别有二有界区域 （ D ) 及 
( A ), 它们以变换公式 


«(“)， | (12) 

y = y(^v) J 

或其逆变换 

€ =办， y ) ! ( 12 *) 

7]=-7](x,y) J 

相联系，并保有在第603目中所详细限制的全部条件. 

又设在区域 （ D ) 中给出一函数除去有限个个别的点甚或线@它在那里 
变成无穷外，到处连续. 

我们求证，在这些条件下，等式 

/ [ f ( x , y ) dxdy = [[ /⑽，")，此"))| 现"狀(切 （13) 

J J ( D ) J J ( A ) 

成立，只要这两积分之一 存在； 另一个的存在就能推得出来. 

事实上，如将第一个积分在区域 （ D ) 中的奇点及奇线用它们的邻域分开来，则 
第二个积分的奇点及奇线就被在区域 （ A ) 中的对 应的邻 域分开来了.设这样得到: q / 
平面上的一区域 （ iT ) 及幼平面上的一区域（/ V ).因此由第609目公式 (21), 

[ f f ( x ， y)dxdy = f f f ( x (^ 77 ), y {^ r]))\J 77 ) 1 ^ 77 . (14) 

J J { D f ) J J {^ f ) 


® 在任一无奇点的部分矩形中，形如 （7) 的公式假定正确. 
⑦在本目中所谈到的一切曲线都假定为分段光滑的， 
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由于区域 （ D ) 及 （△) 间对应关系的连续性，并且为两方面连续的，®容易看见，当 
“收缩平面上的邻域到被它们所围的点或线时，对在幼平面上的邻域同样的过 
程也将发生，反过来也是如此.由此可见，将前面的关系式变到极限时，由一个积分 
的存在我们事实上就能断定另一个的存在，且同时也能断定等式 （13) 成立. 

甚至还可设在区域 （△) 的一些个别的点处或沿它里面的一些个别的线（与前面 
所讨论的在这一区域上的奇线不相交）上雅可比式 J (^ V ) 成为无穷，因此同时第二 
个积分的积分号下函数也成为无穷.虽然在叩平面上的对应点及线对第一个积分 
来说不是奇异的，但将它们分离出来，按前目的附注，并不产生什么困难，所以在新 
的假设下上面的结论依然有效. 

还要注意，在所考察的情况下常常会遇到在一些个别点处或沿一些个别的线上 
关系式的连续性或对应的一对一性被破坏了.在这种情形下第606目4°的讨论可 
以应用[参照第609目之末]. ^ . 

最后，我们转到至少区域 ( D ),( A ) 之一为 无界的 情形. 

如这两区域都延伸到无穷且它们的位于有限距离的点以关系式 （12) 或 （12*) 相 
关联，则用（对应的）曲线分离出这两区域的有界部分 （ iT ) 及 （△') 后，当上面所述 
条件保留时我们将有等式 (14). 因为所提到的这些曲线显然只在同时才可能移到无 
穷远处，故要得到 (13), 只需在 （14) 中变到极限,且又由积分之一的存在得出另一个 
的存在. 

现设，例如，区域 （ D ) 延伸到无穷而区域 （△) 不延伸到无穷，且区域 （ D ) 的点 
与区域 （△) 的所有点，除一个别的点（或曲线）对应于区域 （ D ) 的边界的无穷远部 
分者外，相互对应.用曲线将区域 （ D ) 的有界部分分离出来后,我们用在区域 （ A ) 中 
的对应曲线就拣出了上述的点（或曲线)，同时就得区域 （ iT ) 及 （△'), 对它们前述推 
理已可应用了，再这样下去. 

注意，变量的变换与变成逐次积分同时是确立反常二重积分存在性的非常方便 
的工具.关于这一点,读者在下一目中可见到许多例题. 

617 .例 1) 确立下面积分存在的条件 （m > 0): 

dxdy f f dxdy <_、 f f dxdy 

+ (6) JJ 妒 + 少产’ (B) JJ ( l - x 2 — 

x 2_|_y2^ i I x 2 + y2 彡 1 

I 

解 在极坐标下这些积分化为 下形： 

显然，存在条 件是： 



( a ) m < 1 , (6) m > 1 , (b) m < 1 . 


® 我们指函数 （12) 及 （12*) 的连续性. 
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2) 对下面各积分解同样的问题 （ a ，/3 ，m > 0): 


⑷ 


II 

x ^0 9 y ^0 
x^ + y^^l 


dxdy 

( x a + y /3 ) m> 


⑹ 


II 


dxdy 

( x a + y /3 ) m ’ 


( B ) 


// 

^0 y y ^0 

x Q +y/?<l 


dxdy 

(1 - x a - ^) m 


提示 采用替换 


2. i 2 2 

x = cos 。汐 ， y = sin ^ 6 



答⑷ 


百 — + — > ?72； (6) ―— H - - rn , 厂〃 t 、 丄. 

当在问题 1),2) 中变量的变化被限制在射线 e = e Q Re = e x 
间的扇形内时，可得同样的答案. 

3) 如变量: c，y 变化的区域 ( Dx ) 是由： c 轴的线段 AO , 拋物 
线2/ ==尤 2 的弧及圆周: c 2 +2/ 2 = 1的弧所围成的曲线 
三角形(图 77) 时， 则与前面一样以原点为奇点 的积分 


< m; (b) m < 1. 


( P 2 ) 


(DO 


A x 


图 77 


IL 


dxdy 
x 2 + y 2 


—样也存在（虽然对圆并不存在!) . 事实上，当变到极坐标时,积分就变成 ® 



d 0 



dr 



\ n C ^dO 

sin 沒 


由此就推得所述的. 


4) 同样，取三角形 AOC 7( 同一图）作为区域 （ D 2) 后，可以证明以点 A 及 (7 为奇点的积分 



(d 2 ) 


dxdy 

1 — x 2 — y 2 


亦存在. 

因为在极坐标下，直线的方程为 r 



d 0 



~Hsiri S y* 

1 — r 2 


l 


cosO + sin 汐’ 


故上述积分就可化为 下形: 



ln rS ^ 


它显然存在. 

5) 在对照 1) 中所考察的积分后，可得下一收敛判 定法： 

如 （ D ) 是： （ a ) 包含原点的一有界区域，或 （6) 不包含原点而延伸到无穷远的区域，则函数 
/( 工 ,2/) 在（乃）上的积分存在，只要/ ㈡ ,2/) 在（乃）中可表作下形： 


/( 工， 2/) = 



( x 2 + y 2 ) 771 ’ 


①以 <5 表射线 OS 与极轴的交角. 



[617] 


§5. 反常二重积分 


• 181 . 


其中 p 是有界的,且在分别的情况下， （ a ) m < 1或 （6) r j 
m > 1. 1 


G / 



很容易将这一个判定法变到原点换作任何一点 
( xo , yo ) 的情形. 

6) 验证展布在下列图形上的函数 

" 、— y 2 — 工 2 

的二重积分存在与否 :( a ) 三角形(图 7 8), ( 6 )正 
方形 OABC , ( B ) 无穷的长带 YCBE , ( r ) 无穷三角形 
EBG , ( a ) 无穷正方形 EBF . 

答在情形 （ a ),( r ) 下积分不存在(在情形 （ 6 )，（ fl ) 
下更是如此! )； 在情形 ㈤ 下积分存在，它等于 

7) 设函数 f ( x ) 及 贞 y ) 绝对可积——第一个在区间 
—区间都可为有限的或无穷的). 求证： 二重积分 
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上，而第二个在区间上（每 



f ( x ) g ( y)dxdy 


{a y b;Cyd 



f ( x)dx 



9(y)dy 


也存在[参照 595,9)]. 

问题很容易化为非负函数的情形，我们就限于这一假定. 

例如，如两区间都是有限的且6及 d 分别为唯一的奇点，则如我们所已知道的，常义二重积 
分 （5 及 e > 0) 



f ( x ) g ( y)dxdy 


[a ， 6 — 5;c ， d — e 】 



6-5 


f ( x)dx 



d —€ 


g(y)dy 


存在； 再只要令 5 — 0 时变到极限. 


除二积分 



b 


|/( x )| dx , 



\9{y)\dy 


之一等于零的情况外，对函数 f Rg 的所述条件也对二重积分的存在是必要的条件. 

8) 求由拋物线 y 2 ^2 p { x -^) Ry 2 ^2 q { x -^) 轴间所围的图形 ( D ,) 的面积 [ 参 
看 608,8)]. 

解引用在该处用过的曲线坐标，我们 就有： 



= ^{ q ~ p ) Vpq - 


面积的计算导数反常积分（奇线是 U 轴的一段).因为变量的变换也可放到反常积分的情形 
1:去，所采用计算的合理性毋庸置疑. 
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9) 计算积分 (0 < c < a ) 



C 


R = t I yj a 2 ~ x 2 — ( c 2 — x 2 ) y 2 \/ c 2 - x 2 dxdy . 

0 Jo 


应用变换 


V 


X 


y 


uv 


vl + u 2 y c 2 (l + u 2 ) — v 2 

其中 ( u , v ) 变动于无穷矩形 [0，+ oo ;0， C ] 中； 雅可比式等于 - 
我 们有： 


V 


1 + U 2 *y^c 2 (1 + U 2 ) — 


R 


7T 

6 


V\f % 2 — V 2 

1 + u 2 


[ a 3 — ( a 2 — c 2 ) 多]. 



dudv 



du 


o ! + ^0 



C 


V 


6? — v 2 dv 


这里将显示出常义积分化成更易计算的反常积分的便利. 

10) 二重积分 


P 



e^ x dxdy 


存在，因为逐次积分 


P 




dx I r x2 - y2 dy = 



e~ x dx I e~ v dy = 

0 Jo 



e 


X 


2 


2 


dx 


存在. 


如将它变为极坐标，则就易于计算；此时： cy 平面上的第一象限就变成 W 平面上的由直线 


0=： Q， r = Q 及0二5 所围的长带.因此, 




7T / _ 2 

rdrdO = ~ / e rdr 

2 -o 


7T 


所以 



2 


e^ x dx 


vi 

2 


这一简洁的计算方法是属于泊松的. 

11) 如在这同一积分尸中按公式 


V X/(A 2 -C2)(c2- M 2) 2 


x =7, y 


c 


+ y 2 = A 2 + / x 2 - c 2 , 




2 - A 2 


D { x ， y ) __ 

D ( X ^) — 7( A 2 - J ){ c 2 - fj ?) 


变为椭圓坐标 [604,5)]， 则得 


P 





或 



e 


入 2 A 2 dA 


C 



c 一綷 


2 


e 一 p dfi 


VA 2 -c2 j Q 



e^ x 'dX 


2 


c 


VA 2 - C 2 Jq 



C - 2 


e M fi 2 dfi 7 r — c 2 
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如取 c = 1并作替换 A = 0 T +1, 则得一奇特的关系式: 


€ 


v 



V 


e_ v dv 


dv • 


v 




e— v dv 


e 


V 


v(l - v ) Jo y / v(l + v ) Jo 



V 


1 


dv 


7T 


V 


12) 借广义极坐标 


x = arcosO ^ y = br sin 0 (0 彡 r 彡 1，0 彡沒彡 2 n ) 


之助易于求出二重积分的值 


J 



dxdy 


x ^ O . y^O 


\A -碧—铵 


l ah 


如变到刚才所谈过的椭圆坐标（取 C 2 = a 2 - b \ 故所给椭圆对应于 A = a ), 则对此积分得 


J = ab 



a 


A 2 -m 2 


(a 2 — A 2 ) (a 2 — /i 2 )(A 2 — c 2 )(c 2 — /i 2 ) 


d \ d ^ i . 


w 此 



a 


X 2 -fi 2 


VV _ A 2 )(a 2 - /i 2 )(A 2 - C 2 )(c 2 -/i 2 ) 


dXdfi 


7T 

2 


在这里令 a = 1, c = fc < 1， k ’ = Vl —— k 2 , 最后 ， A = y/l — k ' 2 sin 2 ip , fi = fcsin ^(0 ^ 


7T 


我们将这一积分化为下一积分: 

Zi 


号广号 (1 _ fc ’ 2 sin 2 ip) + ( l - k 2 sin 2 ip ) - 1 ㈣ 成 =tt 
o y/(l — k 2 sin 2 ( p ) (1 — fc ，2 sin 2 



2 


这乂可表作下形 



7T 


dip 



TT 

T 


o yl — fc 2 sin 2 ip jo 

7T 

x , f \/l — fc 2 sin 2 ipdip 


y \ — k ，2 sin 2 + 



TT 


却 


yj \ — fc ，2 sin 2/ 0 




I 


dip 



号 




y/l — k 2 sin 2 (p Jo yl — k ，2 sin 2 ^ 


7T 

2 


读者此处看到了为我们已经所遇见过的勒让德关系式[参看511,1 2 )及 534,10)]. 
13) 试引导在第一种与第二种欧拉积分间属于雅可比的熟知关系式来. 

因为（当 a >0 及 fe >0) 


r ⑷二 m r ⑻ '0 



一 x b 一 1 1 

e x ax 


故显然 


r ⑷ r ⑻ 



e~ x ^ v x b ^ 1 y a ^ 1 dxdy . 


在这里令 


x = u(l — v )^ y — uv . 
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故卻平面上的第一象限与训平面上由直线^ = 0,^ = 0,^ = 1所围的长带相 对应. 变换的雅 
可比式等于&所以 


r( a )r ㈦ 



—u a+ 6 —l 

e u 


^ v a ^ l (\- v) b ^ l dud 



e 一 、 a + b — 1 



du . I v ^ 1 (1 - v) b ^ l dv = r(a + b ) B ( a , b ), 
o 


这就是所要证明的. 

14) 以前我们导出过许多公式,现在这些公式的应用范围可加以推广.例如，对狄利克雷公式 


JJ x p ~ l y q ~ x dxdy 

x ^0 9 y ^0 

x + y^l 


r(p)r ⑷ 

r(p + q + l ) 


[597,12)] 及更一般的刘维尔公式 


Jj if(x + y ) x p ~ 1 y q ~ 1 dxdy = 

x ^ O . y^O 

x + y ^.1 


r(p)T(g) 

^(p + q ) 



[611,17)] 都可如此，它们对任何 p 及 g > 0都成立.证明依然一样. 

还可以更进 一步: 到现在为止在刘维尔公式中我们假定函数当 u 自0变至1时是连续 
的，现在可允许它在这一区间中于一个或几个点处变为无穷,只要右端的积分绝对收敛（否则左端 
的积分根本不收敛). 

最后，在刘维尔公式中可将二重积分展布到由不等式 


^ > 0, y ^ 0, x + y > 1 

所定义的无穷区域上去，只需将右端的积分自1取到 + oo ( 仍假定它绝对收敛). 
在整个证明中不需有任何实质上的改变. & 

is ) 如在狄利克雷及刘维尔公式中将 p 及 g 换作$及|，再实行替换 : ay 

则这些公式就得更一般的 形状： a a 


a 

$，於 o 





a p b q 





II K(!r + (I)V _v_1 价 

之，”彡 o 

(备 r + ⑺〜 1 




ip(u)u^ + %^ 1 du 
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9 




a p b q 


r ® r (l 


⑸、⑺〜 i 

作为例题,试确定下列积分的存在条件并计算之 （m > 0): 


ap r(E + 备 

a p 



吾 + 蚤 


( a ) 



x p ~ lf y q 


( x a + y ^) 


dxdy ^ (6) 



V - 1 

( x a + yf 3 ) 771 


dxdy 


^> y >0 


x ， y>0 


(b) 



x p —V 一 1 


(1 — x a — yf 3 ) 


dxdy . 


X,y^0 
x ^+ yl 3 ^. 1 


答⑷ 


a (3 


⑹ 


«^ [ - + ~ 
a p 

a p 


m 


絲件1 +卜下 


(b) 


a (3 [ m —— 
\ » 

r ( E)r 

1 V a / 


q 


在餅 | + f 〈-下 


Q 


r(l - m ) 


a (3 


(在条件 m < 1 下) 


r E + i + i — m 

p 

[参照问题 l )]. 

16) 第 597 冃 ,15) 中所推演的卡塔兰 公式: 



f ( x , y ) ip [ g ( x , y)]dxdy 


n^g(x,y)^M 


其中 






M 




f ( x ， y)dxdy 


^g(x y y)^u 


在引人反常积分时可推广到 M = + OC 的情形，只需在此处了解 JT 为 
17) 求积分 


M 


L 



In sin(x — y)dxdy 


的值，其中 （ A ) 是由直线 y = O^x — 7 r,y = x 所围成的三角形（图79, a )). 
令 


U + t U — t 

x = y = • 


2 


2 


①所有的常数 a ,6， a ,/?, p , g 此处都假定为正的, 


l du .® 
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y 


k 


K 


o 







2k u 


图 79 


将区域 （ A ) 变换为 W 平面上由直线 u = t 1 u + t = 27 r , t ^0 所围的三角形 （△)( 图79, 5))_ W 
为变换的雅可比式等于1，故 


L 


2 



In sin tdtdu 



In sin tdtdu 


其中（五）表由直线 U = TT , t = 0 所围的三角形（见图)，再又 可写: 


L 


r pn 2 

7T J 7T 

In sin tdtdu — — I In sin tdt = — — ln2 

^ j o Jo ^ Jo 2 



18) 计算（对任意的自然数 m 及 n ) 积分 



f f Pm{x)Pn{y) 

J J x 2 +y 2^l y/l - X 1 - y 2 


dxdy, 


其中 Pn 表第 n 个勒让德多项式. 

解我们回忆到，奇（偶）附标的勒让德多项式只含: C 的奇（偶）次项.由此立刻可见,只要附 
标 m 或 n 中至少有一个是奇数时就有 7 = 0. 

设它们两个都是 偶数 : m = 2 fi,n = 2 v . 考虑积分 



P2u{x)y 


2 p 


X 


2 




y/l- x 2 - y 2 


dxdy 



1 p \/1 一 x 2 

P 2 u (x)dx 



y 


2p 


y/\- X 2 - y 2 


dy 


由熟知的公式 





sin 


2p 


7ra 


2 P (2 p — 1)!! 

~ (2p)\l 


所以我们的积分就化成 


“忘 )[!)!! J - {l~x 2 ) p dx ； 

因此，当 p < p 时它等于0[由勒让德多项式的基本 性质; 320, (8)]. 于是，当 n = h # m = 2 M 时, 
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J ： 述积分 1 = 0. 还剩下当 n 


= m 


2 fi 的情形.在这一情形下， 



工 2 +y 2 <i 

(2/ i - l )!! 
( 2 ")!! — 


P2^(x)P 2(X (y) 

\/1 - x 2 


dxdy 



P2n{x)y 2 




x 2 ^ y 2 ^l 


\/l - x 2 - y 2 


dxdy 


7T 



1 


P2 ^{ x){l — x 2 ) fX dx 


(-1) 〜 


(-1 广 TT 


(2m)!! 

(2 m —1)!! 

(2/x)!! 



l 


P2fi ( x ) x 2fJ， dx 



P2 ( x { x ) P2 ( x { x)dx — (-1) M 27 T 


(2 fi - l )\\ 1 


1 


(2/ x )!! Afi + 


[320(10)]. 这样，最后 


0， 

(- 1) 号 2 

读者试验证所作运算的正确性. 
19) 试计算积分（刘维尔） 


7T 


( n - l)H 1 


( n )!! 2 n + 1 


除 n = m = 2" 的情形外 

如 n =爪= 2 fi . 



dxdy (A > 0) 


利用莱布尼茨规则求得它对参数 A 的 导数: 


dR 

dA 


3 A 2 




e 


(^ + 3/ + ^-) 


x^y 


% -idxdy ① 
xy 


此处只换一个变数％令（当 y = 常数时> = 所以^ ;我们得 

xy x z 


dR 


-3 



e 


y ^- 1 z i~ l dydz = -3 R 


积分这一简单微分方程,得丑：== Ce - 3 A . 如令 A = 0就可决定常数 


丑⑼ 


C = r 0 r (I)^ 


一 2艾 

sin — >/3 

o 


因此，最后， 


R 


27 T _ 


V 3 


e 


3 入 


20) 试计算积分 


A 



e ”^^_ dxdy 


y/^V 


①建议读者验证积分 H 的存在及允许应用莱布尼茨规则.后者可如在单积分情形时用同样的观 
察而处理. 
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(其中 a ： =常数). 

因为积分号下的函数其绝对值不超过函数 


e 


x-y 


图80 


y/xy 

当然它在第一象限内的积分是有的[参看7儿故积分 A 的存在得 
以保证. 

以 （ D ) 表第一象限中 X > y 的部分（在图80中打了斜线)， 
显然，我们有 

. 0 ; _ cos 2 k^/xy 

A = 2 i e y - dxdy . 



现在按公式 


u = x + y , v = 2 y/xy 


进行变量变换，点在平面上描画出与 （ D ) 相对应的区域 （△), 故 u 同时 


D ( u , v ) — x - y — 2 y / u 2 — v 2 及 D ( x ’ y ) 


v 


D ( x ， y ) Jxy 


v 


D ( u ^ v ) 


2 y / u 2 — v 


2 


在代入后得 


A = 2 



cos kv .. 
e -- ■■ auav 


\/V? 


V 


2 



2 / e_ u du 

o t/Q 



cos kv 


\/u 2 — V 2 


dv 


为了计算里面的积分，我们令 


V 


usinO ^ dv = u cos OdO = y / u 2 — v 2 dO 


而它就化为积分 



7T 


cos ( kusinO)dO = ^ Jo ( ku ) 


[440,12)]. 利用熟知的结果 [524,3)], 最后得: 



7T 


A = it I e Jo { ku)du =— 

o \/知 + 1 


21) 试计算积分 


B 



e - a \/ x 2 ^ y 2 cosx ^ cos yrfdxdy 


其中及 77 是常数且 a > 0. 
显然， 


B 



+ OC 疒 + oc 



dxdy . 


令 


x = r cos 沒， y = r sin 沒 


变到极 坐标； 同时为了简化计算起见，又令 


^ = p cos ip^ Tj — p sin ip. 
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代入并略加改变后得 


B 


8 



2tt 



0 

2 tt 



dO I e— ar cos [ rpcos (沒一 ip )]* rdr 

o 



+ / dO I e_ ar cos [ rpcos (0 + ^ p )] ^ rdr 

o Jo 


令沒干 p = A 并利用周期性，我们将这两个逐次积分化为同样的一个: 


B 



27 T 


d \ 



e_ aT cos ( rpcosA ) - rdr 



2 


d \ 



e— ar cos ( rpcosX ) - rdr . 


容易计算出（例如，分部积分) 



a 


2 - b 2 


o e " cosMr= ^W 


(a > 0) 


此时， 



a 


2 


— p 2 cos 2 A 


( a 2 + p 2 cos 2 A ) 


2 


dX 


7 T 

2 


7 r a 

2 (fe 2 + e 2 + ” 2 )I 


a 

( a 2 


在更一般形状下也可证明（用同一方法)： 如积分 



X 2 + y 2 ) cos cos yrfdxdy 


存在， 则它恒仅与+ r ? 2 相关，即有/(^ 2 + r ? 2 ) 的 形状. 

22) 设 （ D ) 是由不等式 Ogrrga 及所指的三角形 
0 AS (图81)，而 f { x ) 是任意一自0到 a 的连续函数,将二重积分 



f(y)dxdy 
^(a-x)(x - y) 


用两种 方法化为逐次积分以证公式 



S 81 




f { y)dy 



7 T / f ( y ) dy . 
0 


(15) 


[实质上，这是狄利克雷公式 597,10) 的一特殊应用，不过这一次应用到反常积分上 罢了； 这里的 
奇 线是 ： x = a 及 y = 4 

我们利用公式 （15) 来解一个属于阿贝尔的有趣问题. 

设 if [ x ) 是一已给函数，在区间 [0, a ] 上它及其导函数皆连续，且 p (0) =0. 要来确定在同一 
区间上的连续函数 f ( x ), 使对所有的下一条件 适合： 


p ( x ) = 



f { y)dy 

V x ~y 


(16) 


1 这种类型的方程其 未知函 数在积分号下面者，称作积分方程.阿贝尔方程是积分方程原始例题之 
一，现在积分方程已出现有广泛发展了的理论 .1 
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在等式 （16) 两端同乘上 ; 将它对 a : 自0积分到任一 a (0 < a < a ); 由 （15) 我们得 

yja — X 



< p ( x)dx 


a — x 



f(y)dy. 


如利用我们所已知的结果511,14)，在左端及右端对《取导数，则就得到所求函数的表示式 


/H =- 





dx . 


剩下还要 验证： 所得函数满足提出的条件.它对 a 的连续性容易借在 511,14) 中所述变换来 
证明.如将这一函数代人方程 （16), 则依靠公式 （15), 得 



dy 


Jo Vv ~ t 


dt 



ip f ( t)dt = ip ( x ) [ v ?(0) 


这就是所要证的. 

最后我们还讨论两三个能说明某些原则性东西的例题. 

23) 首先我们 证明： 对于（甚至非负函数的）反常积分,第594目中自 
逐次积分存在的定理一般不成立. 

设在正方形[0，1;0，1]中函数 f ( x ， y ) 定义如下 •• 


重积分的存在可推得 


2 n , i\\x 


f(x,y) 


2 m 

~2 


RO<yK 


(n = 1，2, _ • • ; m = 1，2, 

在其它各点. 


当 y = 常 数时，只有 有限个 x 的 值能使/ # 0. 这就是说 



1 


/( x ， y)dx = 0及 




dy f ( x , y)dx 


现在，若尤=常数且不是的形状，则/ = 0且 f f ( x , y)dy = 0. 而若: C 二常数 

« fo f ( x ， y)dy 二 fdy 二 1. 由此可见，逐次积分 f dx ^ f ( x , y)dy 不存在. 

[对函数 f ( x jV ) + f ( y ， x )， 显然，两个逐次积分没有一个存在!] 

至于二重积分，则我们首先注意，奇点填满了 a : 轴上的线段 [0,1]. 对任何的 e > 0在矩形 


[0,1;^, 1] 上函数/只在有限个直线段即对^ ^的 z 

2 n 


2 m 


上异于0.故 


II 

"[0, 


f ( x , y)dxdy 


l ; e，l 


当 e — o 变到极限时，就可见到 


II 


f ( x , y)dxdy 




24) 不难确证，二重积分 


⑷ 



xy 


sin xdxdy , (6) 



sin ( x 2 + y 2 )dxdy 
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都不存在(在第612目所给出定义的意义下). 

在情形 （ a ) 下很清楚，积分号下函数绝对值的积分不存在，因为否则逐次积分 


sinx\dx 


dy 


I sinx | 


dx 


将有有限值，但事实上不是如此 [477]. 于是，由613,就得出断言. 

在情形 （6) 下，如以 ( K r ) 表中心在原点半 径为丑 的圆的四分之一，则变到极坐标时将有 



sin ( x 2 + y 2 )dxdy 


d 9 


(心） 


sinr 2 . rdr — ^(1 — cos R 2 ). 


当 i ? 增大到无穷时这一式子没有确定的极限，也就解决了问题. 

很奇怪的我们注意，在所讨论的两例中的每一个，其两种逐次积分均存在（甚且彼此相等 



dy 


sin xdx 


sinxdx 


dy 


[522,2°] 


dy I sin ( x 2 + y 2 )dx 



dx I sin ( x 2 + y 2 )dy 


[522,5°]. 


因此，对于变号的函数，逐次积分之一的存在还不足保证二重积分的存在（我们回忆一下，在 
614中我们补充要求了函数绝对值逐次积分的存在!） 

25) 因为无穷矩形 [0, + OC ; 0, + oo ] 不能当作任意无穷伸展的区域（如在第612目中定义所 
要求者）来概括，而只能当作形如 [0, A ; 0, B ] 的特殊矩形区域的极限，故在上所考察的两情形下 
仍可证得：积分 


dxdy 


J J[o 9 a ； o } b] 

当 — + oo 时有一确定的有限极限存在. 
这立刻可以从积分 


sin ( x 2 + y 2 )dxdy 


>[0,A;0,B] 

A 


sin x 2 dx • f cos y 2 dy + / cos x 2 dx • / sin y 2 dy 


看出来，它在所述极限过程下趋近于极限 ^[522,5°]. 


现在我们来考察积分 



[0 ， A;0 ， B] 


rA ♦ rA _J5；r • 

一 xu • ， / sinx , / e sinx , 

e y sin xdx = / - dx — / - dx 

L x L x 


右端的第一个积分（当 A — + oo 时）趋近于而第二个（当 — + 00 时）有极限0,因为 
其绝对值不超过积分 


e_ Bx dx 


-AB 


这样，最后取极限时得 | ® 


①这一极限与两逐次积分的值相一致,在两情形下都如此，当然不是偶然的[参照 168], 
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与极限过程特殊化相关的类似极限好像反常积分的“主值 ”[484] —样.在任意伸展到无穷的 
区域的情况下也可考察它们，如在区域的外面令函数等于零.有些数学家认为将这些极限就放在 
反常二重积分概念的定义本身中很为合适（这与在我们的叙述中所采用的定义本质上相异).在这 
种观点下， 24) 中所考察的两个积分就是收敛的且非绝对收敛. 

附注 类似的情况发生在二重级数中.因为我们在那里总是从无穷长方矩阵出发，所以不断 
用加边的有限长方矩阵来概括它是很自然的.这已被我们安置在二重级数和的定义中 [394]. 因此 
之故，二重级数既能绝对收敛，也能非绝对收敛.然而，也另有一种观点存在,按照这种观点，从一 
个无穷矩阵中可以用任何形式的一些曲线分离出有限块来，只要这些曲线能够所有的点到无穷远 
去就行了 [612]. 如站在这种观点上的话，则二重级数也可与反常二重积分一样能仅仅绝对收敛. 
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§1. 双侧曲面 

618 . 曲面的侧 让我们首先来建立在以后讨论中占重要地位的 曲面的 侧这一 
概念. 

在许多情形中，这个概念是通过直觉就可以了解的.如果曲面是由形如^ = 
f ( x ， y ) 的显方程给岀，那就可以说到这曲面的上侧 或下侧 .①如果曲面范围着一个 
立体，那也容易想象到它的两侧——朝向立体的 内侧， 与朝向立体的周围空间的 
外侧. 

从这直觉的概念岀发，我们现在要对曲面的侧这个概念给以确切的定义. 

考虑一 个光滑 的曲面 （ S ), 它是封闭的或者是由分段光滑的边界所围成的，并且 
它上面没有 奇点； 因此，在这曲面的各点上都有确定的切面，它的位置随着切点位置 
的改变而 连续地 改变. 

在曲面上取一定点 Mo , 并在这点引一法线，这法线有两个可能的方向（它们可 
用方向余弦的符号来区别)，我们认定其中一方向.沿曲面画一个起自 Mo 而又回到 
Mo 的闭路，并假定它 不越过 曲面的边界.令点 M 沿着这闭路环行，并在其各个接 
续的位置上给予法线一个 方向； 这些方向就是由我们在起点 Mo 处所选定的那个法 
线方向连续地转变来的.这时下面两种情形必有一种 发生： 令点 M 环行一周再回到 
M 0 时,法线的方向或与岀发时所定者相同，或与出发时所定者相反. 

如果对于某一点 M q 及某一通过 M q 的闭路 M 0 AM 0 j 后一种情形发生，则对 
于其它任一点抓也容易作出一个起自抓而又回到从的闭路，使回到恥时 

— ①杳 石每菜有豆 憂运表 轴本身垂直向上. 
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法线的方向与起初所定者相反.例如，假若我们理解 M X M 0 为曲面上连接 Mi 与 
M 0 两点但不越过曲面的边界的任一曲线，而 M 0 M X 为与其方向相反的同一曲线，则 
MxMqAMqMx 就是这样的一个闭路. 


在这情况下曲面叫做单侧的.所谓的默 



A C 

图82 


比乌斯带 (图 82) 就是这类曲面的一个典型 
的例子.如果我们把一长方形纸条 ABCD 
先扭一次，再粘起来，使4点与 C 点相合/ 
点与 D 点相合，我们就可得到它的一个模 
型.假若用一种颜色来涂这个扭成的环带， 
那就可以不越过它的边界而用这种颜色涂 


遍环带的全部.像这一类的曲面不在我们今后讨论之列. 


现在我们假定不论 M q 是怎样的点，不论通过 M q 而不越过曲面边界的线是怎 
样的闭路，沿此线进行一周再回到起点 m q 时，法线的方向与起初所定者相同.在这 
些条件下的曲面叫做双侧的. 


设 S 是一个双侧曲面.在 S 上任取一点 m q , 并给这点的法线一个确定的方向. 
取这曲面的其它任一点 攝， 我们用任一个在曲面上但不越过曲面边界的道路 
来连接 M Q 与 M 1; 并令点 M 沿这道路从 M q 进行到 Mi . 如果这时法线的方向连 
续地改变，则点 M 到达 M : 的位置时就带着一个完全确定的法线方向，不依赖于道 
路的选择.实际上，假若说 M 沿着两个不同的道路 （ i ^) 与 （ K 2 ) 从 M q 进行 
到奶时，我们会到 騎 点得到两个不同的法线方向， 则闭路 就 
会使得回到 M q 时所带的法线方向不同于起初的法线方向.这和双侧曲面的定义相 
矛盾. 

由此可见，在双侧曲面上，选定了一个点上的法线方向便唯一地决定全部点上 
的法线方向的选择. 曲面上全部点的集合连同那按指定的规则对这全部点上的法线 
所给予的方向，叫做曲 面的一个定侧 97 ). 


619 .例 1) 最简单而又最重要的双侧曲面的例子是用显方程 z = f ( x ， y ) 表达的曲面，这 
里假定函数 z 在某一平面区域 （ D ) 内连续，并且在这区域内有连续的偏导数 


dz 



^ dz 

与 q = W 


97) 特别是，从所引入的定义与前面对此所作的说明，可以作出对今后来说重要的结论.首先，曲 
面的侧完全由此曲面上在每一点的法线方向（两个可能的方向中的一个）所确定.第二，前面所 
提到的选择不是随意的，所考察的曲面上相应于点 A / 的法线方向应当连续地依赖于点 A / 的位 
置.[这一要求只有表为方向余弦的说法才是方 便的： 在点 A / 选择的法线方向与坐标轴夹角的余 
弦 一 cos A , cos ^ cx>s ^——应是 A / 的连续数值函数.这后一连续性条件的表述在今后常常会用 
到.应指出，正是由于连续性条件，在定侧时，仅在曲面的一点上确定法线方向才是可以的一一曲 
面在其余点的方向已经成为确定的了 .1 

最后，第三，由单侧曲面与双侧曲面的定义得出，事实上单侧曲面不可能有侧，同时易见双侧曲 
面总是有且仅有两侧，前面所说也证实名词“双侧曲面”本身是有道理的. 
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在这种情况下曲面的法线方向余弦具有表 达式： 

cos A =- :? - —， cos "= - —q — ， cosu = - 1 . 

± y/ 1 p 2 q 2 ±yJl-\-p 2 +q 2 ±y/l -\-p 2 +q 2 

在根式前选取一确定的符号后，就在曲面的全部点上都建立了确定的法线方向.因为根据假设， 
方向余弦是点的坐标的连续函数，故它所定的法线方向也连续地依赖于点的位置.由此显然可见, 
在 cos A ， COS //, cosy 的公式中根式前符号的选择， 正是在以前所说的曲面的侧这个概念的意义之 
下， 确定了曲面的 一 侧. 

如果我们在根式前选取正号，则在曲面的全部点上 


1 



是正的，就是说所选一侧的对应法线和 Z 轴作成的角是锐角.因此，由这选定的符号所确定的曲 
面的一侧是上侧.反之，在法线方向余弦的表达式中选取负号就显示出曲面的下侧（全部法线都 
和 Z 轴交成钝角). 

2) 我们现在考虑，更一般地，任意一个由参数方程 

x = x(u, v), y — y(u, v), 2 : = z[u, v) (1) 

给出 的非封闭的光 滑曲面 （ S 1 ) 并且参数在 m ; 平面上某一有界区域 （ A ) 内变化.光滑性要 
求 (1) 中各函数及其偏导数都在 （ A ) 内连续，并且曲面没有奇点. 此外（特别着重地指出)，我们 
假定重点不出现， 所以曲面的每一点只能从参数％ r 的一对值得到. 

如果像寻常一样用 A ， C 表示矩阵 


(Vu 

Y Vv 之 V 

中三个行列式 98) , 再假设恒有 a 2 +5 2 + c 2 >0, 则曲面的法线方向余弦可用熟知的公式来表达: 




并且在这情况下 根式前选定一种符号便决定曲面的一侧， 所以曲面是双 侧的. 实际上，如果符 
号已选定，则对于曲面的每一点（因为只有的一对值对应于它!）公式 （2) 和一个确定的法线 
方向相对应.当点移动时,法线方向连续地改变 99) . 

没有无重点的假定时，那就不能无条件地肯定说这曲面是双侧的.因为和曲面的重点 M 0 对 
应至少有参数的 两对不 同的值如，如与 u u v u 而对于这两对值即使把根式前的符号取得一样，公 
式 （2) 仍可能对 M 0 处的法线定出两 相反的 方向.如果真是这样，则这曲面一定是单 侧的. 实际 




99) 在公式 （2) 的每一个根式前都取正号所确定的曲面 ( S ) 的侧称为用所考察的参数表示产生的 
侧; 今后我们有时用记号（斗）来表示，而与该侧相反的一侧用记号 ( S -) 表示. 
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上，我们连接点 rrio(uo,vo) 与点 vx ) 成为⑽平面上一个曲线 m 0 mi ； 于是沿这曲线我们 
得到曲面⑻上一个起自 M 0 而再回到 M 0 的闭曲线：若一个点带着一个法线方向从 M 0 出发， 
则沿这曲线环行一周而回到 M 0 时，它所带的法线方向已与出发时所定者相反！ 

3) 若一光滑曲面（的是封闭的，围着某一个立体，则它具有两侧—— 内侧 与外侧——是很 
明显的.设这曲面是由 （1) 中各参数方程表达.这时，虽然关于曲面上的点与区域 （ A ) 上的点成 
—一 对应的假设不完全能实现，但是公式 (2) 中符号的选择却全然确定曲面的一侧. 事实上像刚才 
上面说过的那种情形在这里是根本不可能的. 

620 . 曲面和空间的定向 设（的是由简单闭路 ( L ) 所范围的一个非封闭的光 
滑双侧曲面; 选取这曲面的一个定侧. 我们现在按下面的规则对闭路 （ L ) 记上一确 
定的环行方向作为 正向： 这一个方向由观察者看来必须是依 反时针方向进 行的； 这 
时假想观察者依这方向沿着这界线进行, 且与选定的一侧对应 的曲面的法线同向地 
站着.“反时针方向”的含义，确切地说,就是观察者必须在他左边看见与他紧接的曲 
面的部分.对于曲面上每一个围着一部分曲面的简单闭曲线来说，它的正向由这同 
一 个规则同时建立起来 .® 与正向相反的环行方向叫做 负向， 总之，这 就是曲面的定 
向 概念的内容.如果从曲面的另一侧出发，则法线要改其方向为相反的方向，观察者 
的位置也要 变更； 因此按照我们的规则必须重新布置闭路 GL ) 的正负向以及曲面上 
其它各闭路的正负向：曲面改变其定向.由此可见,如果始终保持这个确立了的规则, 

则选定了曲面的一侧就确定了曲面的定向；反之，选定了曲面边界的正向，就唯一地 
确定了曲面的一侧. 

在封 闭的光 滑曲面范围着某一个立体的情况下，这里所能谈到的是对于这 
个立体来说曲面的 外侧或内侧. 要对于任一个简单的闭曲线用上述的规则来确立它 
的正向，这时不能做到，其原因是双重的.首先是这种曲线（例如在环面上的任一经 
线或纬线）简直可以“不分割”曲面，那时曲面从双方紧接着 曲线： 我们的规则不能 
给出什么.然而即使闭路“分割”曲面成两区域，它也同样地“范围着”这两区域，并 
且我们的规则要看选取的是哪一个区域来定这闭路的两方向中哪一个作为正向.以 
“分割”曲面的那种闭路为限,我们开头把一个区域和边界一同指出，然后正向就完 
全而唯一地建立起来②. 于是曲面的两定向之一就全靠所选取的一侧决定. 

" ^当^闭路确定正 _ 向时^必函只"¥虑这个部分. 

® 如果考虑平面上由同样的方向所确定的开的或闭的曲线，则在第一种情形下可以说出曲线上 
的任意两点哪个在前与哪个在后厕在第二种情形下只有指出了那两个点及由它们所限制的弧线 
以后，才能够那样地说，可以看出这里所说的与正文所说的相类似之处. 

100) 这样一来，例如，确定了球面的定侧以后,我们可以谈论沿此球面的上半球面的边界环行方向 
的 正负； 同样可以谈论沿下半球面边界环行的正负方向.然而不能谈沿球面赤道本身环行的正负 
方向. 

总体上可以说，给曲面定向是选择（相应于所考虑的曲面的侧）沿着每个位于曲面上，由简单分 
段光滑闭路所范围的区域的边界环行的正方向.上述进行选择的规则可以比此前课文中所说的表 
述得更为正式一些.事实上,更为正式的表述在下一目中.同样可参看下页上的脚注 101). 
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如果对于每一个这样的曲面，把那个和曲面的外侧对应的定向规定作正的定向， 
而把和它相反的当作负的定向，则空间本身由此而产生了某种确定的定向.这完全类 
似于平面上任一简单闭曲线的正向（可以说是正的定向）的选取,可以表征平面的定 
向 [548]. 


现在定义的那个空间定向，归根到底是以 
反时针方向的旋转作为它的基础的，叫做右 
手定向. 若所持的出发点是顺时针方向的旋 
转，则得到空间的左手 定向. 为了避免混乱起 
见，我们今后在空间定向起作用的那些问题上 
总是预定右手的空间定向. 

必须指出，空间坐标轴的安排要由所规定 
的空间定向去决定.在右手定向下，坐标轴要 
安排得这样，当我们从正的2轴望它们时，由 
正的 x 轴到正的 y 轴的旋转是按反时针方向 




a ) 





6 ) 


图83 



进行的（当字母: rp 循环轮换时这也保持有效 )( 图83, a )) ; 在左手定向下，所说的旋 
转就顺时针方向进行（图83, 6)). 在第一种情形下坐标系 Oxyz 叫做右手的，而在第 
二种情形下叫做左手的.遵照上面所定的条件，我们今后在所指的各情况下采用右 
手坐标系. 


621. 法线方向余弦公式中符号的选择 我们现在要对前面说过的概念，即曲面 
的一个侧的选择和其一个定向的建立两者之间的关系，给出一个在以后极重要的应 
用. 

我们再考虑简单的非闭的光滑曲面（幻，并选取它的一个定侧（跟着也选好了定 
向!).设 （ A ) 是 m ； 平面上的区域 （ A ) 的边界，而 （ L ) 是我们的曲面上和它对应的边 
界.我们假定（这总容易实现)，边界（^)的正向对应于边界 （ A ) 的正向.于是对于两 
个彼此对应的在区域 （ A ) 内的闭路 （ A ) 和在 曲面⑹ 上的闭路 （ Z ), 也有同样的情 

形 :( A ) 的正向引出⑴的正向.① 

在这些条件下为了显示所选的曲面一侧，必须选取法线方向余弦公式 （2) 中根 
式前的正号 101 ). 

①因为一闭路的方向可以^它&5任一部分的方向来判断，所以对于和 （ A ) 有一公共部分的闭路 
( A ) 来说,所下的断言是显明的，然后容易变到一般场合. 

皿) 从楷体字所述的假定推出，范围曲面 （$ 上某一区域的边界 （ L ) 的环行方向，可按下述规则 
确定.首先确定曲面 巧)， 或至少是⑻上的一部分区域连同范围这个区域的边界 ( L ) 的参数表示 
x = x ( u ， v),y = y ( u , v ), z = z ( u , v ). 其次，求出在 ⑽ 平面上与曲线 （ L ) 及其所范围的区域相应的、 
互相单值确定的曲线 （ A ) 与区域 （△). 现在假定 ，⑽ 平面补上与坐标轴 U 与 t 的配置相应的定向 
[参看 548]. 我们可以按下述方式确定与曲面 （$ 所选的侧相应的边界 （ L ) 的环行方向.如果所选 
曲面⑻的侧是 （ S +) 侧，那么对 （ L ) 的正向是这样的环行 方向： 它与边界 （ A ) 的正的环行方向相 
对应； 反之，在 (5^.) 侧的情形对 （ L ) 的正环行方向对应于边界 （ A ) 的负的环行方向. 
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要证明这个断语只要查明 ，至少有一点处由 这些带正号的公式所确定的方向和 
所要求的法线方向相一致.取曲面上任意一个内点 M 0; 在区域 （△) 内有和它对应的 


点 mo ( uo , vo )> 



设在这点处,譬如说，行列式 


< y’ v 

不为零.于是在 m ; 平面上找得到点的 
一个这样小的邻域（其边界为 （ A ))， 使得在 
曲面 （ S ) 上和它对应的点 M q 的邻域（其 
边界为 G )) 是 一一 对应地射影到平面 
上.用（岣表这射影在/平面上的闭路 
(图 84). 


如果在所考虑的点处以及在它的邻域内 C > 0, 则对应于闭路 （ A ) 的正向有闭 
路⑻的正向（即在所选择的坐标轴的排列下其 方向是反时针方向) [参看 606 , 1 。]. 
从图形中显然可见，要曲面上和斤）对应的闭路⑴的方向也是 反时针方向， 就必 
须从 上面朝 它看， 因此 在这情况下点 Mo 处的法线应该是向 上的， 即应该与2轴交 
成锐角.如果在公式 （2) 中取正号，则由公式 （2) 就正有这情形，因为当 C > 0 时 
cos ./ > 0. 反之 ， C < 0时法线应该与 2 轴交成钝角，这在上述选取的符号下一样地 
成立，因为 C < 0时 cosr < 0. 


若光滑的曲面 （的 是闭的而且范围着某一个立体[参看 619,3°], 则对于它来说 
就有类 似的情形发生 .假设我们已认定了曲面的一个定侧，并且假设对应于区域 （△) 
内任一闭路 （ A 0 ) 的正向有曲面 （ S ) 上由它定义的闭路 （ Z 0 ) 的正向，只要 （/ 0 )所范围 
的那个在曲面 （ S ) 上的区域是与 m ; 平面上由闭路 （ Ao ) 所范围的区域相对应.在这 
种情况下，上面对于开曲面所证明的命题这时也是正确的. 


622 . 分片光滑曲面的情形在 620 目中所发展的概念，也为曲面的侧的概念 
推广到分片光滑的曲面的情形提供了一个便利的方法.第 618 目中所叙述的一些见 
解不能直接地应用到这里，因为沿着那些连接各片光滑曲面的“棱”没有确定的切 
面,而且通过这些棱时谈不到法线方向的连续变化. 

设给定的分片光滑的曲面⑹是由各光滑的曲面（氏)， （为) ，…所组成，它们是 
沿着棱（即它们边界的公共部分）一个接着一个的.首先假设 这些面片中各片分开 
来都是双侧的. 可是,要能够把整个曲面（的看作是双侧的，这个假设自然是不充分 
的；不难看出默比乌斯曲面是由两片光滑的双侧曲面作成的. 

在每片曲面（况)(《= I ， 2 ,…）的边界（私）上选取其两方向中之一作为 正向； 我 
们已知道，这可以确定曲面（氏）的一侧.若这选择法能够进行到这样，使得 相接的 
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两边界的公共部 分①总 是在两边具两个相反的方向 (图 85), 则只有这时曲面（的是 
双侧的. 曲面⑻的一侧定义为由所述方法选出来的它的各部分的侧的总和. 

如果就在一个地方把一个边界的方向改为相反的方向，则为了遵守我们的条件 
必须对所有的边界都这样做.于是所选的各片曲面的侧都要用与它们相反的侧 
来 替代； 这些相反的侧的总和就组成曲面的第二侧. 

为了要掌握所作的一些规定，向读者建议： 1) 用一立方体的面（图 86) 作为例子， 
选择其六个面的边界的应有方向来实现这些规定， 2) 假若企图对一已分解成为两个 
或多个双侧曲面的默比乌斯带也这样做,试了解当中会有那些困难发生，最后， 3) 指 
出上面所给的关于曲面侧的定义与曲面被分解为怎样的光滑面片无关. 



图85 图86 


§2. 曲面面积 

623. 施瓦茨的例子 曲面面积的概念与曲线长的概念有相似的地方.我们已定 
义（开口）弧长为内接于这弧的折线的周界当其各个边长趋于零时的极限.在曲面 
(譬如说也是开的）的情况下，很自然地会去考虑内接于它的多面形，并且定 义曲面 
面积为这多面形的面 积当其各个面的直径趋向于零时的 极限. 

可是在19世纪末这个定义的缺陷已被揭露出来.那就是施瓦茨 （ H . A . Schwarz ) 
证明了上述极限甚至对于简单的直圆柱面都可以不存在！我们来给岀这一具启发性 
的例子. 

设给出一个半径为 i ? 与高为 H 的圆柱面.用下面的方法画内接于这柱面的多 
面形.将柱面的高分为 m 等分,过每一分点作垂直于这柱面的轴的平面，于是在这 
曲面上得到 m + 1个圆周（包括柱面两底上的圆周在内).将每一圆周分为 n 等分，使 
上一圆周的分点位于其下一圆周的弧的中点上头. 

— ® "这个部可以 i 二 ^单独的面片组成. 
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由所有这些弧的弦以及连接每一弦的端点到其上一圆 
周上和下一圆周上的分点（它们恰巧分别地安置在对应弧 
的中点上头和下头）的线段作成三角形（图 87). 这些三角 
形的总数是 2 mn 个，并且都是全等形.它们总合起来就构 
成我们所需要的一个多面形 （‘,„); 图88就代表它的一个 
模型. 

我们现在来计算每个三角形的面积 a . 取弦做底，其长 

等于 

2 i?sin — * 



求三角形的高4召(参看图形)，要我们注意= 
VAC 2 ~+ BC 2 , 其中 

AC ^ OC ~ OA ^ r (\~ cos , BC =~. 

\ n / m 

因此，这一三角形的面积等于 



而多面形的全面积等于 



图88 当 m 与 n 无限增加时，所有三角形的直径趋 

向于零,但面积 S m , n 没有极限.实际上,若令 m 与 
n 这样地增加，使得比值^趋向于一个确定的极限 g : 

n z 



则因我们原有 

而另一方面根据所作的假设又有 
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我们看到，这个极限实质上依赖于 g 的大小，即依赖于 m 与 n 同时增加的方式.当 
q = 0 时而且只有在这时，所说的极限等于 27 nRi 7( 这是在几何学教程中所已求出的 
面积的大小)，但它甚至可以和 g 同时为无穷大.因此，当 m 与 n 两数各自独立地变 
到无穷大时，面积确实没有确定的极限.由此可见，如果站在上述定义的观点 
上，则柱面是没有面积的. 

重要的是要了解，在内接于曲线的折线情况与内接于曲面的多面形情况间有些 
什么区别.为了简便起见，我们把所说的曲线与曲面都算作光滑的.在曲线上，只要 
所作折线的各个弦足够小，则每个弦的方向与其对应弧上任一点处的切线方向要相 
差 多小就多小.所以这种无穷小的弦可以越来越加准确地当作其对应的弧的元素. 
相反，要多小就可多小的那种顶点落在曲面上的多角形的面，可以完全地按自己在 
空间的位置不与曲面的切面 接近； 在这种情形下它显然不能替代曲面的元素.这种情 
形很好地说明了刚才所考虑的 例子： 柱面的切面全是直 立的， 而内接于柱面的各个 
三角形 的面当 g 很大时几乎都变成水 平的， 而构成一些微小的皱纹. 

624. 曲面面积的定义整个以上所述，引使我们想到预先要求于所给曲面的内 
接多面形的，不仅是它的各个面的直径要趋向于零，而且这些 面在空间的位置要无 
限地接近于曲面的各个切面的位置. 

可是这种想法要完全实现很不简单，我们只好放弃它[参看第627目].我们要 
以另一种但也完全出乎自然的想法做基础，来给出曲面面积概念的定义. 

我们将考虑一个由分段光滑的闭路（句所范围的开的光滑曲面 （ S ). 设这曲面 
被一个分段光滑的曲线网分成许多部分 

并在每一部分（氏）内任意地选取一点 M,{i = 把元素⑼）垂直地射影 

到曲面 在点风 处的切面上,我们得到在射影内的平面图形 ㈤ , 其面积为 TV 
这些面积 TKi = 1,2,.-. , n ) 的和在各个元素 （氏） 的直径趋于零时的极限 S 叫 
做曲面 （ S ) 的面积. 

若用 A 表示上述的各个直 径中最大者， 则可写 

5 = lim V Ti. 

% 

读者无论用 “ e - J 说法”或用“序列的说法”不难看新订出对这一极限步骤的精确说 
明. 


具有面积的曲面叫做可求积的曲面. 

625. 附注为了使所说的定义得到确切的意义，我们要建立下面的辅助 断语： 
曲面 （ S ) 上每个直径足够小的部分 （ S ') 是——对应地射影到这部分的任一点 
M f 处的切面上. 
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因此，如果前一目所指的曲面的一切元素（氏）的直径都足够小，则它们在其对 
应切面上的射影（ I )都是完全确定的平面图形.这些图形都是由分段光滑的曲线所 
围成的，而且显然是可求面积的：和数具有意义. 

我们来证明这断语.设曲面 （ S ) 是由参数方程 


x = x ( u , v ), y — y ( u ^ v )^ z = z ( u , v ) 


⑴ 


给出，其中在 m ; 平面上一个由分段光滑的边界 （ A ) 所围的区域 （△) 内变化, 
同时假定在（的的点与 （△) 的点之间有 一一 对应关系， 并且⑻ 的边界 （ L ) 上的点 


对应于边界 （ A ) 上的点. 

为了消除与界上的点联系着的一些困难，宜在事先把 （1) 中各函数扩充到某 
一更大的区域上，但保存其可微性 [261], 从而就得到作为曲面的延展的一 
个曲面 （§). 

曲面的每一点 M q 可用曲面的这样的一块面 （ S ) 来覆盖[如果所说的 
点是在⑹的边界上，则⑷算是 属于肉 的]，使得这一块面是由 [228] 目中二个 
显方程之一来表达并且射影到对应的坐标面上某一圆内.除此以外，可以假定在⑷ 
的两个点处的法线无论何时也不会互相垂直 (这不难用缩小区域直径的办法来达到). 
于是我们肯定说 ，面块 卜) ——对应地射影到它的任一点处的切面上. 



图89 


于是我们的断言得到了证明. 


要证明这一断言，我们用反证法.假设这个断言不 
成立，于是在⑷上就有这样的三个点使 
得弦 M x M 2 平行于曲面在点 M 3 处的法线（图 89) .设 
这时曲面 ㈤ 本身,譬如说，是由形如 

^ = f ( x , y ) 

的显方程表达，这里点（: r ， y ) 在 xy 平面的圆⑻内变 
动 . 弦 M x M 2 作平行于^轴的 平面； 它沿着某一 
弧 M1M2 与曲面 ㈤ 相交我们知道 [112,114], 在这 
弧上必有一点 M 4 , 在这点的切线平行于这个弦.但是, 
这时在 M 4 处的法线一定是垂直于这个弦的，也就是 
垂直于在点 M 3 处的法线的，这与我们的假设相矛盾. 


由此出发我们现在进行证明起初所作的断语.对于曲面的每一点 Mo 我们 
用它的一个更小的“邻域”⑺来替代上面所提到的它的“邻域” ㈤ ，使 得它们的边界 
没有公共点.在 m ; 平面上有点 m Q 及它的邻域对应于点 M q 及面块 （ A ; 不要 
把与（乃的边界列入与（乃之内，就是说它们都算 作开的 区域.把博雷尔 


①弦恥地在即平面上的射影线段 M [ M f 2 全部属于圆⑻，这点情况在这里发生了作用. 
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的引理 [175] 应用到覆盖着全部区域 （△) 的开域的集合{⑼)}上，我们可选出其中 
有限多 个开域来覆盖 （△); 回 到曲面 （ S ) 上，也就不难得到 有限多 个面块 

( s i )，(4)，... ，(4)， 

用来覆盖全部曲面 （ S ). 与此同时，我们还要考虑起初所提到的较大的对应 区域： 

0 l )，（ S 2 )， … ，( s m ). 

对每个 i 言我们取出由曲面的部分 （ s ) - ( Si ) 上所有点到以）上所有点的距离的下 
确界,并用77表这些下确界中最小的一个.设我们的曲面部分的直径小于77.如 
果它的某一点落在某一个确定的以）内，则全部整个地包含在对应的 k ) 内; 
因此和（％)同时具有所要求的特性. 

626. 曲面面积的存在及其计算 我们要证明在前面所给的一些假设下曲面 （1) 
是可求 面积的 ，并且我们要建立一个计算它的面积的方便公式. 

设是 0 S ) 的任一部分,具有在前一目开头所述的特性者，而 M '( xW ， zO 是 
它的任一点.把坐标原点移到这点上，我们就转到新坐标系《的上面来：就是说， 
取曲面在点 M ' 处的切面作为幼平面，而对应的法线作为 （ 轴（图 90). 坐标变换 
的公 式为： 


^ = (x — x ’) cos ai (y ~ y f ) cos /?i H - (z — z ; ) cos Ji , 

T] = (x ~ x 1 ) COS OL 2 + (2/ — y ! ) COS /?2 + ( 之 一 ？) COS ) 2 , 

(=(x ~ x f ) cos A ，(y — y f ) cos 〆 -\- (z ~ z f ) cos v f , 


其中 ai ，/?2,... ， 〆 依照下表 



域 cn 内，而另一方面， ( S ') 的点与区域 （△) 的某一部 
分 （△') 的点又是 一一 对应地联系着的，所以在 CT ) 的 

点与的点之间也具有同样的对应关系.这可以用变换公式中前二式来实现，只 
要把 XJZ 理解为函数 （1). 应用曲线坐标的面积表示式 [605] ,我们有 


T f = 



m.rj) 

D ( u ， v ) 


dudv 


( 2 ) 
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但是雅可比式 


呢，" ) 

D ( u ， v ) 


x' u cos ai + y f u cos /3 i + z f u cos 71 x f v cos ai + y f v cos /?i + z f v cos 71 
x f u cos a2 + y f u cos 02 + z' u cos 72 x’ v cos a2 + y f v cos /?2 + z f v cos 72 


是与两矩阵 




( cosai 
cos a2 


cos /?i cos 71 

cos /?2 cos 72 


的乘积相对应的行列式，并且由代数学中熟知的定理知，它等于每两个对应的二阶 
行列式的乘积之和 


Vu 

蠡 

y f v z v 


< Vu 

♦ 

Vv 



在这里我们利用了行列式 


COS /?1 

COS/?2 

cosai 

COS OL2 


cos 71 
COS 72 


cos 71 cosai 
cos 72 cos a2 


cos /?i 
COS/32 


=^4 cos A ’ + 召 cos + C cos 


cosai 

COS OL2 

cos A ’ 


COS /?! 

COS 02 
cos "’ 


cos 71 

COS 72 
COS V 1 


(= 1 ) 


中各个元的代数余子式恰好等于各个元自身这一性质.例如，这可由 ( cos , 

COS /? 1 ， COS 71)， （ COSO ； 2 , COS/? 2 , COS 72 )， （cos A ' COS〆 ， COSl /) 中的任 一 个是其它二个的 
向量乘积[参看 664(2)] 而得来. 

另一方面，如果用表示行列式 A ， B ， C 在点 的值，则 


cos 


A / 


cos u 


± VA /2 -h B f2 + C a 

c i 

土 m + c 72 


cos〆 = 




(在一切情况下取同一种符号)，因此 


0(^7]) — \AA f ^BB f + CC f 

dJu~v) ~~ —• 

右端是一个在区域 （△) x (△) ①内的含四个自变量 u,v ， u f y 的连续函数，当 
u f ~ u,v f ~ V 时它变为 

v ^ 2 +— 召 2 +— c — 2 ， 

①我 们是用它来表示点 (u ， v ， u' ， v') 的四维区域 , 其中 （ w,r ) 与 (u’ ， v f ) 则各自属于二维区域 （△). 
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并且它与这式相差一个量 a = aiu 、 v ， u ». 依据上述函数的一致连续性，只要点 
卜，0与 { u f , v f ) 的距离足够小时，这个量 a 就可变得任意地小，而与点 ( u \ v f ) 的位 
置无关. 

于是由⑺得到 


T f 


ff ^/ A 2 + 召 2 一+ C 2 dudv + 

J J ( A ') 


其中 f 与的直径同时为无穷小量，也可以说，与 Y 的直径同时为无穷小量.把 
这结果应用到曲面 （ S ) 被割成的各部分 (50 (i = 1 , 2 ,-.. , n ) 上去，我们得到一列同 
样形式的等式 

Ti = f f yjA 2 WB e ^rC 2 dudv + 

J J ( 厶 i) 

在这里 （4) 是区域 （△) 中与⑸）对应的部分.相加，得 

Y, T i = /乂 yjA 2 C 2 dudv + 


其中 



显然与 A 同时为无穷小量.因此，当 A — 0时匕7；的极限确实 存在: 


5= // \/ A 2 + B 2 + C 2 dudv ， (3) 

J J ( A ) 

按定义这就是曲面面积 
如果把矩阵 


“自乘’’起来而作出行列式 

x u + Vu + Z u x u x， v + VuVv + 4 ^(; 

x f u x v + VuVv + z， u z v x v + Vv + z v ’ 

则由代数学中熟知的定理它正好等于 a 2 + b 2 + c 2 , 通常令 

x， u ^Uu Z u — ^5 x u x v + UuVv + z u z v = ^> X v + Vv + Z v ~ 

这就是所谓曲面的高斯系数，在微分几何学中起重要的作用.用这种记号，得到 

乂 2 + ^ 2 + C 2 = 五 G —F 2 ， 
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于是公式 （3) 也可 写为: 


//△ 


EG — F 2 dudv 


(3*) 


表示式 


乂 2 + 召 2 + C 2 dudv 


EG — F 2 dudv 


⑷ 


叫做 在曲线坐标下的面积元素. 

直到现在止我们都是讨论 开的光 滑曲面情形.如果曲面不是这种情况，但可分 
成有限多个开的光滑面块，则各块曲面的面积和就叫做这曲面的面积.同时不难证 
明，这样定义的面积实际上不依赖于如何将给定的曲面分成所需要形状的面块.如 
果整个给定的曲面是由参数方程表示，则它的面积在上述一般情形下仍然是由公式 
⑶或 （3*) 来表示. 

最后说到最简单的特殊情形，就是曲面 （ S ) 是由显方程 

^ = /(^, y) 

给出，其中 ( x ， y ) 在 xy 平面上的区域内变动.变量: r 与2/具有参数 w 与 r 的 
功用.像平常一样，令 


dz dz 

户石 ， q =Wy 


我们按照矩阵 


0 p 



~ P ， B =— q ， C = l .， 因此在所考虑的情况下 


IL 


1 + q 2 dxdy 


回忆对于法线与2轴作成的锐角^有 


( 5 ) 


COSP 


1 + P 2 + g 2 


面积的公式也可 写为: 


IL 


dxdy 

cosu 


最后，如果不特别要求〃为锐角，则 


II 


dxdy 

D) |cos< 


(5 a ) 


( 56 ) 


[参看第 544 目中由显方程 y = /⑷给出的曲线的弧长公式 （7), 1 
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627. 用内接多面形的接近法 虽然我们放弃了以曲面的内接多面形作基础的曲面面积概 

念的定义，但现在我们又回到这上面来,并且要证明至少可以如何作一个内接多面形,它的面积确 
乎趋向于所给曲面的面积. 

我们主要研究一个当区域 （△) 本身是一个矩形，而它的边是与坐标轴平行的情形. 

选取曲面（的的确定一侧，因而就规定了它的边界的正环行方向.这个方向可以算作对应于 
矩形 （ A ) 的边界的正方向.我们知道 [621], 在这些条件下曲面的法线方向余弦是由公式 

、 ABC 

cos A = . — :, cos M = . 一 .…. --- - , cos v = — ===== 

B 2 + C 2 VA 2 + B 2 + C 2 

给出，其中根式取正值. 

用和矩形 （ A ) 的边平行的线把它分成许多小矩形，再用对角线把每个小矩形分成两个直角三 
角形（图91, a )). 于是我们实行上区域 （ A ) 的一三角剖 分法. 设元素三角形之一为 
它的顶点为 


mo(u 0 , vo), mi(u 0 + h,v 0 ), m 2 (uo,v 0 + k), 
其中与为同号的数.在曲面（的上和它们对应的三个点 


Mo(xo,po,^o), M 2 (x2,y2,z 2 ) 

确定空间内某一三角形(图 91,6)). 所有这样的三角形组成一个内接于的多面形 
( E ); 它就是我们要研究的对象.若使每一个这样的三角形的边界的方向恰好按方向 M 0 MiM 2 Mo 
对应于 △ morrums 的边界的正向，则依照622目中所规定的一些条款，多面形 （ E ) 的一侧就这 
样地被确定了. 


如果把 AMoMiMs 射影到平面上，则得到顶点为 

N 0 (xo,y 0 ), Ni(xi,yi), N 2 (x 2 ,y 2 ) 

的 AN q NyN 2 . 这一三角形的面积，我们从解析几何学中知道，其大 
小以及符号(考虑到它的定向!）都由行列式 

_ 1 XI - Xo yi - yo 
<7 xy —— 

L X2 — y2 — yo 
来表示.按有限增量的公式， 

怎 1 一怎 0 = x(uo + /i, vo) — x(Uo, vo) = x u (uo + Oh, Vo) - h 

= [x u (uo,vo) + El] - h, 

其中 ei 与 一起为任意小的量，不依赖于点 ( uo , Vo ) 的位置 .® 同 
样有 




yi -yo = ( y u + e 2 ) - h , 图 91 

x 2 - xo = {x v + S 3 ) • k ， y 2 - yo — (y f v + e 4 ). /?， 


①我们在这里利用到导数 4 的一致连续性.类似的讨论后面也用到. 
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其中各个导数都是在 u = u 0 , t ； = t ； o 时计算的，而各个附有标记的字母 e 在这里（和以后）都是 
表示与/ I 和 A : —起同为任意小的量 ，不依赖于点 ( u 0 i v 0 ) 的位置. 于是这一个量可写为 


x u + y f u + £2 

Xy + S3 Vv + £4 

= ^hk(C + £5) = (C + £5) - S, 

其中 <5是的面积.同样，对于其它两坐标平面上的射影我们又 得到: 



⑹ 


CTyz = (A + £6) - s, a zx = (5 + £t) - s. (6 a ) 

现在本身的面积 a 可按照公式 


^ ~ \f^xy ^yz ^zx 

来计算，于是又得到表示式 

o -= { ^ A 2 + B 2 + C 2 + £8 } *<5. (7) 

不难看出，比值 

^yz ^ zx ^xy 

^， 

(7 (7 (7 

表示 △ M 0 M 1 M 2 平面法线上 对应于平面定 向的方向余弦.由 （6)，(6 a ) 与⑺看来，当 / i 与 A : — 0 
时这三个比值趋向于所给曲面的法线方向余弦，并 且对于多面形 （ S ) 的所有的面都是一样. 同样 
可见，在所述的极限过程中 多面形 （ E ) 所有的面的直径一致趋向于零. 

最后，把属于形式00的一些等式加起来，不难看出多面形的面积 

1： = ^ + + C 2 ■ d + £8 - S , 

当/ I 与 A : — 0时恰趋向于曲面的面积 （3). 

这一结果自然可推广到当区域是由多个矩形组成时的情形.要对于任意一个区域也施行 
三角剖分法，那就需要很精密的（虽然也是很基本的） 理论； 这我们不去讨论了. 

628. 面积定义的特殊情况再设所给的光滑曲面没有重点.它具有由公式 （3) 或 （3*) 所 
表示的面积孓我们假定卜）是在曲面（的上划出来的某一个由分段光滑的曲线⑷所范围的部 
分； 与它相应，有区域 （△) 内一个也由分段光滑的曲线 （ A ) 所范围的部分⑷.分出⑷后所剩下 
的曲面部分（义）的面积， 以及 （ s ) 本身的面积,显然分别等于 

S f = y / EG ^ F ^ dudv , s = y / EG ^ F ^ dudv . 

J J ( A )^(6) J J ( A ) 

如果现在图形 （ s ) 在曲面上 集结于一点或 一线，则同样的情形也发生于平面图形05)，于是它 
的面积5趋于零，与此同时 S 也趋于零，所以 


lim S f = S. 


⑻ 
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我们现在假想这同一个曲面是由另一种表示式 

x = x *( u * ^ V *), y = y *( u *， v*)，z = z *( u *, v *) 

给出的，在它上面个别的点处或沿着个别的线有“奇点”出现（特别是，在这函数表示式下出现的 
导数变为无穷大).把这个点或线用它的邻域划分出来,所余下部分^：)的面积像平常一样 表为: 


s' = 一 F^dudv", 

J J (A*)-( 5 *) 

这里星号表示相应于第二表示式的各量.但我们已经知道[见 （8)], 当 （ s ) 集结于上述的一点或一 
线时， y 应趋于&因此，要得到 s 我们可在上面的公式中令区域 < r 集结于一点或一线而取其 
极限，于是又得到寻常形式的公式 

S = f y/E*G 7 - F^du* dv *, 

J J (A* ) 


只是这积分可能成为反常的. 

甚至在这样一种惰形，即当曲面—般地是光滑的，但在个别的点处或沿着个别的线具有 
不可除去的 (即不依赖于它的表示方法的）奇点，我们还是利用积分 （3*) 来表示它的面积,尽管这 
积分是反常的但只要它存在就行.显然，这时我们实际上定义面积 S 为面积 S ' 的极限，即我们把 
在上面已证明了的等式 （8) 在这里当作我们起初的定义的简单扩张. 


629.例 1) 求下列各个被割下的曲面部分的 面积； 

( а ) 双曲拋物面 z = xy 被柱面 x 2 + y 2 = R 2 { x , y > 0) 所割； 

(б) 椭圆拋物面^ 2 g 被柱面 - c 2 所割； 

(B) 双曲拋物面叩= (22： 被柱面 Or 2 + y 2 ) 2 — 2 a 2 xy 所割； 

( r ) 球面 x 2 y 2 z 2 = R 2 被柱面 x 2 y 2 = p 2 (p < R ) 所割. 
解 （ a ) 我们有 p ^ y,q = x , 因此按公式 （ 5 ), 


S 



y/l + x 2 y 2 dxdy 


x,y>0 

x 2 +y 2 ^R 2 


换为极坐标，我们求得 


s 



2 


d 0 



R 


ry 1 + r 2 dr 


6 


(1 + 丑 2 ) 


⑹提示 利用广义极坐标.答 S = Kab [( l -{~ c 2 )i ~1 . 

( b ) 提示换为极坐标.用极坐标表示的柱面的准线方程为 r 2 = a 2 sin 26>. 我们得到 


2 



2 


(1 +sin 2沒) 


d0. 


利用变换沒 


答 S 


4 

2 

3 




10 

T 


2 


). 
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(r ) 答 S ^ttR(R - y/R 2 - p 2 ). 

2) 求球面 x 2 + y 2 + z 2 ^ R 2 被柱面 x 2 + y 2 ^ Rx 所割下的部分的面积（“维维亚尼立体”的 
上下底的面积，参看597,20),图 48). 

解 对于上底来说，我们有 

之 = \JR 2 ~ x 2 — y 2 , P = — 一， 

v z 

Q = \J 1 + P 2 + g 2 = - 7-^ - ^. 

2 y/R 2 -X 2 -y 2 


于是 


S 



dxdy 


y/R 2 — x 2 — y 2 


并且由圆周 x 2 + y 2 = Rx 所范围的圆就是这积分的区域. 
换为极坐标，我们得到[参看 611,6)] 


S = 2R 




rdr 



rdr 


实行积分，最后求得 s = 4 丑 2 -1). 

因为半球的面积等于 2 ttR 2 , 所以半球被“维维亚尼立体”割去后所剩下的那部分的面积等于 
4 丑 2 ,因而可用 半径丑 表示而不涉及任何无 理数； 参看 597,20) 中与这相关的关于“维维亚尼立 
体”的体积公式的附注. 


代. 


附注 当然，在区间 ‘ \ 上的积分不能用在区间0 < | 上的积分的二倍去替 

可是，一开始计算由 - I 到 i 的积分时，就必须记住里面的积、分表示式 



R cos 6 


rdr 


VR 2 


r 


[-Vi? 2 -r 2 ] 


R cos 6 


R — Ry/ sin 2 6. 


对于 0 < I 应写成这一个形 式：丑 (1 _ sin ^), 而对于 — ^ 0应写成另一个 形式: 

^(1 + sin ^) [因为根式总为正的，而在第一种惰况下正弦具有正号，但在第二种情况下正弦具有负 
号].如果不注意这点，就会得到错误的结果. 


3) 求 （ a ) 锥面 y 2 + z 2 = x 2 落在柱面 x 2 + y 2 ^ R 2 内的部分的 面积； （ 5) 锥 面/二 
2xy(x,y ^ 0) 包含在平面 x = a 与 y = b 之间的部分的面积； （ b ) 前一题中的锥面落在球面 
x 2 + 〆 + / = a 2 内的部分的面积. 


提示 


( 棒 8 旅/广爲 


= 2ttR 2 . 


⑹ S = V2f^dy£ + 


dx = —(a + b) y2ab. 
o 


( b ) 两曲面的交线落在平面: r + y = ±a 内.于是， 


s : 2 , 2 jj ( vf + 身- 

x y y>0 



y/xdx 
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而所求的面积 


S 



© 2 +(f) 


2 


2 


dxdy 


其中 （丑） 表椭圆盘 


2 2 
x y 


a 


2 


62 


< 1 ， 


并且 


V a 2 + c 2 ^ \/ 6 2 + c 2 

a = -， (3 = - r - 


图 92 


改用广义极坐标 


S = 2 ab 


a 

我们得到 

7T 




cos 2 ^ + /? 2 sin 2 QdQ 


这一结果不难化为第二型全椭圆 积分: 


S = 2 a ^ b 2 ^ c 2 E ( k ), 其中 fc 


c !a 


a 



2 


b 2 


6 2 + c 2 • 


8) 求曲线 2 / = f ( x)(a 6, f { x ) > 0) 绕: c 轴旋转所成的旋转面的面积 

解不难看出旋转面的方程是 


2/ 2 + = [/⑻] 2 , 


而它的上半部的方程是 


\/[f(x )} 2 - V 2 


由此，得 


P 


f ( x ) f ( x ) 

s /[ m ? - y 2 


q 


y 


y^l + p 2 + g 2 = f ( x ) 


v[f ( x )} 2 ~y 2 
\/ n ~ [ f r ( x)] 2 

\/[f{ x )] 2 ~~~y 2 


于是所求的面积由积分 


S = 2 [f f ( x ) 

JW VT/M 2 - ^ 2 

来表示，其中 （_ D ) 是由抑平面上的线 x ~ a,x = b,y = / ㈤ 和 y 
化为逐次积分，我们求得 



& 


S = 2 f ( x ) y/l + [f ( x)] 2 dx 



/㈤ 


dy 


f { x ) 所围成的区域 


/( x ) Vif ( x )] 2 - y 2 


因为里面的积分等于 7 T ， 故又得到我们熟知的公式 [344,(22)]: 



& 


S = 2 tt f ( x)\/l + [ f ( x )] 2 dx . 
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读者大概已发觉，在问题 2)-8) 中我们全部时间用在计算第628目中已讲过的特殊情形下 
的面积. 

9) 利用球面的球坐标参数表示式 


x = R sirup cos 0, 


来解问题 2). 


y — RsirupsinO ^ z = Rcos(f (0< vp <7 t ，0 彡汐彡 2 n ) 


按导数的矩阵 


( R cos(f cosO R cos (fsinO 
—R sin (f sin 沒 R simp cosO 


—Rsirup 

0 



容易求到球面的高斯 系数： 

E = R 2 , F = 0, G = R 2 sin 2 


因此 

y/EG ~ F 2 = R 2 sin < p . 

我们只考虑落在第一卦限内的所要研究的曲面的四分之一.对于“维维亚尼曲线”(即球面与 
柱面的交线）上的点（在第一卦限范围内）有# + I . 

实际上,把： c 与2/用 V 7 与沒表示的式子代人柱面方程 x 2 -\- y 2 — Rx , 我们得到 sin vp = cos 仏 
但因在所考虑的点上显然有0<0<|与0< ¥ ^|,于是推得^ + ^ = |- 
根据上述，把参数 p 与0 的变化秦围确定出来， i 们按公式（3 # )得到 

/ 号 f 号一0 

dO / sin ifdif = 4 R 2 (f - 1) • 

Jo 之 

由此可见，我们得到了业已知道的结果而这时却避免了积分号下函数的不连续性. 

10) 考虑所谓的 一般螺旋曲面 [229,5儿它是由曲线 

X — (f(u), Z = ^(u), [<f(u) > 0 ] 

(落在 xy 平面内） 绕着 Z 轴转并顺着 Z 轴作螺旋运动时所画成的.它的方程（如果用〃表示它的 
转动角度）是 

按导数的矩阵 


作成曲面的高斯系数 

E 


( f ( u ) COS V ， 


y 


( f ( u ) sin v ， z = ^{ u ) + cv 


ip ’ ( u ) cosv 〆 ( u ) sin v 7 p f ( u ) 
—ip(u) sin v </ p ( tx ) cos v 


c 


[ p \ u )] 2 + [ tp f ( u )} 2 , F = CTp ' iu ), G = [( f ( u )] 2 + c 2 


因此，表示式 

\JEG - F 2 = \/{[<p(u )] 2 + ^{[^(uj ] 2 + [^(^] 2 T 
只依赖于％ —般说来，简化了计算. 
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11) 利用这些结果来确定下述部分的面积： 

а ) 寻常的螺旋曲面 

x = u cos v , y = u sin z — cv 

被柱面 x 2 + y 2 = a 2 与平面 z = 0 及 z = 27 rc (因此 0 彡 v < 27 r ) 割下的部分； 

б) 螺旋曲面 

2 ♦ simx . /1 + sin tx 

x = tgu cos V ， y = tgu sin v, z = - - - - h in \ - h v 

2 cos 2 u V cos tx 

上与参数在矩形 

0 < ^ ^, 0 < v ^ 27 r 

中变化相对应的部分. 

( a ) 解在这种情况下 

因此 

广 2tt pa 一__^_«» 

S = I I ^ u 2 c 2 dudv 

Jo Jo 

L 2 v 2 C 」 

6) 答 5=| tt . 

12) 如果在 ¥ 线作螺旋运动的问题上令 C = 0,就是说没有前进的运动，则得到旋转 曲面： 

x = ( f ( u ) cos v ， y = ( f { u ) sin V ， z = ^( u ) 

(a ^ u ^ 0 ^ v ^ 2 n ). 

于是 _ _ 

\! EG ~F 2 = 咖 ) 

而这曲面的面积就可用下列公式表示 ： 

严 _ _ 

5 = 2^/ (f(u)^[(f f (u)] 2 + (u)\ 2 du. 

J Qi 

这公式推广了问题 8) 的结果，但已无需引用反常积分[参照 344(21)]. 

13) 从一般的公式 （3*) 出发，证明第346目中推出的关于柱面的部分的面积公式 （25) 是正 
确的. 

14) 有时候适宜用极坐标或球坐标来给出曲面，它们与寻常的直角坐标的联系就是熟 
知的 公式： 

x — r sin v? cos 汐， y = r sin p sin 汐， z = rcosp (r 彡 0,0 彡 p 彡 7 r ，0 彡汐彡 2tt). 

这时，假定向径 r * 是用角度 e 与 < p 的函数给出 •. 

r = r (( f ,0) 
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(曲面的极坐标方程），求曲面在这种情形下的面积表示式. 

解只要取 p 与 e 当作参数就可以利用一般表示式 (3*). 上面所写的公式恰好给出曲面的 
参数表示，只要认为 r 已由曲面的极坐标方程中 ⑷与0 所表示的式子所替代. 

按照导数的矩阵 


— sin <p ~h r cos cos 沒 （ — si 
dr 


sin + r cos (f ) sin 汐 


dr 

d(f 


cos (f ~ r sirup 


\ / Qy* \ Qy* 

— cos 汐 一 r sin 汐 sin v? — sin ^ + r cos 0)sin(f — cos v? 

Ou J \<Ju / Uu 


容易求出 


E 



2 


+ 〆 ， 


p dr dr 广 2 

F = d ^ d~r G== 


(%) +r2sin2 ^ 


EG - F 2 


r 


2 


dr 

d(f 


2 


sin 〜 +(I) 


2 


r 


2 


因此，最后有 


s 




r 2 + 



2 


2 


sin 2 v?+ (f^) * r( ^ 册 


其中 （△) 是变元的变化匳域. 

在球坐标下的面积元素是这样的: 


dS 



r 2 + 



2 


sin 2 ip + ) • 『如 * 


(dv\ 


2 


15) 计算曲面 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = 2a 2 xy 


的面积. 

解这里正适宜运用公式 （9)， 曲面的极坐标方 程是: 


⑼ 


r = asirupvsin 20. 


于是 

再由公式⑼得到 



a simp 
\/sin2^ 



2 


sin (fd(fdO 


2 


7 r 2 a 2 


16) 考虑半径为丑的球面 


rr 2 + y 2 + = 2Rz^ 

它与平面相切于坐标原点.试求它包在顶点为原点的锥面/二 Ac 2 + 内的部分的面积 

(图 93). 


• 216 • 


第十七章曲面面积 • 曲面积分 


[ 629 ] 



图 93 


解 从球面的极坐标方程 
利用公式 （9), 我们有 


2 R cos v? 出发，这里也可以 


S 



2 

4 R sin ( fCos ( fd ( fdG , 


) 


其中对 9与0 积分的 E 域 （△) 是由曲线 

(A cos 2 0 B sin 2 0) sin 2 <f = cos 2 ip 

所围成的.如果归结为求曲面落在第一卦限内的那个部分的面 
积，则对于0 与^之间的任一个^角度#由0 变到角度 
<f0= 仰 ( 的，而 


tg 2 v?o 


1 


A cos 2 0 + B sin 2 0 


但 




f 广 o 

S= 16R 2 I dO / simp cos (fd(f. 

0 Jo 


sin ip cos (fd(f = \ sin 2 ——-—— — — ~ - ~~ — 

^ ^ ^ 2 ^ 2 1 + Acos 2 (9 + Ssin 2 (9 


于是最终得 


S = 8 R 


2 



7T 


dO 


4 nR 


2 


0 (-4 + 1) cos 2 6> + (B + 1) sin 2 0 ^(A + l){B + 1) 


有趣得很，这个面积与以 DC 及五 <7 为半轴的椭圆（见图）的面积相同. 
17) 证明曲面 

( x 2 + 2 / 2 + z 2 ) 2 = a 2 x 2 + /3 2 y 2 + j 2 z 2 


的面积与椭球面 


云 + fc 




的面积相同，如取 


Pi 


70 ； 

T 


a /3 

7 


证明 在球坐标下这曲面的方程是: 


r = 


2 . 2 2 /I . r%2 *2 . 2 /\ . 2 

a sin (f cos 0 + (3 sin <p sin + 7 cos 




于是按公式 （ 9 ) 它的面积等于 


I 



Si = 8 / I y (a 4 cos 2 ^ + /? 4 sin 2 沒） sin 2 p + 7 4 cos 2 ip sin ipdipdO 
0 

另一方面，如果从椭球面的寻常的参数表示式 


x = asirup cos 汐， y = b sirup sin 汐， z — c cos p 

(0 ^ (f tt^O ^ 0 ^ 2 tt ) 
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出发，则导数矩阵的行列式等于 


2 2 

A = cb sin (pcosO , B = ac sin <psinO, C = ab sirup cos 


而按公式 （3) 椭球面的面积得表为: 


5 = 8 



7T 


(c 2 b 2 cos 2 0 + c 2 a 2 sin 2 0) sin 2 ip + a 2 lP cos 2 ip sin (fd(fdO 


我们看出， A 与 S 的表示式实际上是全同的，只要令 


cb 


P 2 , ab = 7 ： 


或 


01 


T 


ap 

7 


这就是所要证明的. 

18) 我们现在来确定三轴椭球面 


2 


V 

+ + 




1 (a > 6 > c > 0) 


的面积. 


把曲面在第一卦限内的方程写成显式 



x 2 y 2 


我们有 


p = —c 



q 


y_ 

62 


l 


， y 

2 b 2 



a 2 




因此 


2 


1 +p + q 



2 


a 2 


y_ 

b 2 J b 2 


1 


2 


V ¥ 


为简便起见，我们令 


a 2 


b 2 


沪， 


于是所求的面积，由公式（5)，可由积分 


S = S 





贫 十心 1 


x y 
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x . y 


来表示.利用变换 二 = G = v , 上面的积分可变为下面的 形状: 

a o 


S = Sab 


IN 


a 2 ^ 2 — /3 2 7] 2 

—二 f 二分一 


d ^ drj . 


^ v>o 
C 2 + r? 2 <l 


在这里需要利用卡塔兰的二重积分变换公式[参考 597，15) 与617，16)].我们注意，曲线 



a 2 ^ 2 - P 2 rj 2 




u = 常数 （ tx 彡 1) 


不是别的，恰是椭圆 


因此它的面积的四分之一是 




V 


2 


U 


2 


U 


2 


u 2 — a 2 u 2 — p 2 



d^drj 


7 T 


U 


2 




4 yV 2 - M ) (乜 2 - 沪) 


V 




于是按卡塔兰公式 


r 50 U 2 - 1 

S = 2irab i ud 一" 厂 _ 二 n, ■, l. - l. ■= 

1 



我们来变换这个椭圆积分. 
首先用分部积分法 



+ 00 


ud 


u 


2 


yj ( u 2 — a 2 )( u 2 — p 2 ) 


u ( u 2 — 1) 


y { u 2 — a 2 )( u 2 — P 2 ) 



( u 2 — l)du 


y / ( u 2 — a 2 )( u 2 — (3 2 ) 


-f oo 


再实行变换 


a 


u 


sin (f 


du 


acos < z ?, 


并令 v ? 由 # = arcsin a 变到 0. 因此， 一 方面有 


u ( u 2 — 1) 


a 2 — sin 2 ip 


\ J ( u 2 — a 2 )( u 2 — (3 2 ) a sirup cos L — k 2 sin 2 ip 


如果令 k = ^-{ k < i ). 另一方面又有 

a 


①注意在这里无论是积分外面的项的双重代入也好，由 1 到 + oo 的单积分也好，单独起来就都 
没有意义.当 u = + oo 时出现不定型 00 - 00! 
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( u 2 — l)du 


a 


2 


dip 


^/( u 2 ~ a 2 )( u 2 - P 2 ) 


sin 2 (f 


a 2 — (P sin 2 ip 


y a 2 — ( 3 2 sin 2 ip 
sin 2 ip 


0 2 


y a 2 — sin 2 


dip 


a 


— k 2 sin 2 1 — p 2 


1 


sin 2 ip 


a 


y 1 — fc 2 sin 2 ip 


dip 


可见在双重代入记号下的积分成为下形 


a 



y/l — k 2 sin 2 ip 
sin 2 ip 


dip 


p 2 


a 



dip 


\/l — k 2 sin 2 (f 


把第一项分部积分，逐次地将这式 化为: 


actg ^? * y 1 — fc 2 sin 2 (f — k 2 a 



cos 2 ip 


actg ( f - y/l — k 2 sin 2 ip 


丄 

a 



— k 2 sin 2 (f 
1 — k 2 a 2 sin 2 ip 


dip — 


-0 


2 


a 



dip 


y/l — k 2 sin 2 (p 


actgp - y/l — k 2 sin 2 ip 


a 


y/l — k 2 sin 2 ip 

dip 


d(f 


2 


a 



— k 2 sin 2 (f 



k 2 sin 2 ( fd ( p . 


然后把在积分以外的两项合并起来，有: 


a 2 — sin 2 (f 


asimp cos ^py 1 — k 2 sin 2 (p 


— actgf yl — k 2 sin 2 




( a 2 + p 2 cos 2 — 1 ) sin(f 
acos(fy 1 — k 2 sin 2 


① 


按 V ? 由 M = arcsina 到 0 作双重代入，得到这式的这样的一结果： yC 1 — a 2 )(l — /^ 2 ).再对积 
分作双重代入的计算，最后得到由勒让德首先给出的公式 


S — 2irab 



2 


1 


a 


2 


x/l - P 2 + aE (^ k ) 


a 


2ttc 2 + -^L= {c 2 F(/x, fc ) + (a 2 - c 2 ) E (^ k )}, 


y / a 2 — c 2 


这里 


. ya 2 — c 2 . a yP — c 2 
u = arcsin - . k = 


a 


b Va 2 - c 2 


19) 高斯对于曲面曾引进过在一所给点处的全曲率概念，它与平面曲线的曲率概念完全类似 

[250]. 

设给定一曲面及其上一点，取这曲面上围着这一点的任一部分（”，并考虑在（^)的各个点 
处所有法线的集合.画一个以原点为中心的单位球面，并由原点出发作平行于上述所有法线的射 
线；它们割下球面的某一部分 （ S ). 它的面积 S 是所画的一切射线填满了的立体角的 度量； 这和 
第250目定义中所说的角 u ; 相当 .比值 | 当 （ S ) 收缩为所给的点时的极限叫做这曲面在这点处 
的全 曲率. 我们提出计算这曲率的问题 . 6 


® 这样,我们最后就避免了上述的它在^ = 0时的不定性. 
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假定曲面由方程 


f ( x , y ) 


给出，并且函数/具有连续的一阶及二阶导数 


d 2 f 

dx 2 


d 2 f 

dxdy 


d 2 f 


此外，设行列式 

黯 (10) 

不为零（在所考虑的点处及其附近). 

按公式 （56) 有 

f f dxdy y = f f dx，d y l 

其中 （ D ) 与 （£)/) 分别为 （ S ) 与 （ S ) 在邛平面上的射影,并且对于这两曲面上的 对应点(:2/， 2) 
与 （ x ' W ) 角度 p 是相同的. 

'•用变数来变换第二个积分.因为显然有 


IL 


• — cos A 


1 + p 2 + ? 2 


COS 


1 + p 2 + g 2 


cos 


+ p 2 + g 2 


所以 


D(X’ ， y ’、 

D { p , q ) 


(1 +p 2 + q 2 ) 2 


只要注意 （10) 式，最后就得到 


D { x , y f ) 

D(x,y) 


(1 +p 2 + q 2 ) 2 ^ 


在这种情形下，按照变量变换公式，得 


IL 


|r^ — s 2 \ dxdy 
)(1 +p 2 + q 2 ) 2 |cosz/| 


把 S 与 S 都对于 E 域 （D) 来微分 [593], 现在不难得到 

1 . 5 = 1^ - s 2 \ 

( S)^M S ~ (l + p ^+ q 2 ) 2 ' 

i 

这就是所要求的全曲率的表示式. 

20) 公式 （56) 可以很简单地得到，只要从曲面面积的另一定义出发（这里是对曲面 （S) 由显 
方程表示的情形而言). 

分害! 1 曲面 （S) 成多个部分 (Si)(i = 1 ， 2, …， n); 按照这分法它在 吻 平面上的射影 （ D) 被 
分 割成许 多部分 <A). 在 （&) 的某一点 （M) 处作曲面的切面并把面积（况）平行于 z 轴地射影 
到这切面上.用: H 表这所得的平面图形的面积，显然有 


Di ~Ti -\ cos i/i I, 
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其中 K 是曲面在点 M 处的法线与2轴作成的角 .只要把曲面的面积 S 理解为这些平面圆形的 
面积之和的极限， 则立得结果 



Pi 

COS Vi 



因为所写出来的和显然是对最后这一积分的积分和. 


我们要着重指出，从这个改变了的曲面面积的定义，虽然很简单地在这里导出了最终的公式， 
但有着本质上的 缺点： 它在形式上是与坐标三面形的选择有关（射影要平行于2轴!)，而且只能应 
用到个别形式的曲面上. 

21) 设由光滑曲面 0 S ) 的参数表示式 

X = x{u,v), y = y(u,v) ) z = z(u, v), ((u,v) G (△)) 


借公式 ® 


u — 


⑽ >*)， 


V = 


v ( w )，（&»(△*)) 


之助，我们得到它的另一个表示式 


X = 


幸/ 幸 幸、 冰/ 申 4( \ 

X (ti )， y = y {u ,v ), 


z = 


牵 / 幸 本、 

^ \U ), 


就这表示式而言，它同样地没有奇异性.不难直接证明，关于曲面面积 S 的公式 （3) 这时变为类 
似的公式 


S 


ff 

J J ( A ^) 


+ B^ 2 + C^ 2 du* dv 


(对于新的表示式我们用星号记在所有各个量上). 
实际上，令 

r D(u,v) 




我们由所熟悉的函数行列式性质得 


= AI y = BI, C* = CL 

\ 

由此便看出，在 （ A 。 内 J 异 于零； 因为不这样，则在新的表示式下曲面就会有奇异性.按照变量 
变换公式，立即得到 .. 

j j y/A 2 + B2 + C 2 dudv= j j ^/A 2 + S 2 + C 2 ■ \I\dudv* 

J J(A) J J(A^) 

=ff y/A* 2 + B* 2 + C* 2 dudv *, 

J 人厶 •） 

这就是所需要证明的. 


①函数^与 V 连同它们的偏导数都假定是连续的. 
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§3. 第一型曲面积分 

630. 第一型曲面积分的定义 第一型的曲面积分是二重积分同样自然的推广, 
正像第一型曲线积分对于简单定积分一样. 

这一推广是这样建立的.设 0 S ) 是某一个由分段光滑的边界所围成的光滑的 
(或分片光滑的）双侧曲面，函数 /( M ) = f ( x ， y ， z ) 定义于⑹的点上.用任意画的 
一些分段光滑的曲线把曲面分成 (^),(52),... ; (5 n ) 诸部分.在各个部分 ( Si)(i = 
1，2,…， n ) 上各任取一点 M ^ xuyi . Zi ), 计算函数在这点的值 

/ (Mi) = f(Xi，pi，Zi)， 

并用对应的曲面部分的面积况来乘它.作出所有这样的乘积的和： 

n n 

i=l i=l 

像对以前讨论过的许多和一样，我们称这个和为积 分和. 

若尔当各个部分(况)的直径趋于零时，积分和有一个确定的有限极限而不依赖 
于曲面 （SO 的分法及点紙的选择，则这极限叫做函数 /( M ) = /(凡％ z ) 沿曲面 （50 
的(第一型 © ) 曲面积分， 并用记号 

1= ff f ( M)dS = ff f ( x ， y ， z)dS ⑴ 

JJ ( s ) J J ( S ) 

来表示，其中 dS 表示面积氏的元素. 

631. 化为寻常的二重积分 我们只讨论没有重点的不封闭的光滑曲面（幻 
[619, 2。]. 

设 f ( x ， y ， z ) 是任何一个定义于曲面 0$) 上的点函数并 有界： 

\ f ( x , y , z )\ < L , (2) 

则等式 

[[ f ( x ， y ， z)dS 
J J ( S ) 

=// f ( x ( u , v ), y ( u ， v ), z ( u , v ) )\/ IeG ~ F 2 dudv , (3) 

J J ( A ) 

在这两个积分中有一个存在（也就引起另一个存在）的假定下是成立的. 

因此， 要化第一型曲面积分为寻常的二重积分，只需用坐标 x ， y,z 的参数表示 
式来代替它们，而用面积元素 dS 在曲线坐标下的表示式来代替 dS . 

①不同于以后 [634]"^ 要 " iW 的第二型曲面 积分. 
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我们来给出所说的这个断语的证明. 

像曾经指出过的情形一样，与用分段光滑的一些曲线来分割曲面（的的方法相 
对应,有区域 （A) 的同样分法，反转过来也是如此. 

用对应的方法分割曲面（幻成 (5 i ),(5 2 ,)-.- ,(5 n ) 诸部分，而分区 域⑹成 
(A 1 ),(A 2 ),--. ,(A n ) 诸部分，并在每个部分上与每个部分 （Ai) 上分别地取彼 
此对应的点 ( Xi ， yi ， Zi ) 与 ( Ui ， Vi ), 使得 

= x ( Ui，yt = y ( Ui , 叫 )， Zi = z ( u “ Vi ). (4) 

作关于积分 （1) 的积 分和： 


口 = 〉 : / Vi ， 之 i)Si. 

i -1 

按照第 626 目中一般的公式（ 3 *),有 

Si = ff ^ EG ~- F 2 dudv . 

应用中值定理，得 

Si = [yjEG - F 2 )u^ • Ai, 

v — vi 

其中 ( uuVi ) 是区域 （Ai) 的某一个点. 

利用况的这个表示式并记住 （4) 式，我们可以写和 a 为： 

n _ 

cr = 5^/(3：(叫，％)，2/(叫，％)，之(叫，％))[\/^^7^卜叫- A { . 

U V = Vi 

i=l 

在这个形 状下它 相像于 （3) 中第二个积分的积 分和： 

71 

cr * = ^ f ( x ( uj , Vi ), y ( ui , Vj ), z ( uj , Vj ))[ y/EG - F 2 ]^i . Ai. 


在和 a 与 a* 之间的区别是这样的，在后一个和中复合函数 /(•*•) 与根式V 777 都恰 
好是在同一个（任意取的）点 ( u uVi ) 处计算的，而在第一个和中复合函数 f (…）是 
在点 ( Ui , Vi ) 处计算的，但表示式 /二 则是在点 ( Ui . Vi ) 处计算的（点 Ui , Vi ) 要由中 
值定理来规定而不是任意的). 

考虑这两个和 的差： 


= V/(**-)l [y/EG-^F 2 ] — - WeG - F 2 } 一 4 Ai. 

I J v —v = vi J 

參 

Z 

设 e > 0 为任意小的一个数.由函数 VEG - F 2 的（一致）连续性,我们知道当所有 
的区域 （Ai) 的直径足够小时，有 

\[\/ EG ~ F 2 ] u = u, — [ y / EG -^ 2 ]^ 


< e . 
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把条件 （2) 估计进去，不难得到 

(7 — ( 7 *| < sLA^ 

因此 

lim(cr — a*) = 0. 

由此可见，从这两个和中一个和的极限存在可推到另一个和的极限存在并与它 
相等.这就证明了我们的断语. 

特别， (3) 式右端的二重积分，也就是说左端的曲面积分，在函数 f ( x ， y ， z ) 沿曲 
面的连续性的假定下是存在的. 

如果曲面巧）是由显方程 

2 ： = z ( x , y ) 

给出，则公式⑶具有如下形式 

[[ f ( x ， y ， z、dS = ff f ( x ， y ， z ( x ， y ))^/ TT ^~ T ^ dxdy ， (5) 

J J ( S ) J J ( D ) 

其中 （ D ) 表曲面⑹在邛 f 面上的射影. 

因为 x / i +^ T ? = (其中的^像寻常一样是曲面的法线与^轴之间的 

| cosp| 

角)，所以公式⑸又可 写为： 

S 

y , z)dS = U ^ f ( x , y , z ( x , y ))^. (5 ” 

直到这里我们都假定了在它上面展布积分的曲面是光滑的而且是开的.我 
们的结果容易推广到分片光滑的曲面情形，无论这曲面是开的或是闭的. 

632. 第一型曲面积分在力学上的应用 

1°当质点以一定的密度分布在一曲面的各点处时，我们可以利用所说的积分来确定这块物 
质的曲面的质量、矩、重心的坐标以及其它类似的量. 

因为和以前讨论过的质量在平面形上分布的情形比较起来，这里并没有什么新的东西,所以 
我们只在习题中去讲这些问题. 

2°单层的引力在研究分布于曲面上的质量的引力时，自然要考虑到第一型曲面积分. 
设沿着一曲面 （ S ) 连续地分布有质量，它在曲面的每一点 M ( x ， y ， z ) 处都有给定的密度 
p ( M ) = p { x , y , z)P 再设在点处（在曲面之外）有一单位质量.如果以牛顿引力定 
律(万有引力定律）为根据，试确定点 A 被曲面 （ S ) 吸引的力7的大小与方向. 

假若点 A 仅被一个质点 M ( x ， y ， z ) 所吸引，集中在 Af 上的质量是 m ， 则引力的大小等于 



① 在这情形下说的是单层（与我们不考虑的双层不同). 

② 像寻常一样，为了书写简便计,我们用一来代替“引力常数”，即在牛顿公式（与单位的选择有 
关系）中的比例乘数， 
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其中 r 表距离乂即 


r = 


(x - 0 2 + (y-v) 2 + ( z - C 2 )- 


⑹ 


因为这力是朝着由 A 到 M 的方向，所以它的方向余弦是 


一？ 




于是引力节在坐标轴上的射影可 表为: 


F x = 771 




F y = m 


F z = m 


-c 


⑺ 


在吸引的质点为一系时，这些表示式各应以类似的一些表示式的和来代替•，最后，当质量是连 
续地沿着曲面分布时，积分就代替和而出现. 

应用寻常的讲述方法，可以把具有质量 pdS 的曲面元素 dS 看作集中在它的一个点 M { x , y , z ) 
上.这一个点对乂所发生的引力在坐标轴上具有射影[参照 （7)]: 


dF x ^ p^^dS ， dF y = dF z 


rp3 


dS, 


其中 r 是由公式⑹表示的距离 AM . 现在只要把这些表示式“加”起来，便得到单层的引力 F 
在坐标轴上的射影公式： 


F x 


I.L 


r 


3 


ds 、 Fy 


IL 


p^^-dS, F z 


r 


IL 


r 


3 


dS. 


⑻ 


于是力 F 的大小方向都已完全确定. 

假若被引点 A 本身也在曲面 （ S ) 上，则引力在坐标轴上的射影仍然由积分 （8) 来表示，不过 
这时积分是反常的，因为在点 A 的近邻各积分号下的函数不再是有界的. 

3°单层的位势在一个吸引点 Af ( i ， y ， 4的情况下，我们已知道引力在坐标轴上的射影具 
有表示式 （7). 不难看出，这三个射影是函数 

r 

对于的偏导数,这一函数叫做点 Af 的场对于点欠的牛顿位势[参照 566,1)]. 

如果场由质点系形成，则位势是由这种形式的分式的和来表示，并且位势对于的导数 
仍然给出引力在坐标轴上的射影. 

于是我们很自然地得到，以密度 p 分布在曲面 （ S ) 上而作用于点 A 的单层位势的表 示式： 




g 


dS 


⑼ 


问题只发生在，对于这位势来说，基本性质 

dW ^ dW 


Fy 


dw 

^dc 


F z 


( 10 ) 


是否能够保持不变，其中 F x ， F y ， F z 是单层的引力：？在坐标轴上的射影并且是由公式⑻确定 
的. 

如果点 A 不在曲面上,就是说连续性毫无破坏，则不难证明，在积分 （9) 对于或 < 施行 
微分时，莱布尼茨的法则是可用的（这只需要重演一遍我们已熟悉的推理).用这种方法，在所考 
虑的质量分布的情况下关系式 （10) 可得到证实. 
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633.例 1) 计算曲面 积分: 


( a ) h 


(6)/2 


Ils/- 

IL- 


2 




2 


4 + l4 + 


dS 


2 一 2 ..2 




其中 （ S ) 表示椭 球面: 


S + ^ + 5 = 1 〜 >0) 


解 （ a ) 如果采用这椭球面的表 示式: 


x = d sin cos 汐， 


bsiJKpsmO 


CCOS if 27T )， 


则 [629,17)] 曲面元素可表为下面的形状 


dS = abc 


另一方面，积分号下的函数为 


sin 2 < pcos 2 0 
a ? 


sin 2 ( psin 2 0 cos 2 
― p - + sm cpdcpdO . 


2 2 2 
x y z 

7 + f + 孑 


sin 2 <p cos 2 6 , sin 2 <p sin 2 0 , cos 2 <p 
a ? + b 2 + ~ 


由对称性，我们的计算可化到第一卦限内，因此 


8 abc 



T / sin 2 < pcos 2 0 sin 2 < psm 2 0 cos 2 <p 


sin ipd^pdO 




fe 2 


i ). 


(6) 同样， 


8 abc 


sin ipdipdO 


0 Jq ( a 2 sin 2 ( pcos 2 0 + b 2 sin 2 ( psin 2 0 + c 2 cos 2 ip ) 2 


要计算里面的对于 p 的积分，我们令 cos ^ 


得 


dz 


0 {( a 2 cos 2 0 + b 2 sin 2 0) — ( a 2 cos 2 0 + b 2 sin 2 0 — c 2 ) z 2 }^ 


a 2 cos 2 0 sin 2 0 


( a 2 cos 2 0 + b 2 sin 2 0) — ( a 2 cos 2 ^ + 6 s sin 2 0 — c 2 ) z 2 


c a 2 cos 2 6 + b 2 sin 2 6 


最后得到 


。 k f 号 dO A 

8 ab j 0 = 


JJ { y 2 z 2 -\- z 2 x 2 + x 2 y 2 ) dS . 


2) 计算积分 
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其中 （ S ) 是锥面 d = k 2 ( x 2 + y 2 ) 被柱面 x 2 + y 2 ~ 2 ax = 0截下的上部一块曲面. 

解 把曲面的方程写成 z = ky / x ^ +— #，我们得到 dS = Vm ^ dxdy , 并由公式⑼得到 


L 


V 1 + ^ [[ W + y 2 ) 2 + X 2 y 2 ]dxdy, 

J J ( D ) 


其中 （ D ) 是 xy 平面上的圆周 x 2 + y 2 - 2 ax = 0 所围的圆域 • 化为极坐标，我们求得 


L = — (80 fc 2 + 7)7 m 6 x/l + 


3) 试推演（泊松的) 公式: 


27T 

f(m sin (pcosO + n sirup sin 0 cos p ) sin < pd $ d(fi 

o Jo 

i _ 

= 2 tt j ( f(uy m 2 + n 2 + p 2 ) du ^ 




(其中 m 2 + n 2 + p 2 > 0 并且 / ⑷于 | t | < >/爪 2 + n 2 + p 2 时为连续函数) 
解用 P 表左端的积分，不难把它表为曲面积分的形状 


P 



f(mx + ny + pz ) dS . 


其中（的表半径为1而中心为原点的球面. 

换为新坐标系 uvw ^ 取平面 rnx + ny + pz 
面, 并令 u 轴垂直于它（图 94); 于是 


0当作平 


u 


mx + ny + pz 
\ Jm 2 + n 2 + p 2 


在 mm ; 坐标下这同一积分可 写为: 


P 


IL f{uV 


m 2 + n 2 + p 2 ) dS , 


如果把球面 （ S ) 的参数表示式取作下面的形状 



U = U, V 


\/1 — U 2 COSUJ 


\/l — u 2 sin a ; 


图 94 


(― 1 < u < 1;0 < a; < 27T)， 


则 dS " = duduj . 而最后得到 


P 




f ( uy / m 2 f n 2 + p 2 ) dudu ) — 2 n I + n 2 + p 2 )du 



令 u = cosA (0 < A < tt )， 则泊松公式 常可写成下形 



2tt 


f(m sirup cos 汐 + n sin p sin 0 cos < p ) sin < pd 6 d<p 



2 n I /(V m2 + + P 2 cos A ) sin AdA - 

o 
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4) 设一质量是沿曲面 （ S ) 分布的，具有密度 P = p ( x ， y ， z ). 试用展布在 （ S ) 上的曲面积分 
来表示：⑷质量的总值 m ; (6) 它对于坐标平面的静矩 M yz , M zx , M xy 与惯矩 iyz， ㈤ 
质量重心的坐标 

5) 试求球面的质量，如果在它上面各点处的密度等于 （ a ) 这点到铅垂直径的距离， （6) 这距 
离的平方. 

( a ) 解取球心当作坐标原点,并把铅垂线定为 z 轴.令 

x = RsixupcosO ^ y = Rsin ( psinO ^ z = Rcos 

其中丑是球的半径,我们变到球坐标^与0.于是 

dS = R 2 sin ( pd < pdO } p = y x 2 + y 2 = Rsin 


因此 


m= /t 


2tt 

pdS = R 3 / / sin 2 ( pd^pdO = tt 2 R 3 . 




8 


⑹答 m = ^ Tri ? 4 . 

6) 当质 量分# 的情形分别地和前题中的 （ a ) 与 （6) —样时，试求球面的上半部重心的位置 
( a ) 解如果像刚才一样选取坐标轴，则由对称性立刻知道^ = r ? = 0. 

计算静矩： 


工 y 



zpdS = R 4 



2?r 



sin 2 ipcosipdipdO — ^ ttR 4 . 

o 


我们已知[见问题 5)] 质量的全部大小 m = ^ tt 2 R 3 . 于是 


xy 


4 


m 3 tt 

(6) 答在同样安排坐标轴时， f = r ? = 0, C = |- R - 

7) 试求 （ a ) 均勾的 (p =常数）锥面 


h 


R 


z = ^ v x2 + y 2 (工 2 + y 2 < 月 2 ) 


重心的位置， (6) 它对于坐标平面的惯矩. 
解 （ a ) 显然 , f = r /二 0,其次，有 


dS = 



h ? 


—dxdy = -^dxdy (l = y/h 2 + R 2 ), 


于是 


xy 


hi 



yx 2 + y 2 dxdy 


x 2 +y2<H2 


2 ttHI 

~W 


P 



R 


2 2 

r dr — —nhlRp 


因为 


2 


⑹ 


nlRp , 所以 < = 会". 

o 


Ixy 



心 s =，, R 




7 Th 2 lR 
~2~ 




0 
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同样 


,3 


Iyz ~ Izx = — 


8) 已给一个半 径为尽 高为 h 的直圆柱面.设它的侧面是均匀的 （p = 1). 试求 （ a ) 底的中 
心感受到的曲面侧面的引力, (6) 这曲面对于底的中心的位势. 

解 （ a ) 如果取底的中心当作坐标原点,柱面的轴当作^轴，则显然有 F x ^ F y = 0. 将柱面 
用参数表示为 


x = Rcos y = RsinO , z 


z 


时有 dS = RdzdO , 于是 


F z 



2tt nh 



zRdzdO 


1 


1 


0 Jo (R 2 + Z^ 


R VR 2 + h 2 


(6) 我们有 


W 



2 tt rh 



RdzdO h + VR 2 + h 2 

= 27ritln - 


R 


o VR 2 + 

9) 就问题 7) 中的锥面求出 （ a ) 这曲面对于锥底的中心的位势及 （6) 对于它的顶点的位势, 
又 （ b ) 锥底的中心感受的引力及 （ r ) 它的顶点感受的引力. 

解 （ a ) 令 




得 


W 


R 


p IL 


dxdy 


+i/2 y Jx 2 + y 2 + {z-h) 


2 


2 ttIp 



R 


rdr 


o Vl 2 r 2 -2 Rh 2 r + h 2 R 2 

2 tt ^ f R l 2 r - Rh 2 
~ P Vl 2 r 2 - 2 Rh 2 r + h 2 R 2 



J 2 nRh 2 
dr H -- — p 



R 


dr 


Vl 2 r 2 - 2 Rh 2 r + h 2 R 2 


27Tp 


々 l 2 r 2 -2 Rh 2 r + h 2 R 2 


— In [ Z 2 r - Rh 2 + - 2 Rh 2 r + h 2 R 2 )] 


r=R 


r=0 


P 

^ {R ^ h) + 2 Jl^£ lxi Rl + R 


r=R 


r=0 


l 2 


h l-h 


⑹ 


W 


l i 



dxdy 


x 2 + y 2^ R 2 y/x 2 +V 2 +Z 


2 


2 nRp 


(b) 按对称性，^ = F v = ()• 其次 


F z 


l £ 



z — h 


R ’/x2 +y 2< R 2 [x 2 -j-y 2 -\-(z - h) 2 ]i V 


27rhlRp 



R 


(r — R)rdr 


o [l 2 r 2 -2Rh 2 r + h 2 R 2 ]y 
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这一积分可化为三积分的和: 


l _ f R _ dr _ | R ( h 2 ~ R 2 ) 

l 2 J 0 (/ 2 r 2 - 2 Rh 2 r + R 2 h 2 )^ 14 J 

2 R 4 h 2 r R _ dr _ 

Jo { Pr 2 -2 Rh 2 r + R 2 h 2 )i 

i , ai + a — 2 /r> ,v 

= p ln Trn + — ( 丑 — ^ f ( 丑 + 


l 2 r ~ Rh 2 

o ( l 2 r 2 - 2 Rh 2 r + R 2 h 2 ) 


dr 


整理所有的结果，最后我们 得到: 


l 2 h l — h 


27 rp ( R + h ) 

l 


( r ) 这时反常积分是发散的: 


F z 


Rh 


dxdy 


12 JJ X 2 +V 2‘ R 2 w+y 2 


+ oo . 


10) 设分布在一锥面上的质量在各点的密度等于这点到顶点的距离，试求 （ a ) 这曲面对于顶 
点的位势， (6) 顶点受到的曲面侧面的引力. 

答 （ a ) W = txRI = 5; (6) F X =尽= 0,巧= 平. 

11) 求均匀的 ( p = l ) 球层上的点的引力. 

解设球心位于坐标原点，被引点（质量为 1) 位于正的2轴上离球心距离为 a 处.这个引 
力在 x 与 y 轴上的射影 &与凡 显然等于零，其次，我们有 


F z 


IL 


p Z ^dS 


( r 是球面上任一点 M 与点 A 的距离).如果换为球 坐标: 


x = Rsm cosO 


RshupsinO ^ 


Rcoscp , 


则 


_2 _• 


dS = R sin ipdUpdG 、 


i ? 2 + a 2 — 2 Ra cos 


而 


F z = 27 T 心厂 

Jo ( R 2 + a 2 — 2 Ra cos < p ) 2 


用变换 R 2 + a 2 ~ 2 Racosip = t 2 将这表示式改为 


F z 


7 tR 

0,2 ^ J\R-a\ 


R 2 ~ a 


2 


1 dt 


• 7rR 2 R 2 - a 2 , n , 

= ~^r p { 2 R ~jR^\~ lR ~ al 

我们现在要讨论两种情形. 

(1) 设 a <丑,则 I 丑一 a | =丑~ 而括号内的值为零，于是 


(11) 


F z =0. 
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因此，凡在一均匀球层里面的点，都不感受球层表面的任何引力. 

(2) 若 a > 丑，则 \ R ~ a \ = — { R ~ a ), 于是 

n 4nR 2 p 

Fz ^ —~ f 

因此,在均匀球层外面的点感受到的球层表面的引力，与集中球层的全部质量 m 二 4 nR 2 P = 
于球心时它感受到的引力一样. 

特别来讨论 a = R 的情形.在这情形下点4在球面上，而积分 “1) 成为反常的，经过很明 
显的简化手续后，它作下面的形状： 


F Z = -; P 一 2np . 
a/2 J 0 VI - cos ^ 

当 a 从比只小的值或比只大的值趋近于 i ? 时，凡分別地有极限值0与 - 4 tt P . 由此可见， 
当被引点通过球面时，引力的连续性遭到破坏，并且它对于球面上的点的值是上述两个极限值的 
算术平均数. 

12) 求均匀球层对于任意一点的位势. 

解在前面的记法下，我们有 


W { a )^ 




sin ipdip 

\J R 2 + a 2 — 2 Ra cos<p 


2 nR 


a 


P 


H + 


\H-a\ 


dt - —p(/? + a- |^-a|). 

CL 


若 a > 氏则 

W(a) = 47r_Rp, 

所以，在均匀球层里面，它的位势是一常数， 

反之，当 a >丑时，则 

、 4 nR 2 p 

也就是说，如 果把球层的全部质量集中于 球心， 球层在其外部空间的位势不起变化 • 

在 a = _ R 的情形下，表达位势的反常积分具有值 

W ( R ) = 4 nRp . 

由此可见，当被引点通过球的表面时位势保持其连续性. 

§4. 第二型曲面积分 

634. 第二型曲面积分的定义 这一新积分的形成是按照第二型曲线积分的样 
子建立的. 

在那里我们从有向(定向）曲线出发，并把它分成一些元素后，再把这种各有方 
向的元素射影到坐标轴上来.射影也是有方向的，而我们则取其长带正号或负号，依 
其方向是否与转的方向相同而定. 
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用类似的方法我们现在来考虑光滑的或分片光滑的双侧曲面巧)，并且取定其 
两侧中某 一侧； 如已所知 [620], 这等于说选 取曲面的一个确定的定向. 

为明确起见,我们首先假定这曲面由显方程 

2 ; = z [ x ， y ) 

给出，并且点 ( x ， y ) 是在卿平面上由分段光滑的闭路所范围的区域 （ D ) 内变动.于 
是在曲面的上侧与下侧®之间可以加以选择.在第一种情况下曲面上的闭曲线,如果 
从上面 去看，要记以反 时针的 方向，而在第二种情况下则记以相反的方向. 

如果把曲面分割为许多元素并把这种各有定向的每个元素射影到平面上来, 
则被射影的图形边界的环行方向决定着它的射影闭路的环行方向.若曲面⑻的上 
侧是固定的，则这一方向和反时针方向的转动相一致，也就是与: ry 平面本身的定向 
一致; 在这种情况下我们对射影的面积要取正号.在下侧的情形转动是相反的，而我 
们对射影的面积要取负号[参考 610]. 

现在设在所给曲面（”的点上定义有某一函数 f ( M ) = f ( x , y , z ). 用分段光滑 
的曲线网把这曲面分成许多元素 


⑻ ，⑻ ，…， ⑻ 

后，在每个元素 （&) 内选取一点再算出函数的值 f ( Mi ) = fixiUi ) 
并用元素（氏）在；平面上的射影的面积 A 去乘它， A 所带的符号是按照上面所 
说的规则来给的.最后作出和（也是一种积分和） 

71 71 

i —1 i=l 

如果当各个小块（氏）的直径趋于零时这个和有一个确定的有限极限，则这极限 

叫做 

f ( M)dxdy = f ( x ， y ， z、dxdy 

展布在曲面 （ S ) 这个选定的侧上的 (第二型)曲面积分， 并用记号 

1= // f ( M)dxdy = [[ f ( x ， y ， z、dxdy (2) 

J J ( S ) J J ( S ) 

来表示（在这里 dxdy 象征曲面元 素在邺平面上的射 影的面积). 

但是在这记号中恰恰没有包含着一种记号说明曲面是取的哪一侧，因此每次必 
须把这一说明特别提出来.从定义本身可见，当所考虑的曲面的一侧换为和它相反 
的一侧时，积分要改变符号. 


①参看第618目中的脚注. 
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如果曲面不具备所说的特别形状，则曲面积 
分的定义也可以照样完全建立起来，只是各个射影的 
面积认 无需全部带同样的符号，譬如说，如果曲面元 
素中有些在 上面而 其余的 在下面 (图95)，那就要带不 
同的符号. 

如果元素在曲面的具有平行于2轴的母线的柱 
面部分上，则它的射影集结于一线，面积成为零，而用 
不着去谈它的符号. 

可是这里会遇到这样的情形，就是一个元素部分 
地落在上面，部分地落在下面，或者是一个元素不是 
按 一一 对应的方式射影到卿平面上. 图 95 

因为在实际上这类“不规则的”元素不起什么作 
用，所以我们在积分和中可以不把与这些元素的对应项加进去.以后我们要证实这 
样做法，无论是在曲面积分的计算中或是在它的应用中都不会引起任何紊乱. 

若替代卻平面把曲面的各元素射影到於或=平面上，则我们得到另外两个 
第二型曲面 积分： 

[[ f ( x , y , z)dydz 或 [[ f ( x , y , z ) dzdx . (2*) 

J J{S) J J{3) 

在应用中常常遇到这几个形状的积分联结在 一起： 




Pdydz + Qdzdx -f Rdxdy , 


其中 P ， Q ， R 是 [ x . y . z ) 的函数，定义于曲面 （ S ) 的点处.我们再一次着重指出，在 
各种情况下曲面 0 S ) 都假定是双侧的并且积分是展布在它的确定的一侧上. 102 ) 


635. 最简单的特殊情形 1。 再回到积分⑵当曲面⑹是由 显方程 


^ y ) ((^,")属于(£»)) 

给出的情形，并且函数$与它的偏导数 及 都是连续的. 

如果积分 （2) 是沿曲面的上侧取的，则在分和 （ l / 中所有 A 都是正的.在这 
和中用2的值 z { xu yi ) 来代替&我们就把它化为下面的形状 

71 

/(; 讲， z { xi , yi )) Di , 

i=l 

1 Q2 ) 在分析教程中可^有另外的方法引入第二型曲面积分,这样，为了定义第二型积分可以应用 
将其归结为第一型积分或通常的二重积分的 公式; 特别，第二型积分可借助636目的公式⑼或 
(10 ) 来定义. 
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不难看出这就是寻常的二重积分 



x ， y))dxdy 


的积分和.取极限，我们就确立了等式 

/ / /0,2/， z)dxdy = / / f { x ) y ) z { x ) y )) dxdy , (3) 

J J(S) J J ( D ) 

并且这两个积分中一个存在就能推出另一个的存在.特别，如果函数/是连续的，则 
这两个积分一定存在. 

若手只分展布在曲面的下侧，则显然有 

/ / f ( x ， y ， z ) dxdy = — f ( x , y , z ( x , y )) dxdy . (3*) 

J J(S) J J { D ) 


附注在各种情况下公式 （3) 可以保持不变，只要认为右端二重积分所展布的 
区域 （ D ) 有其应有的定向[参看 610]. 


我们现在要证明（在所考虑的情况下)，第二型曲面积分可化为第一型曲面积分. 
在选定曲面上侧的假设下，就是说所有的 A > 0,我们来重新考虑和 （1). 按照第 


626目中公式 （5 a ) 


Si 



dxdy 


COSP 


其中 p 是曲面的法线与 z 轴之间夹的锐角.应用中值定理，我们得到 


Si = 


Pi 

cos v \ 


或 Di = Si cos ; 


这里的 < 代表在元素（氏）的某个（但不是任意选择的）点处的曲面法线与2轴所 
成的角.把的这个值代人 a 中，我们得到 


a = 


Zj ) cosul Sj. 


与这个和相应自然地有一个和 

71 

^ Zj) cosvjSi, 


其中 K 是与任意选好了的点 ( x ^ yuzi ) 相对 应的； 最后这个和显然是第一型曲面积 


分 


/ / f { x , y y z ) cos udS 
J J ( S ) 


的积分和. 
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1 

COS P =―===== 

y/l + P 2 + q 2 


的连续性，如果把曲面（幻分成足够小的一些元素，则这余弦在各个元素范围内的 


振动都会小于任意一个预先给定的数 e > 0. 假定函数/是有界的：1/1 < M , 我们 
估计这两个和 a 与厅 的差： 


a - a| ^ \f {xi, yi, Zi)\\ cos - cosu^Si < MSe\ 

所以 a -7 — 0. 很明显，这两个和的极限同时存在并且相等.于是我们得到等式 


/ / /0,沒， z)dxdy = f ( x , y , z ) cos udS . (4) 

./ J ( S ) J J ( S ) 


并且从这两积分中一个的存在就得出另一个的存在.我们又看到，特别在函数/连 
续性的假定下这两个积分都存在. 


把曲面的上侧换为下侧，我们同样要改变等式 （4) 左端的符号.如果与此同时把 


v 理解为方向朝下的法线与2轴所成的角，则余弦照样改变符号，而右端的积分也跟 
着它改变符号,所以等式仍然可以保持不变. 

2°如果 （ S ) 是柱面的一部分，其棱平行于2轴，则各元素的射影都成为零，所 


以在这种情 况下: 


Jj ^/( x , y , z)dxdy = 0. 


⑹ 


显然，在这里公式 （4) 也 成立： 因为 cos ^ O , 所以这公式的右端也为零. 


636. — 般情形 我们再回到简单、非闭的光滑曲面的一般情形.在积分和 


i=l 

中，像我们规定过的情形一样，没有把曲面上那些“不规则”元素（它们或者是部分 
地在上面而又部分地在下面的元素，或者是不按 一一 对应的方式射影到仰平面上 
的元素）的对应项加进去.在和的记号上的撇号表明着这种情况. 

把^总认为是按 照曲面选定的一侧而定向的 法线与2轴所成的角，我们恒有连 
符号在内都正确的等式： 


Di — Si cos v \ 

{ yt 具有以前所说的同样意义).因此， 

<y ! = ^ f{xi,yuZi)cosul Si. 
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把这个和与和 ^ 

^ — ^ f(xi,y l ,z i )cosu i S i . 

k 对应于所选取的点）相比较.像以前一样，不难证实 

lim(a / — a f ) = 0. 

如果再把那个与拋弃了的“不规则的”元素相对应的和 


^ ^ f{x i) yi,Zi)cosv i Si 

合并到 Y 中，则完全得到了关于第一型曲面积分 


JJ f(x ， y ， z)cosudS 


⑹ 


的积分和厅. 

可以证明（我们宁可在下面 637 中来做）当所有元素的直径趋向于零时， 


a n 0. (7) 

于是根据 （6), 我们在 （4) 中两个积分有一个存在的假定下（因而推出另一个的存在) 
重新得到等式 （4). 

从曲面的参数表示式出发，可以把 （4) 中右端的积分化为展布在参数的变 
化区域 （△) 上的寻常二重积分，而根据已证明的，也就同时可以把右端积分化为这 
二重积分.就是说，因为 


COS P = 土 


C 


dS= y/A 2 + S 2 + C 2 dudv, 


所以有 

/ / f(x ， y ， z)dxdy = ± f(x{u, v), y{u, v),z(u, v))Cdudv. (8) 

J J(S) J J{A) 

正负符号对应于曲面 （ S ) 的两 个侧； 特别，如果 m ; 平面的定向对应于曲面上所 
选一侧的定向，则应取正号 [621]. 而且在这里，两个积分中一个的存在能导出另一 
个的存在. 103) 

用类似的处理方法，可以得出与曲面在另外两个坐标平面上的射影相关的另外 
两个第二型曲面积分.把这些结果全部结合起来，可以写成 

j Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = j (P cos A + <5 cos R cos u)dS. (9) 

J J ( S ) j J ( S ) 


1 G 3) 换句话说，如果所考虑的曲面 （ S ) 的侧是在参数公式中确定而产生的一侧，即 (5+) «,则在 
公式 （8) 中选正号.[参看620目中的脚注 99)]. 在所考虑的曲面 （ S ) 的侧是(5_)侧时,则公式 （8) 
中积分前取负号. 
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这是化第二型曲面积分为第一型曲面积分的一般公式.在这里 P , Q ， 汉是定义于曲 
面⑻的点处的有界函数，而 cosA ， cosp ， cosi / 是 按照曲面的选定的一侧而定 向的法 
线方向余弦. 

最后，我们导出化第二型曲面积分为寻常二重积分的一般 公式： 

11 Pdydz + Qdzdx + Rdxdy — ± 11 (PA + QB + RC ) dudv . (10) 

J J(S) J J(A) 

在右端所指的是，函数 P ， Q,R 中的:是由其用表示的式子来代替的.关于 
符号可以重用前面的说明. 

所得的各个结果都可推广到更一般的情况—— 分片光滑的闭的或开的曲面的情 
况(因为这样的曲面是由一些一个接着一个的开的光滑曲面所组成的). 

637. 证明的细节现在回过头来证明关系式 （7). 我们可以断定，对于任一预先给定的 
£> 0 , 找得到这样的一个 77 > 0 , 只要各个元素的直径小于 77 时，在“不规则的”各个元素的各 
处都有不等式 


| cos u\ < e. (11) 

假设这个断语不 成立； 于是就有这样的一个£ 0 >0及这样的由“不规则的”而 直径渐缩为零 
的一些元素（私 ：) 组成的序列存在，使得在每个 ( S k ) 的某一点处都有 

I COS u \ ^ £ 0 - (12) 

如果用 （4) 表区域 （ A ) 中对应于⑻）的元素，则元素（知）的直径也趋于零.由布尔査诺-魏尔 
斯特拉斯定理 [172], 从序列 {(6 k )} 中可取出这样一个部分序列，它的元素集结于区域 （ A ) 的某 
一点 (u 0 ,vo )； 但是,不失一般性不妨假定这就是序列 {(4)} 本身. 

对于与参数的值 u — uq,v = v 0 相对应的角 p = po , 必定有 


cos "0 = 0. 

因为，如果不然，则对于参数的这一对值我们就该有 


C = 



# 0 , 


(13) 


于是在点 ( u 0 , v 0 ) 的一个邻域内， u ， v 便可考虑作; r ， y 的单值函数，并且当 u , v 用％ y 表示的式 
子代入函数 2 = z ( u , v ) 中时，曲面便由显方程 


z = /( 工， y) 

来表示除此以外，若把这近邻取得足够小，则在其内 cosy 保持一定的符号，因为当 fc 足够大 
时 （ M 势必落到这个邻域之内，所以它也就不能够对应于“不规则的”元素 （&). 

①如果点砷7"在 i 域 - ( aT 的 3 S 界上，则对于上面所述这点的一个邻域和区域 （ A ) 的公共部 
分这话仍是正确的.参考第一卷中的附录 [262]. 
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由此可见等式 （13) 成立.这样，当（心）足够地接近于点（如,如）时,对于这些区域我们就到 

处有 

I COSi^l < £ o , 

这和假设 （12) 相反.这一矛盾的产生，就证实了我们对于不等式 （11) 所下的断语. 

现在设曲面（的被分成的各个元素的直径都小于&于是对于“不规则的”元素（假若有的 
话）不等式 （11) 成立，并且与它们对应的和才'的绝对值小于 M &， M 表|/|的一个上界.由此 
可见 （7) 式成立. 

638. 用曲面积分表立体体积 立体体积可用展布在范围着这立体的曲面上的 
积分来表示，好像平面图形的面积可用沿着这图形的边界的积分来表示一样 [551]. 
考虑一立体 （ T 0, 它是由分片光滑的曲面 


(^ i ) 2 ： = z 0 ( x , y ), 
( S2 ) z = Z ( x , y ) 


[zq < Z ) 



及母线平行于 2 轴的柱面 （ S 3 ) 所围成的（图⑽)•在抑 
平面上，范围一个平面区域 （ D ) 的分段光滑的闭路 （ K ) 
是这柱面的准线.在特殊情形下，等式 z 0 ( x ^ y ) = Z { x , y ) 
可以在曲线（火）上 成立; 那时曲面（私）缩成一线. 
这立体的体积 F 显然等于两积分的差 

V = Z ( x , y ) dxdy ~ // z 0 ( x , y ) dxdy . 

"( D ) J J { D ) 

引入曲面积分,这等式可写为[参看 （3) 与 (3*)1： 

V = j zdxdy + I zdxdy , 

J J(s 2 ) J J ⑻ 


图 96 并且这两积分是沿曲面 （ S 2 ) 的上侧及沿曲面（汾）的下 

侧来取的.把展布在柱面（为）的外侧上的积分 



加到右端.由 （5) 式知这积分等于零，所以这积分的加人并不破坏原来的等式.这样, 
最终有 

V = zdxdy 、 (14) 

J J(S) 

它是展布在范围着这立体的曲面 （ s ) = (&) + o ? 2 ) + ( s 3 ) 的外侧上的. 

公式 （14) 只是由我们就那种有确定定向的柱形长条建立起来的.但是,显然，对 
于宽广得多的一类立体，能够利用母线平行于2轴的一些柱面把它分成所研究过的 
形状的部分，这个公式仍是正确的.实际上，实行这个分法，我们可以应用公式 （14) 
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到各个部分，然后把各个结果加在一起.因为展布在各个辅助柱面上的积分等于零， 
所以我们重新得到公式 (14). 

我们现在要指出，对于最常见的极广的一类立体，就是说，对于由任意一个分片 
光滑的曲面所范围的立体，这公式成立. 

设 （ F ) 是这样的一个立体.首先用有限多个长方体@将这立体的表面（的上所 
有的“棱”包进去，并且不仅要它们的总体积任意小，还要它们包在曲面 （ S ) 的部分 
的面积也任意小，而同时展布在这部分上的积分 ffzdxdy 也如此. 

现在我们在曲面上任取一个不在“棱”上的点 Mo (^ o ^ o ). 因为这点不是奇点, 
所以在这点处三行列式中至少有一个不为零.若 C 一 0,则我们知道，在点 
Mo 的一个邻域内曲面 （ S ) 的对应部分可用形如 

^ = /(^, y) 

的显方程来表示.当 A 一 0或 b 一 0时，我们就得到另外两种形状的显 方程： 

X = g { y , z ), y = h ( z ， x ). 

因此，点 Mo 可以被这样的一个长方体所包含，它从 
立体 （ V 0 上割下的部分是由五个平面和这样三片曲 
面（图 97) 之一所围的“棱条”. 

把博雷尔引理 [175] 应用到我们的曲面上©我们 
从这种长方体的无穷集合中可选出有限多个长方体 
来.结果除掉那些包着了 “棱”的各个长方区域以外， 

立体 （ F ) 的其余部分 （ K ) 被分成有限多个“棱条”及 
简单的长方体.假若对于所有这些元素立体能够证明 图 97 

公式 （14) 的正确性，则用加法立即证实这公式对于它， 

们的和的正确性，然后取极限（与缩小各个“棱”的邻域相联系）也就知道这公式对 
于原来的立体 （ F ) 是正确的. 

但是对于第一种形状的柱形长条，因而对于长方体，这公式是在前面已证明了 
的.现在我们要讲到例如 （ V 0 的第二种形状的“棱条”，它是由平面 : r = xo,y = 
2 / 0 , y = yi,z = zo,z = Zi 以及曲面 （ s ) : = g ( y ， x ) 所范围的 • 

仿照在第 551 目中为了扩大平面图形面积公式的应用范围我们曾经用过的方 
法，这时替代内接于曲线的折线我们来画内接于曲面 （ s ) 的多面形 （ a ). 我们知道 
[627], 利用适当的三角剖分法来分我们的立体在％平面上的射影所构成的矩形 

{d) = [ 如 ,"1; 勿， 21 ]， 

①在这里和下面我们指的是各面分别平行于三个坐标平面的平行六面体. 

⑦不难知道它是一个闭集合. 
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可以做得使曲面的各面上的法线方向随意地接近于曲面 （ s ) 在其对应¥分各点 
处的法线.用多面形 （ a ) 代替了曲面 ㈤ ，我们能够对于这改变了的立体少）写出 


公式 




IL 


zdxdy. 


(15) 


其中（句是用来表示范围着多面体（歹）的整个表面.实际上，这个多面体容易分成 
许多像我们的公式对它们已取得证明的那种形状的立体.要得到公式 （14) 现在只要 
在 （15) 中取极限（当多面形的各棱无限地缩小而其各面上的法线方向与所给曲面上 
的法线方向无限地接近时). 

为了证明所说的两公式的右端的近似，我们将它们的差表如下形 


a 


zdxdy 


IL 


zdxdy + 


其中 a 表示沿立体 00 与（歹）的那些侧面（即用以使这两曲面分开者）上的积分 
显然, a —0. 把这两积分化为第一型的积分，它们的差首先可写成 



cos vds — 


(s) 


IL 


z cos vda^ 


其次，再转到第二型的积分 


IL 


cosu 
cos A 


dydz — 


IL 


cosV 

cos A 


dydz. 


在这里 cosA ， cosp ， cosA ， cosP 是这两曲面的外法线的方向余弦.注意在⑷上 


cos A 


1 + i/y + 9 ? 


是连续函数,不趋向于零，因此，是以正数为其下 界的； 当曲 面⑷与 （ a ) 的法线足够 
接近时,对于多面形 （ a ) 的 cosA 来说,这也是一样正确的. 


最后，引用多面形 0) 的方程 
(d) 上的寻常二重积分写成 下形： 


9 (y ^), 可以把最后两积分的差用展布在矩形 


IL 


C0SU 


C0SU 


COS A J x=g(y } z) 


COS A 」 x=g{y,z) 


dydz 


考虑到了不仅曲面 （ s ) 与 （ a ) 的对应点相接近，而且这两曲面在对应点处的法线也 
相接近，于是就显然可见,所写出的积分在上述极限过程中趋向于零.这就完成了我 
们的证明. 


与公式 （14) 同时，立体的体积也可用公式 


IL 


xdydz 或 F 


IL 


ydzdx 


(14*) 
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来表示,这可由简单改换轴的地位而得到.把三个结果合在一起，可以得到更对称的 
公式 


II xdydz + ydzdx + zdxdy . 

J J(S) 



在所有情况下，积分都是沿着包围这个立体的曲面（幻的外侧而取的. 

再引入外法线的方向余弦 cos A , cos //, cos 最后的表示式可写成第一型曲面 


积分 



cos A + y cos fi + z cos v ) dS . 


(17) 


639. 斯托克斯公式 再设是由分段光滑的闭路所范围的一个简单的 
光滑的双侧曲面.曲面上的点借公式 


x — x { u , v ), y — y { u ^ v ), 2 ： = z ( u ^ v ) 

与平面区域 （△) 的点成 一一 对应， （△) 是由 m ; 平面上分段光滑的闭路 （ A ) 所范围 
的.此外，总有火 2 + B 2 + C 2 > 0. 

选取曲面的确定一侧，并与此相应选取它的定向 [620]. 为明确起见，我们把闭路 
(L) 算作按正环行方向对应于闭路 （ A ) 的正环行方向.于是像我们在621目中规定 
的一样，公式 


cos A = 


A 

TTW+w+W 


cosu = 


C 


COS/i == 


B 

+^/a 2 + b 2 Tc^ 


(18) 


正好显示岀曲面 os ) 被选取的一侧. 

注意这些事项以后，我们将推演一重要公式，它联系着曲面积分与曲线积分，且 
为我们所熟知的格林公式 [600] 的推广. 

设在某一个包含曲面（的本身在内的空间区域内，给岀一个函数 

P 二 P ( x ， y ， z )， 

它和它的偏导数在这区域内都是连续的.于是有公式 

/ 

J {L) 

并且闭路 （ L ) 的环行方向对应于右端积分所展布曲面（的的那一侧. 

首先改变沿曲线 （ L ) 的曲线积分,用沿曲线 （ A ) 的积分来代替： 

f Pdx = f P - (^ du ~^^ dv ) . (20) 

J ( L ) J ( a ) dv J 


Pdx 



dzdx —— ^- dxdy . 


S) 


dz 


dy 


(19) 
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关于这等式，只要引进曲线 （ A ) 的参数表示式，并通过它引进曲线 （ L ) 的参数表示 
式,便可以将这两个积分化为同一个对参数的寻常积分.于是证明了等式 （20) 成立. 


现在我们应用格林公式于 （20) 中的右端积分，得 



(八) 


\au av 


iij 


du 


dx 

dv 


d_ 

dv 


dx 

du 


dudv. 


因为最后一个积分号下的式子可以展开成下形 


dP dx 
dx du 


dP dy 
dy du 


/ dP dx 

\dx dv^ 
dP / dz dx 
dz \du dv 


dPdy 
dy dv 
dz dx 
dv du 


dPdz\ 

dz du) 
dP dz 
+ dz dv 

\ dP 
)dy 


dx d 2 x 
dv ^ dvdu 
\ dx d 2 x 

)du dudv 

(dx dy dx dy 

、du dv dv du 


所以我们得到二重积、分 


II J 


dP 


dP 


dz dy 


C^dudv 


按照公式 （10) 我们容易把它改为曲面积分 


IL 


dP 


dzdx 


dP 




dy 


dxdy 


最后这一积分是沿所选的曲面一侧而取的，因为公式 （18) 正好表示的是这一侧.这 
样就完成了等式 （19) 的证明.① 

这个公式是就光滑的曲面建立起 来的; 但它也容易推广到 分片光 滑曲面的情形 
只要就每片光滑的面单独地把它写岀来，然后把所得的各等式加在一起. 

用循环轮换字母:的方法，再得到两个类似的 等式： 



Qdy 


( L ) 


Ils 


笔 dxdy — 笔 dydz 



Rdz 


(L) 


/O 


dR 

dx 


(19*) 


dzdx 


其中 Q 与丑为的两个新函数,满足所适合的同样的各条件. 

合并 （19) 与 （19*) 三个 等式,我们得到所要求的结果，即最普遍的 公式: 


( L ) 


Pdx + Qdy + Rdz 




dR 




dy 


dQ 

a ! 


dydz + 


dP 




dz 


dR 

dx 


dzdx 


( 21 ) 


® 应当指出，在推演中导数 $ 和的存在性与连续性我们都利用到了，但在最后 

OX OUOV OVOU 

的结果中它们并未出现.实际上没有这些假设这个公式也能成立. 
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这个等式 叫做斯托克斯 ( G . G . Stokes ) 公式. 我们再一次着重指岀 ，曲 面的这一侧 
和它的边界的方向彼此是由620目中所建立的规则来决定的. 

若取 xp 平面上的平面区域（乃）作为曲面⑹这一块面,则因^ = 0而得到公式 

f Pdx + Qdy = [[ ( 学 -D dxdy, 

J(L) J J (s) 、 dx dyJ 


这是读者所知道的格林 公式； 因此,后者为斯托克斯公式的特例 .® 

最后我们指岀，在斯托克斯公式中第二型曲面积分可以用第一型曲面积分来代 
替.于是这公式取下面的形式 


f w — y+ 胁 —— g ) ■—勤 


cos A 



(dP dR\ 

te-^J cos//+ 


(S 



cosz^ r dS. 


并且 cos A , cos //, cos z / 表 7 K 恰与所选的曲面 一 侧相对应的法线方向余弦. 


( 21 *) 


640.例 1) 计算积分 



{ x z + y 2 ) dxdy , 


它展布在圆 x 2 + y 2 = R 2 的下侧. 

提示因为积分所展布的曲面与它在: cy 平面上的射影重合,所以注意到侧时,我们就有 


I =- 



{ x £ + y 2 ) dxdy . 


答 / = -|^ 4 . 

2) 计算积分 

J -- 

它是沿着球面 x 2 + y 2 ^ z 2 = R 2 的下半部的上侧而取的. 

提示半球在平面上的射影是由圆周 x 2 + y 2 = R 2 所范围的圆域 ( D ). 下半部球面的 
方程是2 二 -/ R 2 l x ~ 2 : y ' 所以 

J = — / / x 2 y 2 \JR 2 — x 2 — y 2 dxdy . 

J J (D) 



y 2 zdxdy 


答 

3) 计算积分 


K = 


J J x 2 dydz + y 2 dzdx + z 2 dxdy , 


它展布在球面 （: c - a ) 2 + ( y - b ) 2 + (z~c ) 2 = R 2 的外侧. 

①为了便利记忆斯托元兩公乏^们指出,右端积分中第一项与格林公式中的是一样的，而其余 

二项可由尤， y ， 2与 P , (5, 丑的循环轮换得到. 
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解 我们来讨论积分 


K 3 



z 2 dxdy 


(S) 


的计算.因为球面的显方程为 


z ~ c = 士 R 2 — (x — a ) 2 — (y — 6) 2 

(其中正号对应于上半球，而负号对应于下半球)，所以该把被积函数/表为下形 

Z 2 =(之 —C ) 2 + C 2 + 2 c(z — c). 

前两项的和沿上半球面的上侧与下半球面的下侧来积分时给出不同符号的结果，它们彼此相消. 
最后一项由上半球面转到下半球面时本身改变符号，因而沿这两半球积分时得出相等的两结果，所 
以 


K 3 =4c 


II 


R 2 — (x — a ) 2 — (y ~ b) 2 dxdy = -ttcR 3 . 

3 


(x —a) 2 + (y —6) 2 <H 2 


同样可得到另二 积分: 


Ki 


!L 


x 2 dydz, K2 


IL 


y 2 dzdx. 


答 K = + + 

4) 求积分 


⑷ A 


g 


dxdy, ( 6)/2 


IL 


zdxdy, ( b )/3 


//, 


2 


2 ： dxdy 


它们展布在椭球面 


2 2 2 
x y z _ 


的外侧. 


答 （ a ) Ji = 0; (6) I 2 = -nabc; (b) i 3 = 0. 

5) 计算积分 


( a ) Li 


IL 


x 3 dydz^ ( 6 ) L2 


IL 


yzdzdx^ 


它们是沿着这同一个椭球面的上半部的上侧而取的. 
解 （ a ) 


.L y 2 z 2 


Li = 4 <z 


3 


IL 


2 


y 

¥ 


5) 


dydz 


其中 { D x ) 是椭圆 ^ + — = 1 在第一象限内的部分.换为广义极坐标，不难求得 


Li = ^ ； 7ra 3 bc. 
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从曲面的参数表示式 

( 7 T 

0 ^ ^ ^ ^ 0 ^ 2tt 

出发，同样容易地可以得到这个结果. 

因为乂 = be sin 2 ( pcosO , 故按照公式 (10), 

/* 号 f 27T 9 

Li — a 3 be I sin 5 < pd(p I cos 4 OdO — —7 ra 3 bc . 

Jo Jo 5 

(曲面的上侧对应于所指公式中的正号 

(6) 在这里也利用参数表示式，我们看出5 = acsin 2 ^ sin ^. 所以 


( 22 ) 


7T 

2 


Z/2 = abc" I sin 3 ipeosepdip I sin " 6 OdO = abc . 

0 Jo 4 



2 tt 


2 


6) 求积分 



dydz dzdx dxdy 


x 


V 


z 


它是沿着上面所指的椭球面的外侧而取的. 

提示 这积分是反常的，因为积分号下的式子变为无穷大（在椭球面与坐标平面的截口上) 
利用参数表示式我们得到常义的二重积分. 

7) 若把关^体 F 的表示式 （16) 按照公式 （10) 改为常义的二重积分,则得 


V 



(Ax + By + Cz)dudv 


(23) 


视 A ,5， C 的值为行列式，很容易地把这结果表成下面的形成 


V 



X 


X 


X 


y z 

Vu 之 u 

Vv 


dudv 


这时符号规定是正的，只要人 C 具有外法线的方向余弦的 符号； 在相反的情形下符号规 
定是负的. 

8) 从参数表示式 （22)(0 ^^^7 r ;0^^^27 r ) 出发，用这个公式来计算椭球面 

£! + ^ + £! = 1 


a 




的体积 

提示 这时的行列式等于 abcsiiup . 

答 V — ^ nabc . 

9) 若范围着一个立体的曲面是由极坐标方程 

r = r (( p ^ 0) 
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给出，则像在 [629,14)] 中一样，可以变到曲面的参数表示式,并且起着参数的作用.再从这 
表示式出发就可由公式 （23) 导出体积的一个简洁表示式 


F =去 JJ r 3 sin (pdipdO 


(24) 


这时 （△) 是参数的变域. 
10) 计算由曲面 


(x 2 + y 2 + 之 2 ) 2 = 2a 2 xy 


所范围立体的体积. 

解 从曲面的极坐标方程 


asin^v^in 20 


出发，我们利用公式 （24) 会得到 


V — ~a 3 j sin 4 <pd(p j sin 晏 Ocos^OdO. 

^ Jo Jo 


按照 [312,1)] 中的公式 （8) 计算第一个积分，按照 [534, 4)( b )] 中的公式计算第二个积分，最后 
我们求得 


(i) - 


11) 设闭路⑹为圆周 x 2 + y 2 ^a 2 ,z = 0, 而曲面（5 1 )为半球面 x 2 +y 2 + z 2 = a 2 (z > 0). 
同时在曲面上我们取其上侧，并给闭路以反时针方向（如果是从上面来看它).试就函数 P = 
x 2 y\Q =l,R = z 来验证斯托克斯公式 （21). 

积分 



x 2 y 3 dx + dy + zdz 


(L) 


显然可简化为只具第一项的积分 



y 3 dx =— 






2tt 


sin 4 0cos 2 0d0 




其次，我们有 


dQ dP 0 2 2 dR dQ n dp dR n 

n = ~ 3xv ， 


计算积分 


IL 


x 2 y 2 dxdy 



y 2 dxdy 




x 2 + y 2 ^ 


我们得到同样的结果. 
12) 试就函数 


2 /， Q = z 、 R = x 


来验证斯托克斯公式，如果⑹是圆周 


x ~ a cos t 


aV2 sint cost 


z = 


a sin 2 1 (0 < i < 7r) 
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而 （ S ) 是由它所范围的圆. 

(这一个圆是平面^ + ^ = «被球面 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 截下的部分，它的半径等于 
曲线积分 

I ydx + zdy + xdz ~ a 2 I (― \/5 sin 2 亡 + 2 cos 3 tsini ) c ^ 二 一 iv ^7 ra 2 ， 

J ( L ) Jo 2 

曲面积分 

~ JJ dxdy + dydz + dzdx 

等于上述的圆在各坐标平面上射影的面积的和，但取相反的符号，即 

cos 45° — — i \^2 na 2 . 

△ △ 

13) 假定 

P ~ y 2 - z 2 , Q ~ z 2 + x 2 , R = x 2 -^- y 2 , 

并把球面 x 2 + y 2 + z 2 = 2 Rx(R > r , z >0) 被柱面 x 2 + y 2 = 2 rx 割下的曲面当作 （ S )， 试验 
证斯托克斯公式. 

采用曲线的参数表示式 


x = r(l + cos t ) , y = rsini , 2 = yj 2 r{R — r ) y /\ + cost (0 ^ i ^ 2 丌)，① 


则对于曲线积分，我们得到一个很复杂的用常义积分写出的表 示式: 



2tt 


[ r 2 sin 2 t + 2 r(R — r)(l + cos t)](~r sint )- 


+ [2 r(R — r)(l + cos t ) + r 2 (l + cos t) 2 ]rcost 
+[ r 2 (l + cos t ) 2 + r 2 sin 2 t ] - ㈤ ]) :( — sin t ) 


2 V 1 + cos t 


dt 


可是大括号内的第一项及第三项各与汾相乘都具有 f ( cost ) dcost 的形式，它们的积分由余弦的 
周期性应等于零,实行剩下的计算，我们得到 2 ttRv 2 . 

至于曲面积分 

2 JJ (y — z)dydz - (z ~ x)dzdx + ( a : — y ) dxdy , 


它是展布在上述的曲面的上侧的，我们首先把它改为另一形式: 


2 J J [(y — z ) cos X -{- (z ~ x ) cos " + ( a : — y ) cos u ] dS . 


因为 


、 x ~ R 
cos A = —-— 

R 


COSjU = 羞， 


COS V = 


z 

R' 


①如果令 x-r = rcost,y = rsint , 则参数 t 的几何意义很 清楚; 把这二表示式代人球面的方程 
中，我们可求得2与 t 的关系. 
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所以，把这三式代人后，经过简化即把所要求的积分化为下面的 积分: 


2 


I 


{z - y ) dS . 


依据这曲面对于平面的对称性，积分 fJ ( s ) ydS 为零.再把剩下的积分化为第二型的积分 
得到 


IL 


zdS 


2 /1 


COSP 


dxdy — 2 R 


IL 


2 


dxdy = 2 ttRt . 


14) 验证斯托克斯公式 



(L) 


( z 2 — x 2 )dx + ( x 2 — y 2 )dy + ( y 2 — z 2 )dz = 2 / / xdxdy + ydydz + zdzdx 

J J(S) 


其中取螺旋曲面 


X = ucosv, 


tisin z = cv (a u ^ b\0 v 2丌) 


作为 （ S ), 它是由两个螺旋线及两个直线段作成的闭路所范围的. 

答 如果把曲面积分展布在所述曲面的上侧，而依对应的方向取曲线积分,则两积分都等于 

7rc(b 2 — a 2 ). 


641. 斯托克斯公式在研究空间曲线积分上的应用 设在开区域 （ T ) 内所给出 
的函数和它们的导数 

dP dP dQ 8Q dR 8R 

dy 7 dz 1 dz’ dx’ dx’ dy 

都是连续的. 

利用斯托克斯公式，对于沿着任一个在 （ T ) 内而不穿过其自身的闭路 （ L ) 而取 
的积分 

j Pdx + Qdy + Rdz , (25) 

J (L) 

我们不难建立使 得它为零的必要而且充分的条件. 

可是，为了要能够利用斯托克斯公式，必 须预先 对于我们所讨论的三维区域 （ T ) 
给以自然的限制.就是说，必须要求， 不管⑹是区域 （ T ) 内什么样的简单闭路，总可 
以“ 画出” 一个以 （ L ) 本身为边界而且也全部包含在 （ r ) 内的曲面 (50. 这个性质类 
似于平面区 域单连通性的 性质； 在具备这性质的情形下，空间区域 （ T ) 也叫做 （“曲 
面，，①） 单连通区域.譬如说，由两同心球面所范 围的立 体是在这意义下的单连通区 
域，而环面体则不是. 

设 （ T ) 就是一（曲面）单连通区域.在边界 ⑹上， 如前所说，画一曲面（外我 
们按斯托克斯公式用曲面积分 

①与后面 [652] 将 _ 要说的空间区域的另—种单连通性不同. 
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来代替曲线积分 (25). 要使这积分为零， 其充分 条件是 

dQ _ dP _ dR_dQ dP _ _ dR 

dx dy ’ dy dz 5 dz dx 

这些条件同时也是必要的，这我们不难予以证实（像第601目中一样)，只要考虑轮 
流落在各坐标平面的平行面上的平面图形 

读者可以看岀，我们在这里利用了斯托克斯公式,完全像在601目中一样,为了 
类似的目的利用了格林公式. 

容易证明，这些条件 （ B ) 是使得积分 

I Pdx + Qdy + Rdz (26) 

J(AB) 

与连接区域 （ T ) 内任意两点4与 B 的曲线 ( AB ) 的形状无关的必要充分 条件； 由 
假设，当然，这区域是（曲面）单连通区域. 

必要性如果假定积分 （26) 与路径无关,那么（如561目一样）由此推出沿简 
单闭路 （ L ), 积分 （25) 变为零，而这意味着条件 （ B ) 成立. 

充分性由 （ B ) 推岀沿简单闭路 ( L ), 积分( 25 )为零.如果曲线 04 LB ) 与 ( AIIB ) 
除 A 和 B 之外没有公共点，那么（如561目一样）容易得岀等式 



(27) 


如果不是这样，所取的曲线相交，那么这里的问题比平面情形更 简单： 在连通的空间 
区域 cn 总可以取这样的第三条曲线 ( aihb ), 使得它与前述两条曲线不相交，于是 


(A 1 B) 


(AIIIB) 


(AIIB) 



由此得出 （27) 式. 

从这讨论当中可以联系到这 样一个问题，即微分式 


Pdx + Qdy + Rdz (28) 

是否为某一个三变量的单值函数的全微分. 为了要它是一个全微分，条件 （ B ) 的必 
要性可 以直接验证,参看第564目.可是在那里条件 （ B ) 的充 分性只 是就基本区域 
( T ) 是长方体的情形来建立的，现在不难推到（曲面）单连通区域的一般情况.于是 
原函数立可写成曲线积分的形式 

p(x,y,z) 

F ( x ， y , z ) = I Pdx + Qdy + Rdz , 

J (xo,y 0 ,z 0 ) 

它^ ~ 当条件⑹成立时——与路径无关.因此，对于所述类型的区域 （ r )， 条件 ⑹ 
是使 表示式 （28) 为一全微分的必要且充分的条件. 
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642 . 立体质量计算的问题 设有充满质量的某一立体 （ F )， 并已知在它的每点 
M (:处,这种质量的密度分布为 

要求确定立体的全部质量 m . 

为了解答这一问题，将立体 （10 分成许多小块： 

⑹， ㈤ ，…，⑹， 

并在每一小块的范围内取一点 

近似地认为在小块（％)的范围内密度是常数且恰等于所选取的点处的密度 〆 ^ 
mXi ), 则这一小块的质量可近似地表作： 

= Ci)K ， 

而整个立体的质量将为 

71 

m == ， ” i ， 

i—1 

如所有小块的直径趋近于零，则变成极限时这一近似等式就成为准确的了，故 

n 

m = Yxm^p^rii.QVi, ⑴ 
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而问题得以解决. 

我们由此看到，解决这问题也引导到要考察一特殊和的极限，这种和是我们在 
全书中屡屡遇见的各种积分和的类型. 

这种类似类型的极限在力学及物理学中必会常常考虑到，它们称为三重积分.用 
一种为它们而取的记法，以上结果可 写作： 

m = [[[ p ( x ： y , z ) dV . (2) 

J J J ( V ) 

本章主要讨论三重积分的理论及其重要应用.因为对二重积分所建立的一系列 
命题与它们的证明都可同时移到三重积分的情形上来，故我们通常将这些命题表述 
岀来就算了，而请读者再复述一下以前的证明. 


643. 三重积分及其存在的条件 在建立新的积分构造——三重积分——的 
一般定义时，如同平面图 形面枳 概念是二重积分定义的基础一样，立 体体积 概念起 
着主要的作用. 

在第一卷中我们已熟识了体积概念且不止一次遇见过它.对于一已给立体，其 


体积存在的条件在于 范围它的曲面有体积 0[341].我们将只考察这种曲面，所以在 
一切所论的情形下体积的存在就由此得以保证.特例，如我们所知，分 片光滑 的曲面 


就属于所述曲面类中. 


现设在某一空间区域 （ F ) 1G4) 中已给一函数用一曲面网将这一区域分 
成有限个部分 ( Fi ), ( V 2 ) r -,( V n ) 分别有体积 F 1; F 2 , …，.在第；个元素（⑹的 
范围内任取一点将这一点处的函数值 murnXi ) 乘上体积 K 并作积分 


和 

n 

a ~ /(Cii Vi) Ci)K. 


当所有区域 （ K ) 的最大直径趋于零时，这一和的极限了就称为函数 f { x ， y ， z ) 在 
区域（ V )中 的三重积分， 用记号表为 


/// z)dV = /// f ( x ， y , z ) dxdydz . 

J J J ( v ) J J J ( v ) 


这样的有限极限仅对有界函数 存在; 对于这种函数，除积分和^外，还可引进达 


布和: 



n 

S =J2MiV u 

i=l 


其中 


婼 {/} 


Mi = sup {/). 
(Vi) 


104 )在不作特别的预先声明时，都假定区域 （ V) 是有界 的且是 闭的， 而且也 是连通的. 
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用普通的方法可证明积分存在的必要充分条件为 

lim ( S f — 5) = 0 


或 

n 

lim ^2 ^ ^ = 0 ， 

其中 叫 = Mi — mi 是函数/在区域上的振动.（注意，当积分存在时，两个和 
均以它为极限 

由此立刻得出， 任一连续函数/为可积的. 

可以将这些条件略为放宽些， g 卩： 任一有界 函数， 它的所有不连续点在有限个体 
相为0的曲面上时，是可积的. 

这一断语的证明[参照 590] 建立于下一引理上： 

如一区域 ( V ),含有体积为0的曲面05)，被分为许多元素区域，则那些与曲面 
( S ) 相遇的部分其体积和与所有部分区域的直径同时趋近于零 . 1G5) 


644. 可积函数与三重积分的性质 只需将这些性质逐条写出来就够了 1它们可 
与在 592 中所述的相像地证明]. 

1。 三重积分的存在及大小与函数在有限个体积为0的曲面上所取的值无关. 

2。 如 (10 = 0^) + ( F ") 106 )， 则 


/// fdV ^ fff fdV + ffffdV , 

J J J{v) J J J(V , ) J J J(v ,f ) 

且由左端积、分的存在就能推出右端两积、分的存在，反过来也是如此. 

3。如 A ; =常数，则 


fff kfdV = kfff fdV, 

J J J(V) J J J(V) 

且由右端积、分的存在就得出左端积分的存在. 

4。 如在区域 （ F ) 中函数 fig 皆可积，则函数/ 士 g 也可积分，且 

fff (f±9)dV= fff IdV±fff gdV. 

J J J(V) J J J(V) J J J(V) 

5。 如在区域 （ y ) 中可积函数 / 及 g 适合不等式/ <仏则 

fff fdV^ fff gdV. 

J J J(v) J J J{V) 

1 G 5 ) 换句话说,奋中 i 大者 ""同 时趋近于零. 

106) 我们记得，记号（ V ) = (V) + ( V N ) 意味着，区域 （ v y ) 与 （ V") 没有公共内点，它们连同各自 
的边界合并在一起给出区域 （ V). 
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645. 展布在平行六面体上的三重积分的计算 我们以下一情形开始来叙述 H 

重积 M 十算的问题,即当在其中函数/ ㈡ ， 2/^) 有定义的立体是一长方体 （ T ) =沁，6; c ， 
c ?; e ，/] (图98)，它在％平面上射影于矩形 （ i ?) = [ c , d \ e , f }. 


定理 如对函数 f ( x ， y ， z ) 三重积分 


ill 


f ( x , y , z)dT 


存在，且若对 [ a , b ] 中每一固定的二重积分 


/ ㈤ = [[ f ( x , y , z)dR 

J J ( R ) 


存在，则逐次积分 


^ dx f [ f ( x ， y , z)dR 
a J 


也存在且适合等式 


[f f f { x , y , z)dT = [ dx [[ f ( x ， y , z)dR 
J J J ( T ) Ja J J ( R ) 


证明 与在第 594 目中所作者相似.用点 


( 5 ) 

⑹ 

⑺ 

⑻ 


xo ^ d < xi < …< Xi < …< x n = b, 

Vo = c < y x < - • < yj < • - < y m = d, 

勿 =e < 之 1 < • • • < 办 < • •. < q = / 


将区间 [ cz ， 礼 [ c ， d ] 及 [ ej ] 各分成许多部分，这样就将长方体 （ r ) 分成许多元素长方 
体 


(Ti ， j ， k) = [^i, yj, 2/j+li 

G = 0，1,. ..，n - 1; j = 0,1,... ,m - 1; A : = 0, 1,... J ~ 1), 

且同时矩形 （ i ?) 也分成许多元素矩形 

(■Rj'fc) = z k^ z k+l] 


(其中 j 及 A ; 取与刚才所取相同的值). 
令 


讯 i ， j，k 








sup {/} 
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由644,7°，对 [ x ^ Xi ^ x ] 中一切的值 o : 我们有 

77 iij ^ yj ^ z k ^ f ( x , y , z)dydz < M iyjyk AyjAzk . 

"⑻， fc) 

在这一区间中固定一任意值 : c =匕，将对所有的值 j 及 A ; 的类似不等式相加，我们 
得不等式 


f ( Ai ， y ， z)dydz 

) 


最后，将这些不等式逐端乘上 A %, 这次并对记号 i 相加: 


mi ， j ， k 〜 yA Zk ( /(^) = J 


mij^AxiAyjAzkK [I ⑹ Axi 

i j k i 

< 〉: M i> 匕 x i 匕 y j 匕 Zk. 

i j k 


两端是积分 （5) 的达布和，当所有的差 A & Aw ，△办 趋近于零时，趋近于这积分为 
极限.这就意味着，在中间的积分和也趋近于同一极限.这就同时既证明了积分 （7) 
的存在，又证明了等式 （8). 

如再假定对 [ a , 6] 的任何值 a : 及 [ c , 4的任何值 2 /,单积分 

[ f ( x , y ， z、dz (9) 

J e 

存在，则等式⑻中的二重积分可用逐次积分来替代 [594], 而最 后得： 



f { x , y , z)dT = 



( 10 ) 


因此，三重积分的计算就化为逐一计算三个单积分.当然，公式 （10) 中变数 
: r ， ％ z 的地位可以任意颠倒. 

读者不妨自己 论证： 由三重积分 （5) 及单积分 （9) 的存在可推得 公式： 



T) 


f { x , y , z ) dT ^ [f dxdy [ f ( x ， y ， z)dz 

J J{Q) Je 


( 11 ) 


其中 （ Q ) = [ a , b ] c , d ]. 这里变量的次序也可以颠倒. 

特别，对连续函数 f { x , y , z ) 的情形，显然所有的公式 (8),(11),(10) 及将变量颠 
倒得出的与它们相似的公式皆成立. 


646. 在任何区域上的三重积分的计算 与第596目中一样，展布在任何形状 
立体 （ F ) 上的积分其一般情形可很容易变到刚才考察的情形.即若函数 f ( x , y ， z ) 
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{V) 


定义于区域00中，则只要引进一函数 r ( x , y , z ) 
以代替它，这一函数定义于一容纳 （ F ) 的长方体 
( r ) 中，令 


( P x ) 


: r ( x ， y ， z ) 


/( x ，2/， z ), 在 （ F ) 中, 
0, 在 （ F ) 夕卜 • 


图⑽ 


设立体 （ F ) 限制在平面 


用这种方法就可得到全部以后所引导的公式. 


我们来讨论一些最有趣味的情形. 


XQ 


及 


X 间，且用每一个对应于一固定值 


x(xo KxKX ) 的与它平行的平面截于某一有面积的 图形； 以（巧）表它在於平面 
上的射影（图 99) .则 


[[[ f [ x ， y , z)dV 
J J J(V) 



dx 


IL 


f { x , y , z ) dydz , 


( 8 *) 


当然是在三重积分及二重积分皆存在的假定之下得出的.这与公式 （8) 相似. 

再设立体是一 “柱形长条”，其上下分别为曲面 

^ = z 0 {x,y) R z = Z(x,y) 

所围住，这两曲面在 X 2/ 平面上射影于某一被面积为0的曲线（瓦）所范围的一图形 
CD ); 立体的侧面被一柱面所围住，这柱面的母线平行于^轴并以曲线 UO 为 
准线（图 96). 则与公式 （11) 相似，有 


Hi 


f ( x ， y ， z)dV 


JL 


此时假定了三重积分及右端 


里面的 


/ Z{x,y) 

f ( x ， y , z)dz 

o(x,y) 

一一单积分存在. 


( ir ) 


如区域 （巧 是由两曲线（图 100) 


yo ( x ) 及 y = Y ( x ) ( x 0 < x < X ) 


以及两直线 x = 所围成的曲边梯形，则立体 （ F ) 适合于上所考察的两种 

样子.在公式 （8*) 内或在公式 （11*) 内将二重积分换作逐次积分，得 

f f f fX py(x) pZ(x,y) 

/// f ( x ， y ， z、dV 二 dx dy f ( x J y J z ) dz . (10*) 

J J ^{V) Jxo Jyo{x) ^zo{x,y) 

这一公式推广了公式 (10). 

与在前节中讨论过的最简单情形一样，函数 /( x ， y ，4 的连续就保证了所有公式 
(8*), (11*)， （10*) 及由它们将变量 X ，2/，2颠倒所得的与它们相类似公式皆可应用. 
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647. 反常三重积分 常积分区域延伸到无穷远或积分号下的函数在一些奇点、 
线或面附近不为有界时，从常义积分出发，借一个 附加的极限过 程之助可得到反常三 
重积分.多维情况与线性情况相比较的特征已经在研究反常二重积分时讲过了，而 
现在不要再添加什么. 

反常三重积分同样必须是 绝对收敛的. 这一情况就将这种积分的存在及计算的 
全部问题化 为正的 (非负的）积分号下函数的情形. 

在这一假定下，与二重积分情形时一样，也可确立各种样子的三重积分与逐次 
积分间的联系.我们不预备讨论这一点了. 


648 .例 1) 计算积分 


/// 


dxdydz 


(1 + x + y + z ) 3 


它展布在由平面 : r = 0 ,y = 0,2 = 0及 : r + y +2 = 1所围成的四面体 （ K ) 上（图 101), 




x/—lf 一 



5 loo 



5 101 


解 立体在平面上的射影为由直线 a ? = 0 ，y = 0 及 ： r + y = l 所组成的三角形，显然，^ 
变化的界限是数0与1,而当: r 固定于这两个界之间时，变量 y 自0变到1 - X . 如: r , y 都固定, 
则点可沿垂线自平面2 = 0移到平面 : r + y + 1; 因此 〆 的变动范围为 Q 及 1— x - y . 
由公式 (10*), 我们有 



1 — X 

dx I dy 
o t/o 



dz 


(X + x + y + zY 


从里面开始，逐一计算出各积分: 



1— X 


dz 


(1 + x + y + z ) 3 2 


1 


.(1 + a ? + y ) 2 4. 


2 



X 


1 


.(1 + X + y ) 2 ( 


dy 


( 


3 — x 


2 Vx 


) 
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最后， 


2； 0 W +1 4 


dx 


K 


2) 计算积分 


K 


III 


zdxdydz . 


其中 （ vo 是椭球体 


-—- 

6 2 c 2 


< 1的上面一半. 


解立体在邛平面上的射影是椭圆盘^ ^ < 1.故 z 的变动范围是数- a 及 + a , 而 

当: r 固定时，变量^/自 - Va 2 -"^ 2 变到 +^ Va 2 -"^ 2 . 立体在下面为平面所限住，而上面 
为椭球面所限住，故当 : c i y 都固定时^的#动范围是 


0及 c\/l 


X 2 




由同一公式 (10*), 



, + i^/ a 2_ x 2 厂 V 1 - 资一^ 

dx _ dy / zdz 

t/ 一立 \/a^ —J 0 



dx 




dx 



4 \f a 2 — X 2 


阜 \( a 2 — x 2 


立 \( a 2 —x 2 




dy 


2 b & 

3 a 3 



)^dx 


/ ( a 2 - x 2 )^ dx = jabc 2 . 

3a Jq 4 


也可用另一法来进行计算.即，由公式 (8*), 但在它里面将变数 xRz 的地位交换，我们将有 


u[f 

0 j J(Rz) 


zdxdy 



zdz 


o 


IL 


dxdy 


其中 ( R z ) 是椭球体被平面 Z 二 z 所交的截面在平面上的射影（射影时不发生变形).但二 
积分 



IL 


dxdy 


不是别的，恰为这一射影的面积丑 2 .因为射影的边界在: ry 平面上有方程 


^ 2 ! 1 


I) 


亦即是一有半轴 




C 2 


①由于积分号下函数为偶函数. 
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的椭圆，所以，如我们已经知道的， 


R z = nab ( 1 




因此 



nab I z I 


i) 


dz 


Ttabc 


计算是简化得多了，不过只是因为利用了为我们所熟知的椭圆面积的大小. 
3) 计算积分 


IIL 


2 + ^ + dxd V dz 


其中 （ r ) 是整个椭球体 J + fj + - 
解应用在前题解答 a 中所述的第 e 二方法，得 



i dx IL 


dydz + 


Li dy IL^ 


dzdx + 



dz 



dxdy 


(Rz) 


于是 


7r6c 





dx + 


7 rca 



S) 


dy 


nab 



z 2 1 


i) 


dz 


• nabc ‘ 


4) 计算积分 


III 


zdxdydz . 


h 2 


其中立体 ㈤ 是由锥面？ = ^( x 2 + y 2 ) 及平面 z = h 所围成的（图 102). 

解 （ a ) 锥 体在邛 平面/的射影 （ Q ) 为圆盘 x 2 + y 2 ^ R 2 . 由公式（11。 



h 


(Q) 


dxdy I _ zdz — - 

J ^\/ x 2 + y 2 


IL 


h 2 


h 2 


(x 2 + y 2 )j 


dxdy 


或变到极坐标时 


h 2 



d 0 



( R 2 — r 2 )rdr 


rcR 2 h 2 


(6) 用另一解法，可写 


( h zd J [ 

0 J J (D 


dxdy . 


其中 （ D ) 是锥体被一平面所交的截面在: ry 平面上的射影，这一平 
面平行于: ry 平面且在它上面高 2 处.这一射影是一半径为 f 的 

圆，所以表明它面积的二重积分等于 ^ z 2 . 于是 

tl Z 

o, 孕 . 




(Q) 



图102 
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5) 计算积分 


K 


ill 


xdxdydz 


其中（ V )是由平面 x = = Q、z = Q、y = hR x + z = a 所围成的三角柱, 

提示利用公式 （8*), ( A ) 是边为 h 及 a — z 的矩形. 

答 K =^. 

6) 求积分 


IIL 


2 

z dxdydz 




I - ， 

■r(T) 

9- 


的值 , 其中 （ r ) 是两个球 

工 2 + y 2 + 2 2 彡丑 2 及 x 2 + y 2 + z 2 < 2Rz 

的公共部分（图 103). 

解它们表面的交线位于平面2 f 上.立体 （ T ) 被平行于 
: ry 平面的面所交的截面为圆.在这里变成逐次积分——自二重 
积分变到单积分，得 


z 2 {2Rz — z 2 )dz + 7c j z 2 (R 2 — z 2 )dz = 



7) 计算积分 


图 103 


III 


(x + y + z) 2 dxdydz 


其中 （ V ) 是拋物体 x 2 + y 2 ^ 2az 及球 x 2 + y 2 + z 2 ^ 3a 2 的公共部分. 

解首先，将积分号下的式子展开，可以看到， 2 x 2/, 2 x 2, 22/2诸项的积分由对称性都消失了 .© 
因此， 


III (x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz. 

J J j (V) 


由公式 （8*)( 将 xRz 的位置交换) 



dz 


// 


(a: 2 + y 2 + z 2 )dxdy 


+ y ^^2 az 

pay/3 

+ / dz 


II 


(x 2 + y 2 + z 2 )dxdy. 


2 


+ 2/ 2 彡 3a2 


2 


变成极坐标时这些二重积分便容易计算出来: 


py/2az 

2tt j (r 2 + z 2 )rdr — 2 tc{o? z 2 + a^ 3 ), 

Jo 

f \/3 a 2 -之 2 - 

2tt I (r 2 + z 2 )rdr = ^7r(9a 4 — z 4 ) 


①这（在引用逐次积分后）可只用单积分及二重积分的性质来论证. 








2 • 
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而所求积分可重写为: 


f c ! f 

人人 


C 


Z 


r v ( f ) 2 - ⑴ 2 

ydy I xdx 


这时， 


a \Af ) 2 二(考) 


xdx 


m 




c 


[© 2 -( f )> 


1 a 2 b 2 4 
8 ~ Z 


1 a 2 b 2 f c 7 1 2 2 r 

A H I 


10) 试求积分 


⑷八 


III 


z m dxdydz , (6) 


Ig 


x m dxdydz 


其中立体 （10 与前题同 （ m 是自然数). 

提示 将积分安置成与 9)(6) 中相同的次序.在第二个情形下，积分 


C 


bz 


m + l 

~ 2 ~ 


dy 


可化成熟知的积分// cos m+2 ^[300,1)]. 
答⑷ A :;#. 


4 m + 3 


( 6 ) h 


a m+1 ftc (m — 1)!! 7 r 
m + 3 (m + 2)!! 2 

a m+1 fcc ( m -1)!! 
m + 3 (m + 2)!! 


(当 m 为偶数时) 


(当 m 为奇数时) 


11) 计算积分 


H 


III 


x 2 +y 2 +2 2 彡丑2 


xyzdxdydz 

a 2 x 2 + P 2 y 2 + 7 2 之 2 


(a > /? > 7 > 0) 


解我们有 


H 2 


R2^ x 2_ y 2 


H 


xdx 


ydy 


zdz 

a^a: 2 + P^y 2 + 7 2 z 2 


i?2— x 2i2 


"• dz 


y 7 2 i? 2 + (a 2 — 7 2 )x 2 + (^ 2 — y 2 )y 2 — y ol 2 x 2 + P 2 %) 2 } 


H 2 —x2 




[- .士办 = - 柄 - 炉二 ■呤 2 丑 2 + (« 2 — /? 2 ) 工 ¥ 


37^"- 巧卜 2 丑 2 + (Q；2 - 作 2 ] 2 + 
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最后，经一些初等（虽然是冗长的）变换后 


H 


^7 + 7 a + a P 


15 (/? + 7)(7 + a )( a + 0K 


12) 求证： 计算 （ a ) 由曲面 z = z(x,y) 所限制的柱形长条下体积的常用公式 


/I 


zdxdy 


及 （5) 已知断面立体体积的常用公式 


Q(x)dx 


都是基本公式 


//I 


dV 


III 


dxdydz 


的推论. 

提示应用公式 （ ir ) 及（8。到后一积分® 

649. 力学应用自然，在空间某一立体（ V )的范围内，凡一切与质量分布有关的几何量及 
物理量在原则上这里都可表作取在立体（ V )上的三重积分.此处同样最简单是利用“无穷小元素 
相加”的原理[参照 348 〜 356 及 598]. 

以 p 表质量分布在立体（ V )的任意一点的密度，它是点的坐标的函数，我们将永远假定这一 
函数连续.将质量的元素 dm = pdV = pdxdydz 相加，对全部质量的大小我们将有 


III 


pdV 


III 


pdxdydz 


[参照 642]. 

从元素静矩 


dMyz — xdm = xpdV^ dM zx = ydm = ypdV, dM xy = zdm = zpdV 


( 12 ) 


出发，求得静矩 本身: 


My 


III 


xpdV, M z ： 


Ig 


ypdV, M x 


II 


zpdV^ 


而由此就得出重心的坐标: 


fff ( v) x ^ dV fff(v) 卯 dV 

- r ： - ， V = --- 


fff(V) Z ^ dV 


(13) 


( 14 ) 


在均勾物体时 ， p =常数，更简 地得: 




III (v) zdv 


V) 

V 


①关于其它计算三重积分的例题可从第 676 目中拿过来，那里考察的是 n 重积分，只要取 n 
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对于坐标轴的惯矩公式 


I x 


III 

III 


( y 2 + z 2 ) pdV , I y 
( x 2 + y 2 )pdV 


II 


( z 2 + x 2 ) pdV , 


(15) 


或对坐标面的惯矩公式 


III 


pdV , I xz 


III 


2 


y I X y 


IIL 


pdV 


(16) 


也都自明. 

最后,设充满于立体 （ f ) 的质量按牛顿定律吸引一（质量为1的）点^,^,0 - 来自质量元 
素 dm = pdV 的吸引力在坐标轴上的射影为® 


dF x 


dF y = V -^pdV^ 



Z ^ y - 


其中 


- 0 2 + (y - v) 2 + (2 - 0 


是点 a 到元素（或到我们认为它的质量所集中的点处）的距离.为要得总吸引力萝在坐标轴上 


的射影，相加得： 


F x 


IIL 


一之 


pdV, Fy 


IIL 


pdV , F z 


IIL 


-c 


pdV . (17) 


同样亦可确定我们的立体在这一点上的 位势: 


W 


IIL 


pdV 


r 


(18) 


如点乂 在立体以外,则所有这些积分是常义的.根据与在单积分时我们所利用过的相似的理 
由 [507], 此时可以将积分 W 对任一变量$仏 < 在积分记号下微分.结果我们得到 


dW ^ dW ^ 0W 

瓦 = 〜 = 〜，瓦 


F z . 


(19) 


而当点乂本身属于立体 （ F ) 时，在这点处 r = 0,而在 （17) 及 （18) 中积分号下函数在它附 
近不再有界.以后 [663] 将证明：这些积分，作为反常积分，都收敛，且对于它们基本关系式 （19) 
仍适合. 

650•例 1) 在598中对均匀柱形长条（当 p = 1日幻的静矩我们有过 公式： 


My 


li 


zxdxdy , M z 


!L 


zydxdy, M x 


2 


II 


dxdy 


试由前目的一般公式 （13) 推出它们来 


①见第224页脚注②, 
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•2 


例如，我们有 


JJI 


zdV 


li 


/ z(x ， y) 

zdz 


O , 没） 


zdz = -z 

jL 


0 ， y) 


这就导致所需结果. 

在 598 中不是计算最后一积分，而是引用了力学领域内（关于元素细长条静矩）的想法. 

2) 同样，假定立体 ( TO 的平行于某一平面的断面面积已知为自这一平面到断面的距离： c 的函 
数： P ㈤ 在 356,1) 中已导得静矩的公式 


M 


xP{x)dx. 


它也可作为一般公式的推论而得岀. 
即，由公式 (8*), 


M 


III 


b 


xdV 


xdx 


!L 


dydz 


但里面的积分洽恰表示事先已知的断面面积. 


附注这些例子引起我们注意到这样一件 事实： 与质量的空间分布有关的某些物理量，在一 
些简单假定下，确乎可表作二重积分甚至单积分.这种积分多重性降低的错觉，如读者所见，是这 
样发 生的： 当表示一三重积分为单积分的二重积分之形或二重积分的单积分之形时，里面的积分, 
在简单情况下已经由几何或力学观察可知道而不必计算. 


3) 利用第648目问题 2),4),10) 以决定那里所考察的立体重心的位置. 

4) 求由抛物面 x 2 + y 2 = 2 az 及球面 x 2 + y 2 + z 2 = 3a 2 所围成的立体的重心. 

解最简便是按 2) 中所提到的公式计算对平面的静矩，只需将： c 换作^断面面积 R { z ) 
在 z 自0到 a 间等于 7 r ■ 2 az ， 在 z 自 a 到 a \/3 间等于 7 r (3 a 2 — z 2 ). 因此 

p<x />a\/3 pr 

M X y — 27 ra / z 2 dz + 7 r / (3 a 2 — z 2 )dz = — 7 ra 4 . 

Jo Ja 3 

因为立体的体积已知 ： V = ^(6 x /3-5)[343,6)], 故 < = 4(6 x /3 + 5) a . 由对称性的 观察: 

O OO 

卜 W = 0， 

5) 求球 

x 2 y 2 z 2 < 2 az 

的质量并确定重心的位置，如球中各点的密度与坐标原点到这些点的距离成 反比： 

- k 
P ^ x 2 y 2 + z 2 

解由第 649 目公式 （12)， 质量 
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与 （8*) 相仿将三重积分变换，可将它表作二重积分的单积分之形: 


图105 


m 


dz 



IL 


dxdy 

) JX 2 ~\- y 2 ~\- z 2 


其中（凡）是半径为 ^/2 az - 的圆.如变到极坐标，不难将里 
面的积分计算 出来； 它等于 


t 

2 az—z^ 


rdrdO 

V 2 + z 2 


2tt(V2oz 


于是 


4 2 

m = -7 rka 
o 


同样亦可算出静矩 


j zdxdydz 

x^+y2^^2az J ^ + y 2 + Z 2 


因此义 = 重心的其余二坐标显然为 a 
6) 同2问题,但在质量另一分布的规则下 


15 


可导得结果: 


x 2 + y 2 + z 2 


m = 2 i : ka . M 


xy 


妖 a 2 ， C =^ 


在以下各题中质量分布的密度 p 假定为常数. 

7) 求圆柱全部质量对圆柱底面中心的吸引力（图 105). 
记号如图，我们有[参看 649,(17)] 


F z 


IIL 


pzdV 


f dxdy [ — 

怎 2 + y 2< K 2 Jo (x 2 + y 2 + 2 2 ) 2 





x 2 + y 2 


x 2 + y 2 + h 2 


dxdy = 27 rp(R h — y R 2 + h 2 ) 


吸引力的其余二分力等于 0, 所以吸引力朝着向上的铅垂线. 

8) 求锥体对它的顶点的吸引力（图 106). 

'答 F = F z = ^~^-(l-h). 

9) 求任意一点 A (质量为 1) 所受一球的吸引力（图 107). 

解以丑 表球的半径，而以 a 表距离坐标轴这样放着，使 Z 轴的正向通过点 A 则 


F z 



p( z — o ) 


( V ) [ x 2 + y 2 + { z - a ) 2 ] 


(z — a)dz 


-R 


II 


® 2 + y 2 彡丑 2 一之 2 


dxdydz 


dxdy 

x 2 J ry 2 j r{z — a) 2 ] 2 
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S 106 



图107 


用变换到极坐标的方法很容易算出里面的积分，它等于 


2tt 


1 


1 


z — a \ y / R 2 — 2 az + a 2 


因此， 



99 

z — a 

z — a 

• z — a 

y / R 2 — 2 az + a 2 . 


dz . 


但 



z — a , 

- rdz = 

z — a \ 



sign(z — a)dz = 



-2 R , 

一 2 d ， 


如 d 彡丑， 
如 a 彡凡 


借变换 t = V ^ 2 -2 a ^ + a 2 之助（或用分部积分法——译者注）第二个积分也容易算 出来: 



z — a 

y / R 2 ~ 2 az + a 2 



2 R 


3 


3 a 


2 


-2R 


3 


a ， 


如 a 彡 i ?， 
如 a 彡凡 


最终得 


F z = 



4 

- 3 


如 a > R , 
如 a 彡兄 


同时，显然 F x = F y = 0- 这样，在所有情形下吸引力朝向球心. 

此处，位于球外的一点 （a >丑）因球体而得到的吸引力就好像是将球体的全部质量 m = 
~ irR 3 p 集中在它的中心处时该点所感受的一样.另一方面，对于在球里面的一点 （a <丑）说来， 
吸引力与只无关（而其大小恰如 R = a 时的情形一样)，故很清楚，外面的球层在里面的点上不 
发生任何作用. 


10) 求圆柱在它底面中心上的位势. 
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提示 这里较简便是从对 xRy 积分开始，并引用极坐标来计算二重积分: 


W 



pdz 


pirR 2 - In 


f f dxdy 

J x 2 + y 2^ R 2 yjx 2 +V 2 ^-Z 2 

/l+ y/R 2 + h 2 . , , /7 


2irp 


B? z 2 — z)dz 


+ p7rh(y R 2 h 2 — h). 


11) 求锥体在 （ a ) 它的顶点及 （6) 它底面的中心上的位势 


提示 


同, 


答 （ a ) W = 7 rh(l — h ) p ; 

/< 、 Tj ， TrR 2 h 3 , R(l + R) 

⑹ w=—^pln^-j 

12) 求球在任意一点 A 上的位势. 
解 如问题 9) 的记法，我们有 


nR 2 h 


p(R - h) 


W = p 


dz 


-R 


II 


+ y ^^R2^ z 2 


dxdy 
x 2 + y 2 


2np 


t 

R 2 — 2az + a 2 — |z — a\dz. 


分开 a $ 丑的情形，于是我们有 



一 R 


R 2 — 2az + o?dz = — [(R + a ) 3 — \R — a\ 3 } 

xj(X 


*^丑3 _ — + 2>R(i (a ^ R) 
o CL 


a 2 + 2R 


(a < R) 


及 


\z — a\dz 


因此 


2Ra 
a 2 + R 2 


(a ^ R) 
(a < R) 


W 


o a 


2丌充 


(a ^ R) 


2 \ 

-7ra 2 J p (a < R). 


首先我们看到，在球外一点上的位势，与将球的全部质量集中在它的中心处时一样_ 

而由所得的第二个公式导致这样一 推论: 如考察一内半径为外半径为丑2的一空心球，则 
它在位于空隙处的一点 （a < /^)上的位势可表作差 


W = W 2 -Wi 


2丌相 - 导丌 a 2 ) p 


2ttR\ - 碧 7m 2 ) p = 2tt(RI - R\)p. 


而不与 d 相关.空心球体在其空隙的范围内的位势保持一常数值. 

13) 如图10 8 的记号，求环面体的惯矩：厶及忍[参看 649,(15)]. 


[ 650 ] 


• 三重积分及其计算 


•2 



S 108 


提示我们有 

/ 2 = 2 p f dz f f ( x 2 + y 2 ) dxdy ， 

Jo J JRl^x 2 +y 2 ^Rl 

Ix — ^p f dz f f ( y 2 + z 2 ) dxdy , 

Jo j jR ^ x 2 + y 2 ^Rl 

其中丑 i d - Va 2 - : 2 , R 2 = d + Va 2 _ : 2 .变到极坐标可算岀这两个二重积分. 

答 I z = ^- a 2 d (4： d 2 4- 3 a 2 ) p , I x = ~ a 2 d (4： d 2 + 5 a 2 ) p . 

14) 设立体 （ TO 绕 z 轴以角速度 o ; 旋转，则对离旋转轴距离为 r = y /^ Ty ^ 的元素 
dm = pdV , 其线速度 vz ， ， 因此，其动能 

dT = -dm - v 2 = \ u ? r 2 pdV . 

2 2 H 

由此容易得到整个旋转体动能: r 的表 示式： 

T ^ 2 IIL； pdv ^ 2 IIU 

I 

我们知道后一积分是立体对旋转轴的惯矩 / z 的表示式 
[649,(15)]. 这样，最后我们有 

r = \^ 2 - 

15) 现在我们提岀这样一 问题: 计算所讨论的立体 （10 对 
任意一轴 u 的惯矩（图109)，而这一轴与坐标轴的夹角分别 
为 a ，/?,7. 

对自轴到立体上任意一点 M { x , y , z ) 的距离 MD - 5, 

我们有= r 2 - d 2 , 其中，如由解析几何所知， 

r 2 = x 2 + y 2 + z 2 , d ~ x cos ot + y cos /? + zcosy .① 


+ y 2 )pdv. 



a io9 


® 后一关系式是记载这件事 实：点 M 在离原点距离为 d 且垂直于轴的平面上. 
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因为 cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 7=1，于是得 

S 2 = x 2 ( cos 2 j3 + cos 2 7 ) + y 2 ( cos 2 7 + cos 2 a ) 4 - z 2 ( cos 2 a + cos 2 (3) 
~2yz cos /3 cos 7 — 2zx cos 7 cos a — 2xy cos a cos f3. 


现在很明显了 


Iu 


/ / / S 2 pdV = I x cos 2 a + I y cos 2 (3 + I z cos 2 7 
J J J (V) 

~2K yz cos f3 cos 7 — 2K Z x cos 7 cos a — 2K xy cos a cos /?, 


其中 


Ky 


Ig 


yzpdV ， K z 


III 


zxpdV y K x 


III 


xypdV. 


后面各积分名叫惯性积或离心矩[比照 599,5)]. 

如果很清楚地描示立体对通过原点各不同轴的惯矩的分配情况，则如我们对平面图形所作者 
相似，应该在每一轴 U 上截取线段 


ON 


1 T U 


设 


X = ON cos a 


cos a 


— cos^ = COS 7 

~ V 7：' ~~7 Tu 

是这一线段端点 iV 的坐标.则自求得的的式子易得点 iv 几何轨迹的方程 

I x X 2 + IyY 2 + I z Z 2 - 2K yz YZ - 2K zx ZX - 2K xy XY = 1 . 

因为 OiV 不变成无穷，故这一二次曲面必定是一椭球面；它称作惯性椭球面.在研究刚体运 
动时，惯性椭球面的各轴起着重要的作用,称作主惯 性轴; 如点 O 是立体重心,则对应的惯性轴称 

为中心主惯性轴. 

哪一个坐标轴是否为主惯性轴,与这些离心矩有关.例如，要: c 轴是主惯性轴,必要且充分须 
适合条件 

K xy = 0 , K zx = 0 . 

特别，如质量对於平面对称地分布时，它们就能适合. 

16) 最后，我们来考察在刚体绕一轴旋转时所发生的离心力的问题. 

设立体 （ K ) 绕％轴以角速度 a ; 旋转，则在立体的元素 dm = 上将有一大小等于 

dF = uj 2 rdm = uj 2 rpdV 

的元素离心力作用着，其中 r 是旋转轴到元素的距离.它在坐标轴上的射影将为 


dF x ~ uj 2 xpdV^ dF y = uj 2 ypdV^ dF z = 0, 
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所以 合成离 心力萝的射影可表作积分 

F x = to 2 111 xpdV ― uj 2 M yz ^ F y = ijj 2 M zx ^ F z — 0, 

J J j (V) 

其中 M yz ， M zx 是立体的静矩.如以$ % <表立体的重心坐标,则这些公式可重写为： 

2 2 

F x = to 之 m, F y = to rym, F z = 0. 

由此可见，所述合成离心力完全准确地好像是立体的全部质量集中在它的重心时一样. 

上面所谈的元素离心力对各坐标轴有下列的矩： 

dM x = zdF y ― uj 2 yzpdV \ dM y = zdF x = u ) 2 zxpdV ^ dM z — 0. 

因此，对这些轴的合成矩 将为： 

iVf x = cj 2 / / / yzpdV = uj 2 K yz , M y = uj 2 K zx ^ M z = 0. 

J J J (V) 

要使离心力相互平衡且对转动物不发生任何作用（而由于它，对它所借以固定的轴承也没有 
作用)，必要且充分的条件为 

M yz = 0, M zx — 0; K yz = 0, K zx ~ 0. 

前面两条件是说，立体 的重心 必须在2 轴上； 就设这里是原点 O . 而后两条件指出 〆 轴必须是主 
惯性轴之一.因此， 离心力仅在下面条件下对轴承才没有压力，即旋转轴须与旋转体的中心主惯性 
轴之一相重合. 


§2. 高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式 


651. 高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式 在二重积分理论中我们已熟识了联系平 
面区域上二重积分及沿区域边界的曲线积分的格林公式.在三重积分理论中与它相 
类似的是联系空间区域上三重积分与区域边界上曲面积分的高斯-奥斯特洛格拉得 
斯基公式. 

考察一个由分片光滑的曲面 


(^ 1 )^ = z 0 [ x ， y ) 
( S 2 )z = Z { x , y ) 


(zo < Z ) 


及母线平行于 ^ 轴的柱面（⑹所围成的立体 00( 图 96). 这柱面的准线是在卻平 
面上范围区域 ( D )-— 立体（ V )在这平面上的射影——的分段光滑的闭曲线 （ K ). 
设在区域00中定义有某一函数 R { x , y , z ), 在整个区域（ V )包括边界在内它与 

其导函数¥都连续.则公式 



dR 

dz 


dxdydz 



a) 
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成立 ，而⑹ 是范围立体的曲面，且右端积分是取在它的外侧上的. 
事实上，由第 M 6 目公式（11*)， 



( V ) 


dR 

dz 


dxdydz 



Z{x,y) qr 

dxdy I -xr-dz 


(D) 



之 0( 工， 2/) 


dz 



R ( x ， y ， Z [ x ， y))dxdy 


⑼ 



R{x ， y ， ZQ[x ， y))dxdy 


(D) 


如考察曲面积分，则由第 635 目公式 （3) 及 （3*)， 



dR 

a! 


dxdydz 



R ( x ， y , z ) dxdy , 


且右端第一个积分是取在曲面的上侧，而第二个取在曲面 （ A ) 的下侧.如在这 
一等式的右端添加一个取在曲面 （ s 3 ) 外侧的积分 



R ( x , y , z)dxdy 


则等式仍旧成立，因为这个积分等于零 [635,(5)]. 将所有这三个积分合并在一起，我 
们就得到公式（1)，它是高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式的一特殊情形. 

在所引用的推理中,读者可能已观察到与在第 638 目中导出立体 （ F ) 体积的公 
式时所用的推理的相似 处：当 R ( x ， y , 和 z 时后者可从 （1) 得来. 

与在那里一样，容易明白，公式 （1) 对更广泛的一类立体，凡其能分成许多所讨 
论过的样子的部分者也正确.同样也可证明，公式 （1) 对由一些任意的分片光滑曲 
面所围成的立体一般也成立. 


证明可像在第638目中当扩张体积公式的应用范围时一样地进行.我们在它上 


面只加以一点说明.如所考察的立体 （ F ) 是一 “棱柱形长条”，例如，在右面由曲面 
x ^ g ( y , z ) 所限住时，则在第638目中所述推理只有在下一假定下才能搬到现在的 


情形上来：函数 i ? 及 g 也在所述曲 面右面 的某一区域内有意义且连续（因为内接 
多面形也可能略为越出 If 考察立体的范围) 

与公式 （1) 相似，下面公式也 成立： 



dP 

dx 


dxdydz 




dxdydz = 



( 2 ) 

( 3 ) 


如函数 PRQ 在区域 （ F ) 中与它们的导函数^及胃都连续的话. 


①事实上对 公式的正确性 来讲这一假定并非必要的. 
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将所有三公式 (1),(2),(3) 相加,我们就得到一般的高 斯-奥斯特洛格拉得斯基公 
式： 




Pdydz + Qdzdx + Rdxdy. 


⑷ 


它将闭曲面外侧的一般形式的第二型曲面积分用这一曲面所围的立体上的三重积分 
表示出来了. 

如来讨论第一型曲面积分,则得出高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式的另一个常用 
且易于记忆的 形式： 





dP dQ dR 

dx dy dz 


dxdydz 



(Pcos A + Q cos " + cos u)dS, 


(S) 


其中 A ， M ，〃 是曲面 （ S ) 向外法线与坐标轴间的夹角. 


⑸ 


附注 格林、斯托克斯以及高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式可用一个思想统一起 
来： 它们将展布在某一几何图像上的积分用取在这一图像边缘上的积分来表示.并 
且，格林公式是属于二维空间情形的，斯托克斯公式也是属于二维的不过是“弯曲” 
空间的，而高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式是属于三维空间的. 


我们可以将积分计算的基本公式 

/ f’(x)dx = f(b) — f(a) 
J a 

看作这些公式对一维空间的某种类似物 . 1G8) 


652. 高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式应用于曲面积分的研究 设在三维空间的 

某一开区域中已给连续函数 P ， Q ， R. 取在这一区域内且围着某一立体的任一闭 
曲面 （ S )， 我们来考察曲面积分 



Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 



(P cos A + Q cos /i + i? cos u)dS. 


⑹ 


要积分⑹恒等于零，函数应满足怎样的条件呢？ 

_108 ^叫 形式理论 的这一数学分析的一支中,建立了重要的一般的斯托克斯定理，此前所 
述的几个公式都是它的特殊情况.读者可在现代的数学分析教科书找到微分形式理论的详细论述. 
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这一问题与沿一闭路的曲线积分等于零的问题相似[601;641] ? 后者借格林或斯 
托克斯公式已容易地被解决了.这里我们就使用高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式，当 
然假定在这一公式中写出的函数的导函数存在且连续. 

然而，为了可以有理由按高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式变换积分（6)，在现在 
的情形下还必须直接在基本区域 cn 上加以某种限制.亦即，必须要求 :只要从外面 
围着一立体 （ y ) 的一简单闭曲面 （ s ) 属于区域 ( T ), 则这一立体也必整个含在所述 
区域内. 具有这种性质的区域称为（“ 空间”)单连通的 [比照 641]. 这一型单连通性的 
实质就在于没有“洞”，即便是点洞也要 没有； 对于不伸展到无穷的立体来说,可以简 
单地这样要求： 要一个唯一 的闭曲面作它的边界[比照 659]. 所以，例如，与在641 
中关于“曲面的”单连通性所谈的不同，此处环面体是一单连通体，而空心球却不是 
的. 

由高斯-奥斯特洛格拉得斯基式立刻将导得所求 条件： 

dP dQ OR n ㈠ 

9^ + + ^ ° - (b) 


它的充分性是显然的，而必要性用三重积分对区域的微分法 [644,8°] 也容易证明. 

与曲线积分倩形相像，沿闭曲面积分等于零的问题，相当于沿“张”在一已知闭 
路上的非闭曲面的积分与曲面形状无关的问题.我们不讨论这一点了. 


最后注意，如函数 P ， Q，R 及它们的导函数的连续性在区域 （ r ) 的一个或几个 
点被破坏了，则在等式 （b ) 适合时积分 （6) 仍可异于零.但此时不难证明,对于所有 
围住一确定奇点的闭曲面（幻，积分 （6) 有相同的值[参照 562]. 

所有这些情况将用高斯积分的例子来说明，下一目我们就要来谈它. 


653. 高斯积分积分 

G = jj C ^^dS 

就是这样称呼的，其中 r 是连接定点与曲面上动点 M(x ， y ， z) 的位径向量 的长： 

r = + (y - rf ) 2 + (z - C ) 2 , 

而这一位径向量与曲面在点 M 处的法线间夹角表作 ( r , n ). 同时，曲面（的假定是双侧的，且法 
线 n 对应于它所确定的一侧. 

如法线的方向余致是 cosA ， cos / i , cosy , 贝 y 

cos (r ， n) = cos (x y r) cos 入 + cos (y ， r) cos/i + cos (z^ r) cos v 

x ~ t 、 V — V z — C 

= -- cos 入 H - cos a H - cos v. 

r r r 


因此，高斯积分可重 写为: 


G 



一 f 、 v — v z — C 

—cos 入 H -- cos " H -- cos p 

f x ~ , V — V , , z — C 

/ 却 dz + — 

( 5 ) 7 7 7 


dS 
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这里 

所以 



op 

dx 


丄 

厂3 


3(^-0 


dQ 

dy 


丄 

^3 


3 (? / - V) 


dR 

dz 


丄 

^3 


- C) 

厂5 


容易验证条件 （ B ) 在整个空间除点 A (^ V , c) 外皆适合,在这点处函数 p , Q , 丑有一不连续.因此, 
沿一闭曲面而取的高斯积分，如曲面不围住4点，必等于零.对所有包含这一点在其内的曲面，积 


分保持同一值.如取例如绕点4以 半径丑 作出的球作为曲面 （ S )， 就很容易求得它.此时，球上 


点的位径向量保持一定长度，而它的方向与球的向外法线相一致，所以 cos ( r } n ) = l . 我们有 



对所有围着4点的曲面，高斯积分的值就是如此. 

如从高斯积分的几何意义出发，即当作自点乂来看曲面（的时的立体角①的度量，所有这些 
结果也容易直接建立起来. 

为了证明这，开始时我们 假定： 曲面（的与自点 A 出发的每一射线相交于至多一点.设法线 
n 向着与4点相反的一侧.取曲面（的的一元素 { dS ), 在它上面选取一点 M 并通过这一点以点 
A 为中心作一球.如将元素以的自4射影到这球上去，则射影的面积将为 


cos ( r , ② 


所以被由4出发的视线在单位球上割下的图形的面积将为 

这也就是元素 ( dS ) 的可见（立体）角.所有这些元素角的和亦即积分 G 就是整个曲面（的可见 
角的度量. 

如曲面 （$ 与自4出发的射线交于不止一点，但曲面可分为许多部分，使其每一部分与这些 
射线只交于一点时，则只需将对于这些部分的高斯积分相加就可以了. 

通常总是选取曲面的一个定侧而使法线 n 的方向与这一选法一致.则对曲面的某些部分来说, 
这一法线是向着与乂相反的一侧，而可见角得出来是正的；对另外一些部分,其法线 向着乂 的一 
侧，这一角得出来是负的.高斯积分将为这些可见角的代数和. 

由高斯积分的几何解释,立刻就可明白，如曲面（的是闭的，且点4在它所围的区域的里面， 
则 G = 4tt. 反过来，如点在这一区域的外面，则不同符号的可见角互相相消而 G = 0. 

如点4在曲面⑹上,则高斯积分变成了反常的.容易明白，如曲面⑹在点 （4) 处有一确 
定的切面，则 G = 2 tt . 

某一 ""锥 形 _ 曲面所围的空间称作 立体角 ，锥形的顶点是角顶.如围绕顶点画一单位半径的球 
面,则所述锥形在它上面割下一图形,它的面积就是立体角的度量. 

②此处我们将元素（必）以及它的射影近似地当作平面的，并利用了正（不是中心）射影的公式. 
但对无穷小元素 （ dS ) 这里可能的相对误差也是无斿小. 




• 276 • 


第十八章三重积分及多重积分 


[654] 


654.例 1) 按高斯 -奥斯 特洛格拉得斯基公式变换曲面积分 

(a) /i = / / x 2 dydz + y 2 dzdx + z 2 dxdy, 

J J(S) 

(6) I 2 = I I + y 2 + z 2 (cos A + cos fi + cos u)dS^ 

J J(S) 

( b ) I 3 = I j xdydz + ydzdx + zdxdy, 

J J(s) 


设曲面 （ S ) 范围一立体 （ F ). 

答 + y + (6) h = 


( b ) I 3 = SV [参照 638(16)]. 

2 ) 用高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式求证 公式: 


^/x 2 +y 2 + z 2 


( a ) 


I I j Audxdydz 

J J J(V) 



du 

dn 


dS, 


⑹ 



vAudxdydz = — 


(V) 



(V) 


du dv du dv du dv 
dx dx + dy dy + dz dz 


dxdydz 


+ 



(s) 


du Q 

v ^ s 


(b) 



(vAu — uAv)dxdydz 



v 


(S) 


du 

dn 



dS. 


其中我们令 





dx 2 

dy 2 dz 2 ^ 

dn 

df 

— ^ C ° S 

(x,n) + cos (y, n) 4 - cos(^,n), 


且把 n 了解为曲面向外的法线. 

提示 这一题与以下各题的解法完全与第 602 目中问题3)，4),5),6),7)的解法相似. 

3) 函数％ 与其各导函数同时如皆连续，且在区域 （ F ) 中满足方程 Aw = 0,就称作在这一区 
域中的调和函数. 求证： 调和函数的特征是对含在区域00中的任一简单闭曲面 0 S ) 它适合条件 



4) 求证下一断语： 

如函数 W 在一闭区域 （ F ) 中是调和函数，则它在区域内部的值可唯一地被它在范围这一区 
域的曲面 （* s ) 上的值所 确定. 

5 ) 设 W 是在区域 （ F ) 中的调和函数，(吻，如，功）是这一区域的任一内点，而（知）是中心在 
点 ( xo , yo , zo ) 处半 径为丑 的球.则公式 

u ( x 0 , yo , z 0 ) = ^^2 [[ u { x , y , z)dS 





成立， 试证. 

提示 参考在 [602,6)] 中的证明，只需取作为辅助调和函数，其中 

t = ^( x ~ Xq ) 2 + {y ~ yoY + ( z ~ Zo ) 2 . 

6) 求证 :在一 闭区域 （ F ) 上连续且在区域内面为调和的函数 u ( x , y , z ) 在区域内面不会达到 
最大（最小）值 (只要不是常数). 

利用这，可与在 [602,7)] 中所做者相类似地强化 4) 中的结果. 

7) 求证：一坚硬的闭曲面，在各方面均等压力之下保持平衡. 

为达此目的，我们将 证明： 作用于曲面的整个力系的主向量及（对于任意一点的)主力矩等于 

零. 

取出曲面的一元素 ( dS ). 如以 p =常数表压强，亦即作用于单位面积上的力，则沿这一元素 
的法线方向作用于 ( dS ) 上的元素力在坐标轴上的射影为 

~p cos \ dS , — p cos fidS , —p cos i/dS ⑺ 

% 

(所以取负号是因为：压力是向着曲面 内面的 ，而 Aw 是向 外的法 线与坐标轴间的夹角 ). 

主向量的射影 R x ， R y ， R z 可自元素力的射影 （7) 相加得来： 

R x = —p I I cos \ dS y R y = —p I I cos pdS , R z — —p I I cos udS . 

J J(s) J J(s) J J(s) 

但所有这些积分都等于零,这在高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式中令 

P = 1, Q — R = 0； Q = 1, P = i ? = 0; R — 1, P = Q ~ 0 
就可看出. 因此，压力的主向量等于零. 

为了确定元素力系例如对坐标原点的主力矩,我们就要将这些元素力的矩沿坐标轴的分量 
p(z cos ~ y cos u ) dS 、 p(x cos v ~ z cos X ) dS , p(y cos X ~ x cos 
相加.因此，压力对原点的主力矩其射影为 

L x ~ P I I {z cos (I — y cos u ) dS , L y = p j I (x cos v ^ z cos X ) dS , 

J J(S) J J(S) 

L z = p I I (y cos X ~ x cos fi ) dS . 

J hs ) 

如在高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式中取 P = 0， Q = P z，R = ~ py , 则得心二 0. 同样也易 
证明 L y = L z = 0 .压力 （对原点） 的主力矩等于零.证完. 

①回忆一下,如一力沿坐标轴的分力为且这力作用于一点 ( x , y , z ), 则对点 （ C ， t ?， C ) 的力 
矩在坐标轴上有下列各 射影： 


L x = (y~ rj)Z ~(z- C)K, L y = (z - C)^ — (x - i)Z, 
L z = (x~ C)r ~(y- V )X. 
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8 ) 作为应用高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式的最后一例,我们来导出流体静力学的基本定律 
之-阿基米德定律 ■ 

大家都知道，流体在浸人其内的一小平面块上的压力是向着这一小平面块的法线的，且等于 
以这小块为底，小块浸没深度为高的液柱的重量.现设在液体中浸人一刚体在它的表面 a ) 
的每一元素 ( dS ) 上液体按上述定律施以压力.要求确定这些元素压力的合力及它的作用点. 

为了要解决这一问题，我们选一坐标系，将平面与液体自由面放在一起，而 2 轴垂直向下. 
设液体比重等于 P, 而元素 (dS) 浸没深度为 q 则这一元素所受的压力将为 

pzdS 、 

而它沿坐标轴的分力将为 

—pz cos XdS, —pz cos [idS 、 —pz cos udS. 

此时对主向量在坐标轴上的射影我 们有： 

— —p I I z cos \dS } Ry ~ —p I I z cos fidS, R z = —p I I z cos udS. 

J j (S) j J(s) j J(s) 

与上题一样，由高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式，易得 

Rx = Ry = 0 , R z — —p j j j dV = ~ pV . 

J J J(V) 

因此，压力的主向量朝着垂直向上的方向且等于被物体排出的液体重量. 

现在来考察这些元素力对物体重心 V , 0 的矩（今后我们指的是在质量均勻分布时几何 
立体的重心，它可能与物理物体的重心不相重合).元素力矩沿坐标轴的分量为 

pz[(z — C) cos/i — {y ~ rj) cos p ]， pz[(x — cosi/ — (z — () cos A], 
pz[(y — 7]) cos A — (x — ^) cos fj ], 


而（对点 C 的）主力矩的分量得出 来是: 


L x = p I I z[(z — cos — (y — rj) cos 

J J(s) 


Ly 


p I I z[(z — cos ^ — {z — C) cos \]dS^ 

J J(s) 


L z = pj j z[(z — rj) cos A — (x — cos fj]dS, 
应用高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式于第一个积分，得出 



因为 fff ( v ) y dV 是立体对 n 平面的静矩，等于同样可证明,= 0;最后，直接可得出 
L z = 0 - 
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因此， 压力对立体重心的主力矩等于零. 将这一断语与前所证明的关于主向量的命题相对照， 
可得出如下的 结论; 在浸没于液体中的一立体上，由液体方面对它作用有一力，等于立体所排出的 
液体的重量；这一力作用于立体的 彳几何） 重心且垂直地朝向上. 

§3. 三重积分中的变量变换 

655. 空间的变换及曲线坐标 在第603目中发展的关于平面区域变换的思想 
也可自然地搬到空间区域的情况上来. 

设有一空间采用直角坐标系:另一空间用坐标系在这两空间中，考察 
分别由曲面 （ S ) 及 （ S ) 所围成的两闭区域 （ D ) 及 （ A )， 这两曲面恒假定为分片光滑 
的.设这两区域以公式 


之= 求巧， C ) J 

相关联，彼此间形成一个 一一 的对应. 

同时必 须曲面 ( s ) 上的点即对应曲面上的点，反之亦然. 

设函数 （1) 在区域 （ A ) 内有连续偏 导数; 那么雅可比式 

D[x ， y ， z) 

同样也在 （△) 内有连续偏导数.我们在这里[参看 603] 将假定 ，这个行列式总是非 
零的，并保持其符号不变. 

如果在区域 （ A ) 内取分块光滑的曲面： 

卜 €( W )， T ] 二 T ]( U ， V ), C = (3) 

(假定 参数在平面上某个区域 （五） 内变化)，那么公式 （1) 把这个区域变为区域 
( D ) 中的分块光滑曲面.这个曲面的方程为 

^ = $(C(" ， ”) ， "0 ， r) ， C0 ， r))= ^0 ，”)， v = y{u ， v\ z 二 z(u,v). (4) 

我们只限于考虑曲面 （3) 光滑的 情形： 在曲面 （3) 上没有奇点，于是行列式 

DM D(tv) ⑹ 

D(u ， v)’ D(u ， v)’ D(u ， v) [ } 


⑴ 


( 2 ) 


不同时为零.仅必须验证在曲面 （4) 上没有奇点. 
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按204目公式 （6)， 我们有关于量 （5) 的线性等式： 

D[y ， z) = D(y ， z) | D(t],Q D(y,z) ^ D{C^) D{y,z) _ D(j, rj) 

D(u,v) D(r], C) D(u ， v) D(C0 D(u ， v) D(i,rf) D(u ， v)’ 

D{z,x) = D(z,x) . D(t], C) D{z,x) . D{C^) D{z,x) . Dj^rj) 

D{u,v) D(r], C) D(u,v) D(C,0 D(u,v) D(^rj) D(u ， v)’ 

D[x ， y) = D(x ， y) . D(rj, Q D{x, y) • D{CQ D{x,y) • D{^,rj) 

D(u ， v) D(r], C) D(u ， v) D(C,0 D(u ， v) D(^r]) D(u,v)' 

根据代数学中的已知定理，由 （5) 式中各量的系数，即由行列式 （2) 各元素的代 
数余子式作为元素所组成的行列式，等于行列式 （2) 的平方，因此与 （2) —起是非零 
的. 如果上述一组等式的左边在某一点同时为零，那么 （5) 式中的三个行列式都等 
于零，这与假设矛盾 . 1G9) 

唯一地描述空间中点的位置的数$ 称为这点的曲线 坐标. 空间 中 
保持三个坐标之一为常数的点构 成坐标 曲面.共有三族这样的 曲面； 区域 p ) 的每 
一 点都有每一族中的一张曲面经过. 

可是,所有这些仅在区域 （ D ) 与 （ A ) 之间严格地单值对应的假定下才是如此的. 
实际上，这一单值性常常遭到破坏. 


656 •例 1) 圆柱坐标 代表项平面中的极坐标与通常的笛卡儿度量法2相联合（图 110) 
它们与笛卡儿坐标相关联的公式为 

x = pcos 汐， y = psin 汐， 之 = 之 . 

这些公式将区域 

0 ^ p < + 00 ， 0 彡汐 < 2tt ， —oo < 之 < +oo 



图110 


0 ,z = z 被映射于一个 


映射到整个:空间.然而，我们指出，直线 p ：： 

点（0,0, 这就破坏了一一对应性 • 

在所考察情况下坐标曲 面为： 

( а ) p = 常数是母线平行于^轴的圆柱面，它的准线是： ry 平面上 
以原点为中心的 圆周； 

(б) 0 =常数是通过^轴的半 平面； 


(b) z =常数是平行于平面的平面. 
变换的雅可 比式： 



cos 沒 sin 汐 0 
—psinO pcosO 0 
0 0 1 


cos 汐 sin 汐 

=p 

— sinO cosO 



iQ 9) 曲面⑷上不存在奇点也可以借助于代数中已知的矩 阵的乘积的秩的定理 来容易地验证.事 
实上 （5) 式中行列式不同时为零意味着（按照矩阵秩的定义）由 （,7?， C 对变量的的偏导数组 
成的矩阵恥的秩等于 2. 同时由 x , y iZ Mu , v 的偏导数组成的矩阵 M 2 等于 Mi 与由:对 
的偏导数组成的非奇异矩阵的乘积.所以矩阵 M 2 的秩同样等于2,因而曲面 （4) 没有奇点. 
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除 p = 0的情形外，雅可比式保持正号. 

2 ) 球坐标， 或称为空 间的极坐标， 与笛卡儿坐标用公式 

x = r sirup cos 0^ y = r sirup sin 汐， z — r cos ip 


相关联，其中 


u ^ r < 十 oo 




9 % 


量的几何意义由图 111 很 清楚： r 是连接原点（极）与已知点 
M 的位径向量 OM，ip 是这一位径向量与(极轴）间的夹角#是 
位径向量 OM 在邛平面上的射影 OP = rsin W 垂直于极轴）与 
a ; 轴间的夹角. 

此时又逢到了 一一 对应性不 成立： 空间的平面 r = 0被映 
射于坐标原点 x = y = z == 0, 直线 (/? = 0(7 r),r = r 被映射于一个 
点 

x = y = 0, z = r . 

坐标曲面形成三族： 

( a ) r — 常数是中心在坐标原点的同心球； 

(6) ^ 常数是以2轴为轴的 圆锥； 

(b) 常数是通过 2 轴的半平面. 

这一变换的雅可 比式： 



图 111 



simp cos 6 sin ip sin 汐 cosip 
r cos ip cosO r cos ip sin 汐 —r simp 
—r sirup sinO r sin (p cosO 0 


2 


=r 


sin ( p . 


除掉上述当 r = 0 或^二 0( tt ) 时雅可比式为零处，它恒保持正号. 

3) 空间在自身上按公式 

= C 二 v = C 

y — e+v 2 -hC 2J z ~ e + v 2 + c 2 

+ if + c 2 > o ) 的变换是一对一可逆的： 


— x _ y _ z 

x 2 + "2 + 之 2 ’ ^ X 2 + y 2 + 之 2 ’ X 2 y 2 -\- Z 2 ' 

与平面情况一样 [604,2)], 它称为反 演法， 且有直观的几何 解释； 读者试确立这解释，并求出 
对应于这变换的三坐标曲面族. 

4) 椭球坐标 考察共焦点且共轴的二次曲 面族： 



(0 < h < fc ), 


这是由椭球面（当 A > 时)、单叶双曲面（当 fc > A > / I 时）以及还有双叶双曲面（当0 < A < /I 
时 ：) 构成的. 
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过空间中不在坐标平面上的每一点 (x ， y ， z) 通过有每一类型的一个曲面.事实上，由原来的 

方程 

A 2 (A 2 - h 2 ){\ 2 - k 2 ) ~ {X 2 ~ h 2 )(X 2 - k 2 )x 2 
-A 2 (A 2 - k 2 )y 2 - A 2 (A 2 - h 2 )z 2 - 0 

其左端当 A = 0 时有负号，当 A 二 / i 时有正号，当 A = 时又有负号，而最后当更大的 A 时有正 
号.由此应得：方程有三个 正根: 一个 A > (对应于椭球面)，第二个 m < k 但〉 M 它给出单叶双 
曲面)，第三个 p < / i ( 双叶双曲面). 

上面所写的方程可看作对 A 2 的三次方程,利用它根的性质 ，即： 

A 2 + ju 2 + i^ 2 = x 2 + y 2 + z 2 + h 2 + k 2 , 

A 2 " 2 + ju 2 i^ 2 + u 2 X 2 = (h 2 + k 2 )x 2 + k 2 y 2 + h 2 z 2 + h 2 k' 

X 2 /j, 2 u 2 = h 2 k 2 x 2 , 


求得 


丄 Xp 丄 /(A 2 - h?)W ~ 

x — 士 -； , ■ _ ， y = ±— - i - , 

hk "H 2 

+ \J 【入 5 二 k 2 )(k^~ jji 2 )(k 2 ~ u^) 

如限制于第一坐标卦限，则在这些公式中应该只要正号.数 Aw 可视作这一基角内点的曲面坐 
标.它们就称为椭球坐标.三坐标曲面族，也就是上面所说的椭球面族,单叶双曲面族及双叶双曲 
面族. 

变换的雅可比式有 下形： 

7 _ _ ( 入 2 - " 2 )( 入 2 - p 2 )(" 2 - v 2 ) _ 

~ : 7i 2 T(A 2 "-fc 2 ^){h 2 - V 2 )(k 2 ~^). 


657. 曲线坐标下的体积表示法 回到第655目的假定及记号，我们提出这样 
一 问题:要将空间中的一（有界）立体（乃）的体积用展布在空间中的对应 
立体 （ A ) 上的三重积分来表示 .® 

所求体积首先可表为第二型曲面积分[参看 638(14)]: 



II zdxdy, 

J J(S) 


它是展布在曲面 0?) 的外侧上的.由此设法变成普通的二重积分. 

® 与第605目^"样, _ 这里我们补充假定偏导数 

x ^v ^ x v^ 5 … ， y’lv ， … 

存在且 连续; 虽然这对于结果本身的正确性并非必要,但可使证明容易些. 
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我们将自曲面⑺）的参数方程 （3) 出发在 m ; 平面上的某一区域（五）中变 
化.则显然参数方程 （4) 表示曲面（的. 


令 


D{x,y) 

D(u ， v)’ 


由第636目公式 （8), 有 

D= zCdudv. 

J J(E) 


并且积分取正号，如果曲面（的与所考察的它的外侧相联带的定向对应于 m ； 平面 
的定向；且恒可假定如此 [620,621]. 

因为： r ,^ / 经过变数的媒介依赖于则曲熟知的函数行列式的性质 
[204,(6)], 

c = D (^y) V) , D[x,y) D(r], C) D[x ， y) D(( 乂 ) 

D(u,v) D(rj, C) D{u,v) D (⑶ D(u y v)' 

将 C 的表示式代人上面所得积分中，得 


D = 



~ D(x,y) D{x, y) D(r], Q 

- D (A，V) D(u，v) D(rj, C) D(u ， v) 


P(x,y)D(CQ~ 

D ( U ) D ( u ， v )」 


dudv. 


⑹ 


将这一积分与展布在曲面 （ s ) 外侧上的第二型曲面积分 



D ( x , y ) 

- W ^ J ) 


d^drf + 


D{x,y) 

DM 


d ?] d ( + 


D(x，y) 

W ^) 




⑺ 


相比较.如将它从参数方程 （3) 按与第636目中公式 （10) 相似的公式变换到较普 
通二重积分，则恰好得到积分 （6). 这两积分间唯一差别只可能在符号上：如 m ； 平 
面的定向对应于曲面 （ S ) 考察它的外侧时那一面的定向，则二积分 相等； 而在相反 
情形时相差一符号. 

最后，自积分⑺按高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式可变到在区域 （△) 上的三重 
积分： 


D = 土 



△) 


d 

dl 


z 




+ 


dr] 


z 




d 


z 


D(x ， y) 


d ^ dr / d ^ 


积分号下的式子等于 



dzD{x,y) 


dzD(x,y) 

十 TT- 


dzD(x, y) 

+ 


d^D{n y O d V D(C0 dCD(^ v ) 


d D(x,y) d D(x, y) 

+ ^― 


,d D(x ， y) 
+ 


■ 50 ( 77,0 d V D((：^) dCD^rj). 
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这很容易证明，只要将这一行列式按最后 一朽 1 的元素展开 
计算可以证明等于零.① 


在方括号中的和，用直接 


因此，得到公式 


D 


III 


D ( x ， y ， z ) 

A ) D ( t ”，0 


\ 


d ^ drfdC ,. 


如考虑到，由假定，雅可比式保有一定符号，而这一符号是雅可比式加到积分上去的， 
因而就可明白（因为这里认为乃 > 0), 积分号前面的符号必须与雅可比式的符号一 
致.我们就可将所得结果重写为最终 形式： 


D 


IIL 


D [ x , y ， z ) 

m^hO 


d ^ drfd ^ 


⑻ 


或者，为简单起见以 J ( CvX ) 表雅可比式时: 


D 


IIL 


|J(C ， 77, 0\^df]dC. 


( 8 *) 


积分号下的式子 


D ( x ， y ， z ) 

W^hCj 


敗 drjdC = 


通常称为在曲 面坐标下的体积元素. 

658. 补充说明 1°在曲面 （ S ) 及 0?) 上我们固定了一定的侧面，例如对于被 
它们所围的立体来说的 外侧. 与此相关对所述曲面也确立了确定的定向 [620]. 如 
在曲面 （ S ) 上的一点描画一分开曲面的简单闭路 ，且我们讨论被它所范围的二区域 


①显然 


d D{x,y) 

dl DWO 

d D(x, y) 


d 2 x dy 

dr)di ac 

d^x dy 
d 2 x dy 


dx d 2 y 

+ 

,dx d 2 y 

+ ac 

dx d^y 


d^x dy 

dCd ^ d ^ 
d 2 x dy ^ 
d^drj dC 
d 2 x dy 

d^dCdi 


dx d 2 y 
dC drjd ^ 
dx d 2 y 

did 0 V 

dx d 2 y 
drj d^dC 


将这些等式 一一 相加，得右端恒等于零. 


l ac % l ac c § l ac 

l ^^ l ^ fel ^ 

-來办"-來 
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中的任意一个时，则由公式 （1) 在曲面⑹上与该点相对应的点就描画出一类似闭 
路，且这时我们不必来进行二区域间的选择，因为这一选择由同一对应规则 （1) 自然 
地做好了.如果第一个闭路从曲面⑺）的定向的观点来看其环行方向譬如说是正的， 
则第二个闭路的环行方向，如从曲面 os ) 的定向出发，就可以是正的，也可以是负的. 
在第一种情况下，我们就说这两曲面的定向由变换公式彼此相对应，而在第二种情 
况下，就说它们不相対*应. 

因为我们一开始就认为曲面 G ?) 的定向对*应于 m ; 平面的定向，故这一情况或 
那一情况的发生要看曲面 （ Q 的定向对应于 m ; 平面的定向或否.与此相关也就有 
体积公式中积分前符号的选取.但最后就发现了这一符号与雅可比式的符号相同. 
综上所述，我们得到结论： 

两曲面 （ S ) 及 （ S ) 的定向由变换公式 （1) 彼此对应或否依雅可比式保有正号或 
负号而定. 

2°应用中值定理于公式 （8*), 得关系式 

D=\J(lrjX)\^ ⑼ 

其中 (?, 77, C ) 是区域 （△) 中某一点，而 △ 是这一区域的体积.由此容易导出：当将区 
域 （△) 缩到一点 （ m ， C ) 时将有[比照 644,8°]: 


1呢，”，01 =lim £， 

所以雅可比式的绝对值是«空间当变换为空间时（在它的所给点处）它的延 

展系数. 

3。公式⑻狀*)]是在一些已知假定（区域（乃）及 （△) 间的可逆一对一且连续 
的对应等等）下推出的.但与606,4°中一样，可以 证明： 这些条件在一些个别点处 
或沿一些个別线及面处不成立并不妨害公式正确，只要雅可比式依然是有界的，或 
至少是可积的（即使是在反常意义下也行). 


659. 几何推演 公式 （8) 的推演可建立在纯几何的考虑上（奥斯特洛格拉得斯 
基最先创立这一点[比照 609]). 对于空间中的一长方体以來,初，成为边者使 
它与 xyz 空间中在坐标曲面“及 “C + 炎”，“7?”及 “7? +向”， “ C ” 及 ££ C + dC 间的一 
元素立体相比较，这一立体可近似地看作一斜的平行六面体.它的体积等于以点 


Pi ( x , y , z ), 


p 2( 工 + 驾处， z + 每 6 ^) ， 


Pa 


工 + 告炎 + 与 dt ]， y + ~ d ^ + 智 dt ]， z + 尝女 + 


drj 


di 


P4 


dx , 一 dx 7 dx 7> 

工 + — + — drj + — dC ^ y^r 


drj 

dy 




dr ] 




dr ] 


5C 


窦初 成， 


dy 


dz dz dz \ 

z+ di d ^d^ dT] ^dC d(： ) 
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为顶点的四面体体积的六倍，由解析几何中所熟知的公式，知（其绝对值）可表作行 
列式 



% dri 


d ~^ 


finr 

dy,. 

dz 

dC dC 



D ( x ， y , z ) 

D {^ 7?， C) 


d^drfd 《 • 


将这些各别的“体积元素”相加,便得公式 （8). 

因此， 这里事情的实 质是： 在确定立体的体积时，它不是用互相垂直的平面而是 
用坐标曲面网来分成许多元素块. 

在简单情形时“体积元素”在曲面坐标下的表示式可直接地得到. 

作为一例，在圆柱坐标下来考察 (xyz 空间中的）一元素区域,它是由两个半径为 p 及 P + dp 
的圆柱面，两个髙 z R z + dz 的水平面，以及两个通过 2 轴与 r 平面交角为 e R G + dB 的半 
平面所围成的（图112, a )). 将这一区域近似地当作一长方体,不难求得它的边长为 dp , P dB 及 
dz , 所以它的体积等于 pdpdOdz , 而代表这一体积与 P 以空间中的元素长方体体积 dpdOdz 之比 
的雅可比式等于 P . 



a) 6) 


5 112 


同样地，在球坐标下来考察 (xyz 空间中的）一元素区域.它是由半径为 r 及 r + dr 的球面, 
锥面 p 及 p + dp , 以及半平面 G R e + dB 所围成的（图 112,6)). 这 一 K 域也可当作一长方 
体，其边长为儿0 = dr , AB = rdip 以及 AC . 因为弧乂<7等于它自己的射影 MN , 而后者是由 
半径 OM = rsinp 画出来的且对应于中心角洲故 AC = rsin ^, 因此 所论駁 域的体积等于 
r 2 sin ipdrdipdO ^ 而雅可比式是 r 2 sin 

由初等几何观察出来的这两个结果与在 656 1) 及 2) 中所述的相符合. 
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660.例 1) 计算由下列曲面所围各立体的体积： 

( a ) ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 3 z , 

(6) ( x 2 - f - y 2 + z 2 ) 3 = a 3 xpz , 

(b) { x 2 + y 2 + z 2 ) n = x 2n ~ x . 

解 （ a ) 因为 x 及 y 在方程中只有平方项，故立体对平面及 zx 平面对称.又，既然方程 
左端恒为正，故必定 z ^0 : 即整个立体在 xy 平面的上面.这些说明就可使只计算立体在第一卦 
限中其四分之一的体积. 

在方程中式子 x 2 + y 2 + z 2 的出现暗示我们变到球坐标去.将式子 


x = r sin ( pcosd ^ y = r sin p sin 汐， z = r cos 

代人曲面方程 （ a ) 中，得球坐标下的曲面方程 ：r = a ^/ cd ^ lp . 因为第一卦限可用不等式0 < p < 
$，0 < 沒 < ;来说明，故考虑到雅可比式 J = r 2 S inp [656,2)] 时，将有 


V = 4 




pa ^cos 

d(f I r 2 sin (pdr 

J o 


2 


3 



sin (p cos ipdip ~ 


1 3 


(6) 立体在第一、第三、第六及第八卦限内，对于这些卦限分 别有: 


x ^ 0, z ^0; x ^ 0, y < 0, z ^ 0; 

x ^ 0, y > 0, z ^ 0; x ^ 0, y ^0, z 4 0; 


它由四部分构成，它们一对一对地对称于坐标轴之一（方程的左端及右端当量 x 、 y 、 z 中的任何两 
个同时变号时都不改变). 

变到球坐标时，得 



d<p 



sin^ v?cos(^sind cos & 


2 


r sin (pdr 



3 


sin ( pcos ( pd(p 



7T 


sin 6 cos 6 d 6 


a 


3 


( B ) 这里较简单是如下形取变到球坐标的公式: 


x — r cos ip 、 y = r sirup cos 6 y z = r sirup sin ^ 

则曲面方程就具有形式 r = cos 2 "- 1 ^. 

答 

V — --- • 

3(3n - 1) 

2) 求由下面曲面所围各立体的 体积： 

( а ) { x 2 + y 2 ) 2 + z A = y , 

(б) ( x 2 + y 2 ) 3 + z 6 = 3 z 3 . 
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解 （ a) 虽然问题的类型多少与以前各题不同，但在这里应用球坐标仍很方便.曲面方程具有 


形式 


r 3 (sin 4 ip + cos 4 ip) = sirup sin 汐 . 


考虑到对称性，将有 




d6 I dip 



3 / sin sin 9 
y 8 in^* p+cos 4 


r sin (pdr 


厂 2 sin 2 (pdip 

0 sin 4 (p H- cos 4 (p 



1 + t 4 


dt 


7T\/2 


(6) 提示 


27T 


(号 cos 3 ipsirupdip 
0 sin 6 (p + cos 6 ip 


udu 

3u 2 — 3^+1 


(如令 U = COS 2 ip ) - 

T/ 27T 2 

答 V = — /=• 

O /q 

3) 求由下列曲面所围各立体的 体积 : 

/ o o o \ 2 o 


⑷ S 




+ 該 + 


c 2 ) h z 


⑹ 




(b) 


2 2 2 \ 2 
^ , y , ^ \ 




a 2 


i)- c 


x 2 y 2 z 2 


解 （ a) 在曲面方程中式子 i + g + g 的出现，常常是按 公式： 

x = ar sin(/?cos^, y = br simp sin 0^ z — cr cos ip 


变到广义的球坐标①较为 有用； 这时雅可比式 J = Mcr 2 skip 我们有（计及对称性) 




a^b sin^ a?cos^dsind 



2 

abcr sin (pdr 


f 2 ⑽ 6 — 3 — / 

3 ^ Jo Jo 


sin 10 ipdip^ 


所以最后 


7r a 7 b 4 c 
192 /i 9 


(6) 答 y = —abc. 

( B ) 答 V = ^ Q ab °' 

4) 求由下列各曲面所围立体的 体积： 

工 2 + y 2 + 之 2 = 1 ， x 2 + y 2 + z 2 = 16, z 2 = x 2 + y 2 ^ 2 = 0, y = 0, y — x. 


①这与平面上广义的极坐标相仿 . 
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提示这些曲面确定了球坐标的变化 区间： 

吾， (或 7 T < 61 < 字). 

立体是由（在第一及第三坐标卦限内的）二孤立的块组成. 


©* + ( 以 +， 1 

解按下面公式引入新的 坐标： 


答 F 


21\/27 r 


5) 计算曲面 


4 


所围立体的体积. 


这时雅可比式 


x = ar sin 3 ( pcos 3 0 } y = br sin 3 ( psm s O y z = cr cos 3 <p 
(0<r<l ， 0<p<7T，0 < 6» < 2 tt). 


J = 9 abcr 2 sin 5 ip cos 2 ip sin 2 0 cos 2 0 


所以 


2 tt 

V = 9 abc I r 2 dr I sin 5 ip cos 2 ipdip I sin 2 6 cos 2 OdO = 


6) 求曲面 




o 



35 


(x + y + z ) 2 = ay , x = 0 ，y = 0 ，z = 0 


所围立体的体积. 

提示令 


2 2 2 2 2 
x = r sin (pcos y = r sin (psin z — r cos ip 

r >0，0 < ^ , 0 < ^ ^ ^ . 


2 


2 


雅可比式 


a 


3 


Q 

J = 4 r sin ^ cos ^ sin ^ cos ^. 


^ 60 

7) 求由六平面 


a\x + 6iy + c\z — ±hi, 

a 2 X + b 2 V + C 2 Z = 士 / l 2, 
azx + &3y + C 3 Z = ±/i3 


所围成的斜平行六面体的体积，当然,假定行列式 



ai 

bi 

Cl 


a2 


C2 

1 

a 3 

bz 

C3 


nabc . 
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不等于零. 

解引入新的变数 

^ = aix + biy + Ciz, 

7] = a 2 X + b 2 y + C 2 Z, 

C = ci3X + bzy + czz 

(—hi < f < "1 ， —/12 《 tj 《 h2 ， ~hs ^ ^ ^ /13) - 

求出行列式 怨’崎 最为简便，注意它等于行列式 穿’吟 的倒数.我们有 

D(x,y,z) 


w \ L 


hi ph 2 ph 3 

狀 dv dC 

h-\ J —ho J —/13 


8 /l 1 "2 "3 

~A~* 


8) 求由下列曲面所围各立体的 体积： 

( a ) 柱面 

{aix + biy + c\z ) 2 + (a2X + 622/ + c 2 z) 


及平面 


a3X + b 3 y-h c 3 z = 0 ^ a 3 x-\-b 3 y + C3Z 


(6) 椭球面 


(aix + b\y + c\z ) 2 + (a2X + + C22：) 2 + (a 3 x + 63?/ + C32:) 2 = R 2 

(在前面 A ^ O 的假定下). 

^ / 、 T 尸 7 T«R 2 /i 〜、 T , 4 nR 3 

答 （ a)T/= lXp (6)T/= 3 W 

9 ) 应用圆柱坐标来计算立体体积时将得出一有趣的公式. 

考察由一个分片光滑的曲面所围成的一立体并假定自2轴 

z | 出发的一个半平面对应于0=常数者交立体于某一平面图形 ( Q .), 

^*1 ^ 而 0 自 a 变到 / 3 ( 图 113 ) .贝 !） 



Ill 


pdpdOdz 



d 6 I I pdpdz 

j 』 ( Qe ) 


且将图形 { Qe ) 引到直角坐标系 pz 时就很方便，但这坐标系与所述 
半平面同时绕2轴转动 .® 

现在易见，二重积分 fJ ( Qe ) pdpdz 是图形 （ Qd 对2轴的静矩, 
它等于这一图形的面积 Q (0) 4 z 轴到它的重心 C 间距离 p c ⑻的 
乘积： 


图 113 


IL 


pdpdz = Q (0) pc (0). 


将这一体积的式子代入，得最终公式: 


Q (0) pc (0) de . 


①而不是将与它全等的图形引到空间中的一固定平面 p 上去. 
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这一公式是库斯科夫指出的.它在确定由（不变的或变动的）平面图形作螺旋运动时所得立体例 
如螺丝钉、弹簧等的体积时特别方便. 

如立体 （ F ) 单纯地是一与2轴不相交的不变图形 （ Q ) 绕这一轴的 旋转体 ，则 Q =常数 , pc = 
常数 ， a = 0, = 2化而公式就具有形状 


V ~ Q • 27TpC* 

它表明了已知的古尔丹定理 [351], 这定 理说： 平面图形绕与它不相交的轴旋转的立体体积等于这 
一图形的面积与图形重心描画出的圆周长的乘积. 因此，库斯科夫公式是这一古典定理的自然推 
广（且反过来，这一公式也容易从它得来). 

10) 三轴椭球体 

x 2 y 2 z 2 f . 

^ + ^ + ( a > b > c ) 

的体积已算过好几次了，它等于 ^ nabc . 但是，我们现在想引用椭 球坐标 A ,/ x ,^[656, 4)] 来计算 
这一体积.如令 

h 2 = a 2 -b 2 , k 2 = a 2 -c\ 

则当 A = a 时就能得到已知椭球体本身. 

椭球体的第一卦限与 A 自 A : 变到 自 h 变到自0变到 h 相对应.故 

~V= \ K dv f \ 厂 -尸一二 艺 

8 Jo J h Jk a/() 2 : 可 (A 2 -1 2 万 (" 2 - h 2 )(k 2 - it 2 )(h 2 - i^)(k 2 -V2) 


但，如已所示，这一体积等于 


8 


^nabc 


7 T 

6 


ay/{a? ~h 2 ){a 2 ~k 2 ). 


因此，上面所写出的复杂积分的值就是这个,用别的方法来求这一值就会产生巨大的困难. 
最后将给出基本公式 （8) 的两个有趣应用，它们可确立 曲面面 


积及曲线长 度的概念与在原则上更简单的立体体积概念间的联系. 
11) 设已给一光滑曲面（的： 

x = x(u,v), y = y(u ， v\ z = z(u^ t;), 

且在参数变化的区域 （ A ) 中这些函数有二阶连续导函数. 

在曲面的每一点 M 处的法线上，对称地在曲面的两侧截取长 
2 r > 0的一线段.这些线段填满成某一立体 （ F r )，® 已知曲面就含在 
其内（图 114). 

以尤，2； j 表曲面上点 m 的坐标,而以 x , y ， Z 表该点处法线上 
所述线段的任一点的坐标,显然，我们将有 



8 114 


X ~ x -\- 


A 


z—z + 


c 


y = y + 


B 


①可以 证明： 对充分小的 r 所述线段彼此不相交，所以立体的每一点恰在一条法线上. 
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其中有通常的意义，而 p 表距离 MP (带有相应的符号，所以 -r < p < r ). 
( u , v , p ) 表所述区域 （ F r ) 的点的曲面坐标.由公式 （8) 这一立体的体积等于 

-/// 糕一 . 


因此，参数 


D ( u , v , p ) 


dudvdp . 


但 


d{x, f , z) 

D ( u , v , p ) 


x u + ai ( u , v)p 
x f v + /3 i ( u , v)p 


y f u + ot 2 { u , v)p 

Vv + 02 ( u , v)p 


A 2 ~+^ 2 ~+~C 2 y/A^TWT^ 


z u + a3(u,v)p 
z v + (3 z { u , v)p 

C 


A 2 + B 2 + C 2 + 7 i ( 以，咖 + 72( 以，咖 2 , 


其中 a \， a2 ， as ， Hhyz 表 u ， v 的某些连续函数.显然，对充分小的 r (因为 | p | < r ) 这 
一式子的符号将与第一项同，即为正的.故 


Vr 


J dp JJ I + B 2 - {- C 2 + 71 p + 72p 2 } dudv 

2 r +~ B ^ + C 2 dudv + Lr 3 (L = 常数). 

J J (A) 


由此容易推出最终结果 


V r 


IL 


A 2 + B 2 -h C 2 dudv 


我们认识后面的积分是曲面的面积 S .因此，这一面积可自体积出发而得来. 
12) 设已知一光滑曲线 


刪， 


y(t) 


(t) (to ^ T) 


且函数 x ， y , z 有连续二阶导数.在曲线的任一点 M 处的法面内，想像一以 M 为中心半径为 
r > 0的圆.所有这样的圆构成某一立体 （ W ),® 它包含这曲线. 

不失一般性，可以假定在所考察的曲线段上恒有 x ? + y f y 2 > 0. 则为了想在所述的曲线法面 
中建立一直角坐标系，我们可以取有方向余弦 



_ yV _ 

x ,2 + y , 2 ^ x ,2 ~\- y a + z ,2 

的两个相互垂直的法线为坐标轴. 



以表对应的坐标，我们可以表立体 （ R ) 的任一点 P 的坐标 X 、 Y ， Z 为' 



①这里也可证明 :对充 分小的 r ， 这些圆两两无公共点，故立体的每一点只属于其中的一个圆. 
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为了证明起见，我们如同在第609目中一样来进行，用分片光滑的曲面分区域 
CD ) 及 （ A ) 为（彼此相对应的）元素块 （ A ) 及 = 1,2, ••- , n ), 应用公式⑼到 
每一对区域 （ A ) ，(4)上；我们得到 


( 11 ) 

其中是区域 （仏） 中不能随我们选取的某一点.取区域 （ A ) 的对应点 
( xi . yuzi ) ,即令 


免 i = yi = y (^ i . ViXi )^ 為 = 匕)， （12) 

并作出 （10) 中第一个积分的积分和： 

(j = ^J{xuyi,zi)Dj. 

% 

用 （12) 式代换此处的 x u y u z h 而用 （11) 式代换 A , 得到和 

^ = 5^/0(1，％，乙)， y(hZih ^(^ ViXi ))\ J (^ ViXi )\^ i , 

% 

显然这已就是 （ io ) 中第二积分的积分和. 

我们让区域 （4) 的直径趋近于零，由对应的连续性，区域 （ A ) 的直径也趋近于 
零.和 a 必须同时趋近于两个积分，由此即得所需要的等式. 

与在二重积分情形时一样,在证明公式 （8) 时，当上面所作假定在一些个别点或 
沿有限个分段光滑曲线及分片光滑曲面处被破坏而只要雅可比式保持有界，则公式 
(10) 也成立. 

允许反常积分时，可更远地来推广公式 （10) 可应用的条件.读者试对所考察的 
情形作与在第616目中所述者的平行叙述.这里我们着重指出，在那里所述的条件 

下假定 （10) 中积分之一存在时公式就成立，另一积分的存在已由此能够推得. 

最后我们提一下，公式 （8) 及 （10) 也可以不用雅可比式的绝对值记号写出来. 
为了可以这样做，就应该引进立体定向（与它的边界定向有关）的概念,再视它的定 
向而给它的体积以及展布在立体上的积分以某一符号.详细情形留给读者,并介绍他 
去参考第610目及第658目中的说明1。. 

662 .例 1) 计算积分 

I = III (v) ^f^ dxdydz, 

其中 （ F ) 是一立体，上面由曲面 

( a : 2 + y 2 + z 2 ) 2 — a 2 xy 


所限制，下面由平面2 = 0所限制. 
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替换 sin 2 <p = sin 2 0 = v . 最终结果: 


K 


a 2 b 2 c 2 


8( a 2 — b 2 )( b 2 — c 2 )( c 2 — a 2 ) 


- x | fe 2 c 2 In ^ + c a 2 In - + a 2 b 2 In 


4) 计算逐次积分 


1 


dz I ydy I e xyz x 2 dx 


l 


解 将它换作三重积分 


III 

xyz^. 1 


e xyz x 2 ydxdydz 


再采用替换 


x = y 


U + V u + v^-w 

- . 2 = - 


u 


U + V 


积分化为: 


III' 

U^VyW^O 

u + v + w ^ 1 


u+v+w 


dudvdw 


这很容易计算. 


e 


答二 -1. 

5) 我 I 回到计算二重积分 


1 


u(u + v ) 



ay / x 2 + y ^ cos x^cosyrjdxdy 


[参照 617,21)]. 因为对 6>0 


/i2 6 

e_ e 


V^ r ^Vb 

~ e 


[497,8)], 故如令 VS = ay / x 2 + y 2 , 得: 


e 


—a 


y/x 2 +y 2 


2 






将它代入积分 s 中并改变积分的次序，求得 


B 


2 


Jo 


e^ 2 dO 



a 2 (x 2 + y 2 ) 

e ~ 40^ cos cos yrjdxdy 


或者，如改为变量 U =^ R V =1 

Zu Zu 


B 


8 


Vtto 2 


e 


e 2 0 2 d 0 



8 


f 


e 


e -^ cos 2 J ^ i du 

a 


^( a 2 + e + V 2 ) 0 2 d0 



” 2 2 ^Ldv 


e cos 


a 
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[519,6)⑷].分部积分，就不难得到最终 结果： 

B= ! _ a _ 

2 ( a 2+e 2 + 77 2 )t 

积分次序的颠倒基 于三重 积分的存在. 

6) 求球 

x 2 y 2 z 2 ^ 2 az 

在下面质量分布规则下的质量并决定其 重心： 

k 

P + _ 2/ 2_ +^ 2 


[参照 650,5)]. 

提示变到球坐标. 

7) 求空间任意一点所受一均匀球体的吸引力[参照 650,9)]. 

解 变到球坐标，求得 

F _ 广「 f R pr 2 (rcos (p ~ a ) sin ipdrdipdO 
Jo Jo Jo ( r 2 + a 2 — 2 ar cos ( p ) i 


但在确定球层的吸引力 [633,11)] 时，我们已求得二重积分的值 




(r cos <p ~ a ) sin (pdipdO 

3 

( r 2 + a 2 — 2 ar cos ip) 2 




当 a < r 时， 
当 a > r 时, 


现在，当 a > i ? 时 

而当 a < i ? 时 



4 

3 


丑 V 



a 2 


F z 


47Tp 

a 2 



2 


dr 


3 


7 rpa 


8) 求均匀球体在任意一点上的位势[参照 650,12)]. 

提示变到球坐标并利用 [633, 问题 12)] 的结果. 

9) 重解关于球的吸引力及位势的问题，但在更一般的质量分布规 则下: 

p = /0)， 


其中/是中心到点的距离的任一函数. 

注意我们在[650,9)及 12)] 中所作论断在现在情况下仍然有效. 

10) 求环面体的惯 矩及及 4[参照650 ; 13)]. 

提示注意环面体是由圆旋转得来（参看图 108), 这一立体内点的位置，可以用经面与^平 
面的夹角^以及用在这一断面本身的范围内的通常极坐标来很自然地确定. 

因此 


x = (d + pcosO ) cos y = (d + pcosO ) sin y ?， 
2 = psin 汐, J = p(d + pcosO ), 
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且 P 自0变到 a , 而 W 及0自0变到 27 T . 
11) 计算均匀 （p = 1) 椭球体 


^ 1 (a > b > c ) 


在它中心上的位势时会导出椭圆积分. 

引进球坐标,但这一次取: r 轴作为 极轴: 


x = r cos 


r sin ip cosO 


r sin <p sin 0. 


我们将有 


W 


III 


dxdydz 

f) 2 +(f) 2 +(t ) 2 ^ 1 + y 2 + ^ 


f 号 厂号 f 

= 8 / sin ( pd(p I dO I 

Jo Jo Jo 

厂号 rf 

= 4 / sin < pd(p I ——— 

Jo Jo Bc0i 


COB ip 


( sin <p cos 6 \ 
— ^ — ) 


rdr 


dO _ 

Scos 2 ^ + Csin 2 ^ 


其中 


cos 2 (p 
a 2 


頭的齡轩 _ .又令 


sin 2 ip 广 cos 2 ip 4 sin 2 ip 


cos ^ = ^ 便得第二种椭圆积分 


W 


2 irabc 



dt 




借变换 i = sin A , 它就被化至勒让德形式: 


W 


2 irabc 



dX 

1 — fco sin 2 A 


27 rabc 
， a 2 :- c 2 


^( Ao , k 0 ), 


其中为简便计已令 


Ao = arcsin 


ko 


a 2 


663. 立体的吸引力及在内点上的位势 现在我们回到对于一点% C ) 被一立体所吸引 
的力在坐标轴上的射影及在这一点上的位势其在第649目中的一般的表示式 （17) 与（18)，但特 
別讨论当点4本身属于这立体时的情况.这又给出一机会来利用变量变换. 

首先，容易论证所述反常积分的存在.为了要使这些积分变成非反常的，只要取点4为极变 
到球坐标就行了.如从立体 （10 上割下一以4为中心以 r 0 为半径的球 ( vo ), 则得 



pdv 


广「厂 。 r 2 sin ( pdrd ( pd 0 _ f 

0 Jo Jo r Jo Jo Jo 


27 T 


(^ o ) 


pr sin ipdrd < pd 0\ 
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同样 



j >3 


dv 


o) 9 J 0 

等等.这里积分号下的函数显得是连续的 .® 



2 

pcos^sin ipdrdipdO 


在所考察的情况下要建立第649目的关系式 （19) 需要精细得多的观察.这里同样也显得要 


用球坐标. 

首先由上面等式可得不等式 






< 27rLro 


(L = maxp )， 



(14) 


以下我们要用到这一结果， 

现在给€ —增量 / Z , 并与点0同时考察点 + . 如前，以 r 表自点 A 到 

立体任一点 M ( x ， y ， z ) 的距离 AM , 以 n 表距离 AxM . 必须 求证： 当 /z — 0时差 






亦趋近于零/ 

从立体（ V )中取出中心在 A 半径为 2|/ i | 的球 ( vo)(m 115), 则 △ 可表作四项和的形状 


△ 


h 



(v 0 ) 


pdv 

ri 


1 

h 



pdv 


(v 0 ) 


r 



p {^ - 0 


o ) 




dv 



(V)-(v 0 ) 


p {: I 


Ifl 

h \ri 








dV . 


第二及第三项立刻可用当 r 0 = 2|/ i | 时的不等式 （13) 及 （14) 来 估计: 


1 


h 



pdv 27 rL (2/ i ) 2 
- ^ — 


(” o ) 


r 


h 


87rZ/|/i|, 



(^ o ) 


p(x - o 

j *3 


dv 


^ 27 tZ -2|/ i | = 4 ttL |/ i | 


为了更方便地估计第一项,绕点作一半径为 3|/ z | 的球（仍)；球（如）整个含在它里面.则再利 
用形如 （13) 的不等式时，将有 



h 



pdv 

r \ 



2 ttL (3/ i ) 2 

|/i| 


= 18 ttL • \ h \. 


最后，我们来讨论最后一项.如引进函数 

fitvX) = ^ 


® 我们认为密度 P 是坐标的连续函数. 
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则在栝号中的式子不是别的，恰为 

由泰勒公式可换作 


Se ^ + Oh, 77, C) (0<^<1). 


但现在 


4’ 2 ($r? ， C) 


3($ — 0 


所以 


图 115 


1/冰 WM’OK 




其中 r 2 是自点 M 到点 A 2 {i + 0 h , vX ) 的距离 A 2 M . 

由三角形见图）有 A 2 M > AM - AA 2 . 但点 M 在半径为 2|/ z | 的球（如）的外面， 
而 AA 2 显然小于 | h | ，故儿4 2 < - AM 且 A 2 M > 即 r 2 > - r . 注意到所有这些，我们 

得如下的 估计： 


III 


)-( vo ) 






^dV ^ 16L\h\ 



(V)-(v 0 ) 


dV 


现取一中心在 A 的球 ( Vi ), 其半径尺如此地大使立体 （ V ) 整个含在它里面.则所得式子也就小 
于 


16L\h\ 


IIL 


) 一（冲） 


dV 

r 3 


16L\h\ 




sin ip 


drdipdO 


2\h\ 


647 rL^\h\(lnR-ln 2 \h\). 


最后 


|A| ^ Ci|/z| + C2^||ln2|/i|| ; 


其中 G 及 C 7 2 是不难计算的二常数，由此可见，△与 / i 同时趋近于零，则 


OW 


F x . 


同样可建立关系式 （19) 的另外二式.最后，用类似的观察可证明，即使点 A 属于立体 （ K ) 时导 

OW dw dW “ 

函数 1，7一，1 连续 • 

^ dv dC 
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664. 纯置及向置将积分学在数学物理及力学问题上的应用化为向量形式常常较为方便, 
所以读者能熟悉一些向量分析的基本概念是很有用处的，这些概念能将积分构造及其涉及的积分 
公式变为向量的解释. 

我们假定读者已熟悉纯量概念及向量概念，前者完全可用其数值来说明（例如体积、质量、密 
度、温度),而后者要完全确定它就还要指出其方向（位移、速度、加速度、力等).讲到向量，与通 
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常一样，我们将设想一表明它的有向线段.我们约定用带箭头的文字 2,^,1?,-.. 表示 向量； 不 
箭头的同样文字 IV …表示向量的长： 

A = \ A \^ r = IVI , v = 

而带附标的文字及 •… 表示它们分别在 x ， y , n ，... 轴上的射影，向量在坐标轴上的 
射影 A x ,A y ,A z 能完全确定该向量的长（数值）及方向. 

我们同样认为读者也掌握了向量代数学的基本知识.我们只提一下纯量(数） 

~A - ^ ~ ^45cos(^?, ~B) 

叫做向量文及苫的数 量积， 用它们在坐标轴上的射影可 表作： 

A. - B ~ A X B X + Ay By + A. Z B Z • ( 1 ) 

向量1及5的 向量积 是长为 ABsin(A, B) 的向量，它垂直于两因子，且朝向那一边，从那里 
看来自文转（一小于180。的角）到苫是以反时针向进 行的； 它表作 ~ XxB . 如果，我们今后 
恒将这样假定，一右手坐标系 [ 620 ] 取作基础时，则向量积在坐标轴上的射影将为 

^yB z — A z B y ^ A Z B X ~ A x Bz, A x B y — A y B x • ( 2 ) 

665 . 纯量场及向量场 如在确 定的空 间区域（可包有整个空间）中的每一点处关联有某一 
纯量或向量，则称已给这一量 的纯量场或向量场， 在以下各目中我们一直要 i 寸论这种场. 

温度场或电位场是纯量场的例子.如果对某一任意选取的坐标系 Oxyz 的坐标来确定点 ilf 
的位置，则给出一纯量场 t / 就是相当于给出一数值函数 U { x ^ z ). 我们将永远假定，这一函数对 
所有变量有连续偏导数.如这些导数不同时为零则方程 


U ( x , y , z)=C (C = 常数） 

确定某一（无奇点的）曲面，在它上面量 t / 保有常 数值; 这样的曲面称作等 量面. 整个所考察的区 
域填满了这种曲面，所以通过它的每一点有一个且仅有一个等量面.显然，等量面彼此并不相交. 

力场或速度场可以作为向量场的例子，我们已经遇见过这种类似的场了.如以某一坐标系 
Oxyz 作基础，则给出一向量场2可以用给出它在坐标轴上的射影 


Ar ( x , y y z ), Ay ( x , y , z ), A z ( x y y , z ) (3) 

作为与向量文相关的点 ilf 的坐标函数的方法来实现.我们也将假定这些函数有连续导函数.在 


研究向量场时，向置线非常 重要； 向量线就是一曲线，在它上面每一点 M 处的方向与对应于这一 
点的向量文的方向相重合.如回想 [ 234 ] 曲线切线的方向余弦与微分成正比，则得知 


向量线可用等式 


dx dy dz 
— ^ — 

A z 


Ax 

来说明，在向量賓不为零的假定下,依靠线性微分方程组理论的“存在定理”可以证明：整个所考 


察的区域被向量线所填满，且通过它的每一点有一条且仅有一条这样的线.向量线彼此并不相交. 

有时候要考虑由向量线组成的曲面，它们称为向 量面， 向量面的特 征是： 对应于每一点 ilf 的 
向量 ~ X ( M ) 在曲面的这一点处的切面内（或 者是： 在其所有点处向量2在曲面的法线 n 上的射 
影等于零).如在所考虑的区域内取任一异于向量线的线，并过它的每一点引向量线，则这些向量 
线的几何轨迹就给出一向量面.当上述“准”线是闭曲线时,就得到一管形的向量面，称作向 量管. 
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666. 梯度设已给一纯量场 U ( M ) = U ( x , y ， z ). 在坐标轴上以 

du du du_ ⑷ 

dx 5 dy 5 dz 

为射影的向量 7 称 作纯量 t / 的梯度并这样来表示 •- 

~g = gradt/. 

这一形式的定义有一缺点，就是它利用了坐标轴而留下梯度概念与它们的选择无关的问题没有 
解决. 

为了要证明这一无关性，回想早在第一卷 [184] 中给出 的函数沿一已知方向 Z 的导数的 定义: 


du 


它表明函数沿方向 z 增加的速度.在那里我们曾有公式 

du du du n dU 

—co S a+—COS/3+—cos 7 




其中 cosa ， cos /3, cos7 是方向丨的方向 余弦; 如以了表沿这一方向所引的单位向量，则它也可重 


写作: 


du 


giadU - A = gradj U . 


这一导数显然在当方向 i 与梯度的方向相重时达到最大值，且这一最大值等于 


|gradt/| 


(f) 


2 


du\ 

~ d^J 


2 


du 

~ d ^ 


2 


这就将我们引到这样一定义[比照 184]: 纯量 t / 的梯度是一向量，其数值及方向恰好说明常量 t / 
变化的最大速度. 这里坐标系已经完全没有提到了. 

容易观察到，梯度的方向与通过已知点的等量面 U [ x 、 y 、 z ) 二 C 的法线方向相重合. 

这样， 纯量场 U ( M ) 产生一 梯度的向量场 grad t /. 

哈密顿 ( W . R . Hamilt 0 n ) 介 绍考虑 一符号向量, 它在坐标轴上的射影为 

d _ d _ 

dx ' dy ’ dz . 

他称之为“纳布拉”并表作 ▽. 用这种记法，就可写 

gradt / — VU . 

事实上，如将所述“向量”形式地乘上量 t /， 就是以⑷为射影的向量！ 

例 1) 以 F 表联结某一定点 O 与空间一动点 ilf 的位径向量 OM , 而以 r 表它的长，令 

U{M)^ Wr )， 

其中9是正纯量变元 r 的任一纯量函数,有不变号的导数者.显然，以 O 为中心半径为 r 的球面 
是等量面，所以梯度的方向或与半径相一致或者恰恰与它相反，视 < p ，( r ) > 0或 < 0而定.易见 

grad </?( r ) = <//( r ). — . 
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特别 


grad 


r ( c = 常数) . 


如在点 O 处放一质量 m 并考察牛顿引力场，则它在点 M 处的吸引力将为 






- r r 


因而 


F — erad — 


一已知向量场是否可看作某一纯量的梯度场这一问题非常重要.实质上这一问题对我们来说 
并不是新的，以后 [670] 我们将再谈它. 

2) 考察一溫度场 t /. 取一曲面元素 (dS) } 且带有一以确定方法定向的法线 n , 我们来计算在 
无穷小时间也内沿 n 的方向通过这一元素所流过的热量 dQ . 热是从物体或介质的较热部分流向 

较冷部分的，且温度减低得愈快，流得也愈快.通常 认为： 上述元素热量 dQ 与 dS、dt 以及# 

071 

成正比.以> 0表比例系数（已知物体的“内部热传导系数”)，可以写 


dQ = -_f; 


du 


如上所述 ，热詞 挡孟为负时，即当沿 n 的方向减少时为正 

如引进 所谓热流向置 


= — kgradU ^ 


则 dg 的表示式可另 写为: 


dQ = dS dtQyi 


667. 向量通过曲面的流量 现设已给某一向量场 ^( M ), 亦即给出三函数 （3). 取一曲面 
( S ); 并选取它的一确定侧面后，以 cos A , cos ii , cos v 表对应的有向法线 n 的方向余弦.则称曲面 
积分 


g 


( A x cos A + -Ay cos + A z cos u)dS 


或另写作 


IL 


(V). 


AndS 


的积分 为向量 4 通过曲面 (的 在所述侧面的流量. 

我们来举一些例子. 

1) “流量”这一名称本身与某流体力学问题相关.考察 
一 流体在空间的 运动; 在一般情形下我们不假定它是定常 
的，所以运动速度寸不仅与它所关联到的点 Af 的位置有 
关，且也与时间 t 有关.我们提出这样一 问题: 计算在无穷 
小时间也内流体通过曲面（的流进某确定侧面的量.流 
体流过曲面元素 ( dS ) 的量可填满一以 dS 为底， v n dt 为 




( n ) 



dS 
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高的柱形（图116)，其中假定法线 n 向着所选的侧面的.如以 p 表流体的密度，它同样既与点的 
位置有关，也与时间有关,则流体流过 ( dS ) 的质量将为 


pdS • 


对整个曲面（幻来说，便得 


dt 


IL 


pVn dS . 


在单位时间内流体流过的量 g 可表作积分 


IL 


pv n dS ' 


(5) 


这积分读者将认得出是荈通过曲面 （ a 的“向量流量”！ 

2) 同样也可以来谈热 流量. 易见[以第666目 2) 的记法]在时间 di 内有等于 


dt 


IL 


q n dS 


的热量流过了曲面（的.如将流过的热量变到单位时间内，则得 


IL 


ClndS- 


也就是苍通过050的“向量流量”.因此，向量 


~q = — kgia,dU 


称为“热流向量”. 

附注 因为在 1) 和 2) 中考虑的两个过程中，没有假设是定常的，那么，一般说来，事实上 
量 Q 本身与时间有关，它具有速度的性质,更准确地说可称 为液体（或热量）在所考虑的时刻流 
经 0 S ) 的数量增长的速度. 

3) 如考察一牛顿引力场[在 666,1) 中已谈到过] 

r - r 3 r ， 

则这一向量通过曲面 （习 的流量 

ff F 养 —mff ^ d S 

J J ( S ) JJ ( S ) r 

与在 O 点看到曲面 （$ 的立体角有关系 [653]. 
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668. 高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式.散度 回到向量文的一般情况，考察一由闭曲面 
( S ) 所范围的立体 （ y ); n 将表示曲面向外的法线.则由高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式 [651,(5)1， 
如在它里面令 P ^ A x ,Q = A y ,R = A ，向量通过曲面 （50 向外的流量可变为三重 积分： 


IL 


A n dS 


IL 


( A x cos \ + A y cos + A z cos v)ds — 




y 


oa 


dy 


dA z \ 

~dTJ 


dV . 


在三重积分记号下的式子称作向量：？的 散度， 并表作记号 


dwA 


dA x dA y dA z 

dx dy dz 


⑹ 


因此高斯-奧斯特洛格拉得斯基公式可重写成 


IL 


A n dS 


III 


divAdV , 


⑺ 


这是最常用的形状. 

刚才所介绍的散度是一纯量，但它的定义形式上与坐标轴的选法有关.为了要克服这一缺陷， 
我们进行 如下： 将点 iif 用任一立体 （ y ) 围起来，设 （ y ) 的表面为（的，并写出公式⑺；如两端 
用立体的体积 F 相除并将立体 （ F ) 缩成点 ilf 而变到极限，则 [644,8°] 右端就恰得点 m 处的 
div ~ A . 这样， 

— ff ( s 、 A n dS 

divA = lim ——; (8) 

( V)^M V ; 


lim 

(V)^M 


⑻ 


这一等式同样可作为散度的定义，且在这一形式下的定义已经不与坐标系的选择有关了. 

这一次向量场3?产生出一散度 divA 的纯量场. 

注意，散度定义⑹可用哈密顿符号向量 ▽ 写作： div ^ = V -^; 如回想到二向量的数量积 
表示式（1)，这就很清楚了. 

例我们来讨论一不可压缩流体 （p == 1) 当有泉源(或漏洞）存在时的运动.流体在单位时间 
内通过（习所流出的量，亦即向量速度 V 的流量 


IL 


dS 


[参看 667,1)] 称作包含在闭曲面（幻内面的 泉源生产率. 如泉源在所考察的区域内连续地分布， 
则泉源密度 概念就可被引入.这说的就是包围点 ilf 的立体 （ F ) 内泉源生产率在单位体积上计 
出的极限值，即 

匕 ff(V) v - dS 


lim 

{v)^M 


但是，如我们刚才已经看到的[参看⑻],这一极限等于 divir ； 这样, di V i ? 亦是泉源密度. 

对于有热源的热流量也可作同样的考察，只需取热流向量代替速度向量. 

669. 向量的环流量.斯托克斯公式.旋度 又设已知任一向量场 A ( M ). 沿所考察区域 
范围内的某一曲线⑴上所取的积分 



A x dx + Aydy + A z dz 
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称作向量 3? 沿曲线 （ Z ) 的线性积分. 在闭曲线情形下这一积分称为向 量玄沿 （0 的环流量. 
如场1是一力场，则线性积分表示当点沿曲线位移时场中力的功[参照 554]. 

设想由闭曲线⑴所张的某一曲面（句.则按读者所熟知的斯托克斯公式 [639(21*)], 向量 
沿这一闭路的环流量可表作曲面积分： 



Aidl = 



d ~ t ) cosX+ 



dA x 


dz 


dA z \ 

dx ) 


cos〆 + 




cos 


dS. 


在坐标轴上以 

dA z dA y dA x dAz dA y dA x 

dy dz 、 dz dx 5 dx dy 

为射影的向量称作向量 1 的 旋度， 并表作记号 rotl .® 

因此，在向量形式下斯托克斯公式可写作. • 



⑼ 


( 10 ) 


向量沿一闭路的环流量等于旋度通过这一闭路所张曲面的流量.同时闭路的环行方向与曲面的侧 
面必须如在第620目中所说明者彼 lifc 相对应. 




图118 


(«) 上面所给“旋度”概念定义具有同样的 缺点： 在它里面利用了确定 
的坐标系.取好自一已知点 ilf 出发的任一方向 n , 在与 n 相垂直的平 
面上将它用一以闭路 （ A ) 为边界的平面块（为围起来（图 117). 则由 
斯托克斯公式 

I A\dX = / / rot n A dcr ^ 

^ (A) ^ J (<7) 

将这等式的两端除以所述小块的面积 a 后并将后者“缩”成所给的点， 
变到极限时得 

— y f /\\ A \ d \ 

rotn A = lim -.② 

(T 

因而得以确定向量 TOtl 在任何轴上的射影，这就是说，不需事先选 
取坐标系就能确定向量本身. 

特别指出，这里向量场文产生一旋度向量场 rot ^. 

用哈密顿向量 ▽ 可简单地写出旋度的 定义 ： roil = VxA [参看向 
量积射影的表示式 （2)!]. 


例考察某一刚体的任意运动.如在它上面固定一点 0( 图118)，则如在运动学中所证明的, 
在任何时刻刚体点的速度场才可由公式1? = +仿 x 节来确定，其中 V G 是“平动速度”， 
即点 O 的速度，钌是瞬时“角速度”，而 r 是连接 O 与刚体任意点 ilf 的位径向量.这一向量在 
任意坐标系 Oxyz 各轴上的射影将为[参看 （2)] 

V X -hojyZ - 0 J z y , Vy -hCJ z X~CJ x Z, + UJ x y -UJyX. 

① 由英文字 rotation= 旋转而来;记号 curM 也常用-这是由英文字 curl 而来，表明“鬈曲 

② 这里容易观察到某种 区域微分法， 让读者去论证它. 
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如利用⑼式，计算出这一场的旋度的射影， 11 Q ) 则得2^,2^,2^,所以 

2 

因此，除去一数字因子外，速度场 v 的旋度恰恰给出瞬时角速度，由此就有“旋度”这一称 

呼. 


670. 特殊的场在本目及以下各目中，为了简单，仅限于考虑连通的直角形状 
的空间区域中的场，特别是整个三维空间中的场. 

1) 位势场 对于向量场：?，如果存在一个数暈场 t /, 使得：？是它的 梯度： 

= gradf/, 

那么賀称为位势场. 

上述等式可分解为如下三个等式[参看 （4)]: 


A dU A dU A dU 




且与如下断言等价：表达式 A x dx + Aydy + A z dz 是函数 U(x ， y ， z) 的全微分.原函 
数 C / 称为场艾的势函数（或称为数量势）. 

进一步解释为我们已知的[564;641，条件 （ B )]， 可 以说： 

为使场2是势场，必须且只需在整个所考虑的区域中成立等式 


<9^4^ _ dA y dA x _ dA z 

dy dz 5 dz dx 



即使得 rotA 为零 . ul) 

这样一来，位势场的概念原来和“无旋”场的概念是一致的. 

借助于在564与641目所说过的，可以这样来描述位 势场： 沿简单闭路的环流 
量总是为零，沿连接场中任意两点的曲线上的曲线轵分与曲线的形状无关. 

势函数本身可准确到任意常数项不计以外，由曲线积分 



A x dx + Aydy + A z dz = 



Aidl 


确定，其中曲线⑴是在所考虑的区域中连接某一固定点 Mo 到变动的点 M 的任意 
曲线. 

所有这些事实都很自然地可用位势力场的情形时功的术语来解释.众所周知， 
无论是在单个的引力中心的情况，还是当是连续分布的质量的引力时的牛顿引力场 
的情况都是如此. 

110) 这里假定某个瞬刻 t = to 是固定的，而量 , V ^, V ^, UJx ,^ y , U } z 对坐标 X,y,z 看作是常量- 
m ) 提醒一下，对函数 A x , A yi A z 的偏导数的存在性与连续性，先前已作过假定[参看665目 1. 
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2) 管量场 对向量场如果存在向量使得：？是其 旋度: 

^4 = cot B ， 


( 11 ) 


那么向量场：？称为管置场或管形场(来源于希腊文 aoXsu ). 这个等式可分解为如下 
三个等式[参看⑼式]: 


_dB 1 _dBy 
x — dy dz 


— dB x dB z 
y ~~dz 


A z 


dBy dB x 

dx dy 


( 12 ) 


向量 s 本身称为场賀的向置势. 


现在证明如下定理，它给岀易于检验管性的条件. 

为使场1是管量场，其必要充分条件是在整个所考虑的区域中成立等式 

divA = 0. 112 ) 

必要性 用计算直接 验证：如果笞 = rot 苕,那么[参看 （12) 式] 


div A =div rotS = 

d _ ( dB x 

dy \ dz 


d _ 

dx 


( dB z dB y \ 

\ dy dz ) 


m 

dx 


d (dBy dB x \ 
dz \ dx dy ) 


(13) 


充分性 设等式 （13) 成立.我们力图至少求出 （12) 式的一个特解 ( B XJ B y , B z ) 
为了简化,我们先令三 0. 那么方程 （12) 的前两式成为 

鸣 — A ㉟ ―乂 

~ dz — a ， dz — 、， 


对 z 求积分给岀 与氏; 的下述表达式: 


By 



A x ( x , y ) z)dz + p ( x , y \ B x 



A y ( x , y , z ) dz , 


其中 & 


的任意一个容许值，而 ip ( x , y ) ——还应确定的三元函数.按照 莱布尼 


茨法则对上述积分求导得 

dBy = _ 

dx 



dA x d<p 
石心 + 石 


dB , 

dy 



d - W dz 


为了满足方程 （12) 的最后一式,应用等式（13)，得到函数^这样的条件 


dip 

dx 


A^x.y.zo), 


由此，利用对 x 的积分很容易确定^准确到与 y 有关的自由项) 

Ti ^rnmWni). 
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这样一来，我们的断言得到了证明.令人引起兴趣的 还有： 由方程 （11) 确定向 
量势苫的时候，任意到什么程度.如果 5(°) 是任意一个被确定的 （11) 的解，那么 
通解苫由条件 rot(B -苫⑼）二 0 确定，且根据 2),5 可表为 

的形式，其中3是任意一个位势向量. 113) 

由652目的考虑，可得岀 结论： 描述管量场的条 
件 （13) 与要求向量玄通过任意闭的 [范围某一立体 V 
的 j 曲面 09) 的流量等于 零是等价的. 

现在来考察一作为立体（ V ) 向量管 （图 119) 界于 
它二任意断面 （&；) 及之间的一段，以表管 
子本身的侧面.则由上所述， 

<[//+//+// ) A n dS = 0, 

["(&) JJ(S 2 ) J HSs)) 

且在所有情形下法线都向外.沿曲面（为)，显然，4=0 [665]; 如在断面（负）处改 
变法线方向使它与 （ A ) 处的方向一致，则得等式 

[[ A n dS 二 [[ A n dS . 

J J{S X ) J J(S 2 ) 

因此我们得到管量场的如下 性质： 筒形向量通过一向量管的各横断面的流量是一常 
数值 ; 它称作向量管的 强度. 

容易说明，所指岀的性质完全描述了管量场.这可以从对向量：？的散度的公式 
(8) 中一下子 推出： 如果把包含所选的点 M 的立体（ V ),即作为向量管的一段,那么 
Jf ( s ) A n dS = 0, 和它同时有 div ^ = 0. 

如果回到前述的向量场的流体力学解释，那么就是在不可压缩流体的情形，且 
在无源 ( divl ? = 0) 的情况下通过向量管的横截面的流量对*所有的横截面都有相同的 
值. 

3) 任意向量场的分解 我们现在说明，任意向量场1总可以表为位势向量文 ' 
与管形向量文〃之和的 形式： 

A = ~ X ' + ~ A ,f ( rot ^? / = 0, div ^4 7/ = 0). 

我们立刻假定：？ = gra ⑽,其中$是待定的数量函数，等式 mtl = rot grad $ = 
0已被这一点保证了.现在 ~ A n = ~A - grad $ ,因此$应当在条件 



S 119 


div^? 


div A — div grad $ 


11 3 ) 此处与今后，为了简洁，向置场有时简称为向置. 
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下来选取.但是 


div grad $ = 


d 2 ^ d 2 ^ d 2 ^ 

5^2 + + 5 ?" 


= A $， 


这里通常指的是拉普拉斯算子.这样一来，为了确定氕我们有二阶偏导数的方 
程 


= div A , 


此方程总是有解的（甚至有解的一个无穷集合). 

671 . 向置分析的逆问题 这个问题就是按预 先给定 的散度 div 1 = F ( F 是数 
量函数）及旋度 votl = B , 求向量场1 . 由于上一目中的2)，显然为了在所有情况 
下的可解性，需要条件 divB = 0;我们假定这个条件是满足的. 

自然[如果回忆起上一目中的 3)] 是要求出解：？为如下这样一组解苫 ' 与艾" 


之和的形式: 


(1) rot A 7 = 0, div~^ / = F\ (2) rot^J" = 妄， d\v~A n = 0. 

⑴由第一个方程，根据上一目中的1)，文/ = grad 屯为了 确定丸 转向第二个 


方程: 


div grad$ = F 或 

因此 $ 是我们已经知道的微分方程的一个解. 

(2) 由于（按假定） divB = 0,根据上一目中的2)，所考虑的方程组中第一个方 
程有解 .< D 用表示该方程的任意一个确定的特解，其通解可记为：?" = ^ + C 
的形式，其中方是任意的位势向量，方= grad $. 余下还要满足 （2) 组中第二个方 
程.即由条件 

divl " = div ^ + = 0或= - divA ^ 


确定屯 

所提岀的问题得以解决.现在来研究在确定所求的向量艾时，任意的程度.不 
难想到，把这样的向量笞分成两个解，技满足两个方程： 


div 技= 0, rot G = 0. 


由其中第二个给出 ： G = gradif , 而由第一个方程得到 AH = 0.. H 是任意的 调和函 
数.如果给定“边界条件”，它将唯一地确定上述调和函数，于是向量：？便可唯一地 
得到. 

本目与上一目中的结果可以推广到一般形状的区域，但需要强调的是，这种区 
域应是满足单连通要求的这种或那种类型，要视具体情况而定. 

①请读者注意 :这里 的符号与上一目中的 2) 符号不同. 
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672. 应用 在本节末，我们来给出应用向量分析与向量形式的基本积分公式的 
各种例子.我们从应用奥斯特洛格拉得斯基公式及与之有关概念的例子开始. 

1° 连续性方程 重新考察一流体 在无泉 源时的运动,但一般说来，我们不再假定它是不可 
压缩的了.设流体连绵地充满于空间或其一确定的部分，我们从流体中割下任一由曲面 （50 所范 
围的立体 ( V ). 我们已知，在单位时间内自这一立体向外流岀的流量 Q 可以公式 （5) 来表示.我 
们用另一法来计算这同一量.如考虑到在时间也内密度 p 改变一值 罢 dt ， 则立体元素 （ dV ) 的 

质量 pdV 就改变 ^ dtdV , 而整个所考察的立体的质量改变 



这一流量必须在时间也内流进 立体; 改变它的符号，便得在这一时间内向外流岀的流量.最后，如 
将流岀流量改作单位时间内，则得出 


Q = 



dp 

dt 


dV . 


为了使 Q 的两表示式相等较为方便，将曲面积分 （5) 按高斯-奥斯特洛格拉得斯基公式（乃 
同样变作三重积分.用此法我们便得 



dV = 0. 


因为这一等式对在所考察区域的范围内的任何立体（ V )都成立，故由644,8°，应得 恒等式 

■ + div(pV) = 0. 

这一等式大家称作 连续性方程. 

2° 理想流体运动的基本方程 在一般情形下假定在流体上作用着有外力及内力.我们将外 
力当作与质量成正比，所以，如 F 是作用在单位质量上的力，则在流体元素 ( dV ) 上有力 pdVF 
在作用着. 

至于谈到内力，是指从流体分岀来一块（ V )而其余流体作用在这块上的力.于是理想流体就 
可这样来说明其 特征： 这些力是沿着立体表面 （的 的法线而指向立 体内部的法线 压力.且这时落 
在单位面积上压力 p 本身的大小与压力所加于的无穷小面块 的方向 无关，仅与它的坐标有关.因 
此，如以 cos A , cos 仏 cos 1 /表曲面向外法线的方向余弦，则在曲面元素 ( dS ) 上作用一力，它在坐 
标轴上的射影为 


pdS cos A , —pds cos p ，~pdS cos v , 


在整个立体 （ V ) 上将作用有一力，可由射影 



p cos XdS , 


(S) 


JJ pcos fxdS , — 



p cos vdS 


( 5 ) 


来决定.或者如再采取按 高斯- 奥斯特洛格拉得斯基公式的变换，可由积分 



(V) 


dp 

dx 


dV . 



( v ) 


dp 

dy 


dV , - 



dp 

dz 


dV 
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来决定.加在流体元素 ( dV ) 这一部分上的力将有射影 




因此，作为一向量，可表作 


—dKgrad p 


如现 在以言 表对应于元素 ( dV ) 的加速度，则按牛顿运动定律, 


pdV^a = F pdV — dVgradp 


于是，最终有 


~a 



- gradp . 

P 


(14) 


这就是在向量形式下的 理想流体运动的基本方程. 如变到在三坐标轴上的射影，它可拆成三个纯 
量方程. 

3° 热传导方程 作为最后一例我们来考察一物体在内部热传导的作用下且无热源时的热状 
态. 

如取岀由曲面 （ S ) 所围的一立体 ( F ), 则在 667,2) 中已经看到，在单位时间内，自立体通过 
曲面 向外流 岀的热量等于 


Q = — 



kgrad„UdS 


) 


(15) 


(我们保留以前的记法).在这一式子中变号后并将它变作三重积分,便得向立体内部流人的热量 
的表示式 

III div ( kgradU ) dV . 

J J J(V) 

这一热量引起立体 （ V ) 内部温度的改变，且可换一方法来计算.在时间也内温度 V 增加 
dU = 令 dt 需要对立体元素 ( dV ) 输人热量 

or r 

cdUpdV = c ^ dtpdV , 

at 

其中 c 表物体在所考察点处的热容量.在时间办内整个立体就要吸收热量 


dt 


HL 


dU... 

cp w dv 


如将它改在单位时间内，则得 


IIL 


《 dV. 


(16) 


将 （11) 式及 （12) 式等置，便得等式 


JJJ { C P 菩 - div ( fcgradC /)| dV 


0 


它对取在所考察区域内的任何立体 （ F ) 都适合.于是，与上面 1) 中一样，可以断定，在这一区域 
内恒有 

= div ( A : grad ^7), 
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这就是 热传导方程. 


在均匀介质的情况下，它作下形 


du 

dt 


= a 2 AU, 


其中 A 表拉普拉斯运 算号: 


AU = 


d 2 u d^U d 2 U 
dx 2 dy 2 dz 2 m 


最后，当温度 U 稳定分 布时，它就与时间无关而满足拉普拉斯方程 

AU = 0, 


亦即是点坐标的调和函数， 

现在转到斯托克斯公式及与其有关概念的应用.这属于液体运动方面的应用. 


4°以后，在考察某一时刻流体内部的线或面时，我们将感兴趣于：在另一时刻这些相同的流 
体小块形成什么样子.在这种研究中，下一辅助断语将起重要的作用， 速度沿一闭流体路线的环流 
量对时间的导数等于加速度沿同一闭路的环流量， 


在时刻紿时考察任一闭路 ( L 0 ) = ( A 0 Bo )^ 取一确 
定在它上面的点 Mo 位置的参数.例如，弧长 tr = A 0 Mo 
(图 120); 如在时刻 f 时，流体闭路 ( L 0 ) = ( A 0 Bo ) 变成了 
( L ) = ( AB ), 则点 Mo 所变到的点 M 的位置可由形如 

X = 咖， t), y = z = t) (0 < cr < a) 

的方程来确定. 

速度的环流量 



M 




v x dx + v v dy + v z dz = 




da 


(17) 


可按莱布尼茨规则对 i 微分： 

dJ f a (dv x dx dv y dy dv z dz\ f a ( d 2 x 

j 0 \ dtd^ + ~dtd^ + ~did^) d(T + l 0 \ Vx d^m 


d 2 y d 2 z ^ 

+ Vy dadt + ^ dadt) 


da 









所得二积分中的第一个是加速度的环流量 



a x dx + a v dy + a z dz . 


而第二个可直接计算出来，因为积分号下的式子是 


\{vl + vl + vl) = \v^ 


对 cr 的导数；它等于 
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在（幻为闭路的情形时为 0. 

这样，最 终有： 

dJ _ 
dt 

这就是所要求证的. 

5°设我们有一在2°意义下的理想流体.此外，还作两个假定： 1) 力 F 有一位势， 
即 

-^ 

F = grad ^7; 

2) 密度 p 是压强的单值函数: ® 

P=^P(P)^ 



我们引进一量 

则 

同样， 

所以 



d 电 dp 1 dp 

————=- 

dx dp dx p dx 


d 电 _ 1 dp d 电 _ 1 dp 
dy p dy ’ dz p dz 


grad ^ = 一 gradp . 

P 


我们已有过流体动力学的基本方程 [672(14)]. 现在它可写作 


= grad (^7 — 中) • 



如将它代人上面所得等式 （18) 中，则有 


dJ 

dt 


/ d(U -伞 ) = 0, 

J(L) 


所以 <7 =常数. 


因此，速度沿任一闭流体路线的环流量在时间过程中 不变. 这是汤姆森 （ W . Thomson ) 定理 • 
作为一简单推论，由此得岀一有趣的拉格朗日命题： 如所考察的流体质量在某一确定时刻没 
有旋度，则它在任何其它时刻也无旋度. 事实上，没有旋度相当 于速度沿任一闻路的 环流量为零. 
如这一情况有一次发生了，则由汤姆森定理它就永远如此. 

6°现在我们可以来证明有关于“涡”线及“满”管②的赫尔姆霍尔茨的两个重要定理了.这 
时我们一直保留在5°开始处所述的假定. 

涡线保持定理 流体在某一时刻形成涡线的部分在运动的整个过程中依旧形成涡线. 

我们开始对涡面来证明它较为简便.设（5 0 )是在时刻紿时的这样一曲面，则在它的每一点 
处速度的旋度 

Tt = rotl / 

①满足后面这一要求的流体有时称作“正压性的' 

⑦一旋度 场的向量线或向量面（特 别， 向量管）分别称 为涡线或涡面 (特 别，涡 管). 
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将在切于（知）的平面中，即= 0. 如在曲面上取任一围成曲面的一部分 （ a 0 ) 的闭路 （ A 0 )， 则 
由斯托克斯公式 [669,(10)], 


L v x dx + Vydy + v z dz = 


I I ^l n dSo 

J Acr 0 ) 



在时刻 i 时流体表面 （&) 变成了曲面（”，它的部分（内）变成了 （ tr ), 而流体闭路 （ Ao ；) 变 
成了闭路 （ A ), 但由汤姆森定理现在 



v x dx + Vydy + v z dz = 0, 


所以（再由斯托克斯公式) 



由于 （ d 的任意性由此易得岀结论:©沿（句恒有 

= 0 , 


所以曲面 （50 也是涡面. 

因为涡线永远可看作两涡面的交线，故定理得证.特别，由此也得涡管的不变性. 

现在已非常容易 得到： 

涡管强度保持定理 任一涡管的强度在整个运动过程中保持一常数. 

由斯托克斯公式，涡管的强度亦即旋度通过管子横断面的流量可化为速度沿这一断面边界的 
环流量.此时所需结论可直接由汤姆森定理丨5°]推得. 

我们只预备讨论这样一些应用所引概念及基本公式的例题了. 


§5. 多重积分 


673. 两立体间的引力及位势问题 已经研究的几种定积分：简单的、二重的以 
及三重的，还不能概括分析学及其应用的需要. 

我们用二立体引力问题来说明这一点.我们将以 x 1 , y 1 , z 1 表第一立体 （ K ) 的 
点的坐标，而以 x 2 , y 2 , Z 2 表第二立体（％)的点的坐标.设这两立体质量的分布以这 
些坐标的函数给出 ： Pi = pi ( xi , y Xj zi ), p 2 = ^ 2 (^ 2 ? 2/2 ^ 2 ) - 如在每 一 立体中分别取出 
质量元素^1也1办1心1及 P 2 dx 2 dy 2 dz 2 , 则由牛顿定律，第二立体以力 

pi p 2 dx \ dy\dzi dx 2 dy 2 心 2 ⑧ 

r l ，2 

作用于第一立体上，其中 r 1)2 是元素间的 距离： 

^ 1,2 = y{x 2 - Xx) 2 + (V2 - Vl) 2 + (Z2 - Zi) 2 . 

® 参看第 _ 306 _ 页脚注②. 

® 与通常一样，我们令牛顿万有引力定律公式中的比例系数等于 1. 
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因为这一力自点 ㈨ ， ㈣ ）輸点、 （办… 2) ，故它的方向余弦为 


V2 -Vl Z 2 - Zi 


ri 2 


ri 2 


. 所以第一元素对第二元素的引力譬如说在 rr 轴上的射影等于 


Plp2(X2 ~Xi) 


dxi dyi dz \ dx2dy2dz2 . 


第一立体吸引第二立体的合力的射影巧可由将所求得的式子对两立体的所有元素 
相加得来，亦即可表作一六重积分 


F x 


////// 


Plp2{x 2 ~Xi) 



dx \ dyidz \ dx 2 dy 2 dz 2 


它是展布在点 ( x uVu z u x 2 j y 2 , z 2 ) 的六维区域 （ F ) = ( K ) x ( F 2 ) 上的，其中 
( xuy ^ z ^ 取自（⑹，而 { x 2 ^ z 2 ) 取自 ( V 2 ). 其它二射影亦可同样地表示. 

与此相像，量 

pip2dx\dyi dzi dx2dy2dz 2 

n ，2 

是一元素在另一元素上的位势.将这些式子相加，得一立体在另一立体上的位势又 
作六重积分的 形状： 


W = 1111 - dx 1 dyi dzi dx 2 dy 2 dz 2 . 

J JJ JJ J (V) ^1,2 

如两立体相重，则类似的积分被 2 除（因为否则每一对元素就被算了两次!）就给出 

立体在自身上的位势. 

举一例，我们试来计算一均勻（灼 =P2 = l) 球体 X 2 + 2/ 2 + / <丑 2 在自身上的 
位势，即计算积分 



xl + yl + z ^ R 2 


dxidyidz\dx2dy2dz2 

r l ，2 


可以这样进行计算：球体 xl + yl + z 2 2 ^ R 2 在一坐标为 x u y u z x 与中心相距 
n = xy \ + z \ 的一元素 dxidyidzi 上的位势我们是已经知道的 [650,12)] 它可 
表作一三重积分且等于 



dxidyidzi ® 


剩下的就是要将对*球体 + 的一切元素的同样式子相加，即还要取一 

个三重积分： 



(27 rR 2 — 誉 W) dxidyidzi 


l + vl + zl ^ R ' 


①应该考虑到,这里所计算的位势所加在的点的质量不是1而是 ckc . dyxdzv , 此外,这里 n 是取 
在早先推岀的公式中的 a 的地位. 
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变到球坐标时，这很容易做出来.最后得 


Wo^^7T 2 R 5 . 

15 

在这一情况下，六重积分的计算化为了两个三重积分的计算，并且其中之一已 
经是知道了的. 

虽然在大多数情形下只引用与上面所研究的积分的样子相像的东西，但现在我 
们仍转而建立此处所处理的一般概念. 

674. n 维立体的体积 • n 重积分 与在定义简单、二重、三重积分时我们利用 
过线段长、平面图形面积、空间立体体积诸概念相像，在 n 重积分定义的基础中有 
n 维区域体积@的概念.对于最简单的 n 维区域—— n 维长方体 

… ； a n ，6 n ], (1) 


它的诸测度的乘积 


(&1 — <2 i )(&2 — «2)…（心 — CL n ) 

称作体积.由有限个这样的长方体组成的立体其体积应如何来了解自明.可初等地 
证明：这种立体的体积与怎样将它分为长方体无关. 

考察内接于一已知 n 维立体以及外接于它的这种“长方状”立体时，用常 
用的方法可建立立体 （ K ) 的体积 F 的概念[比照 340]. 

我们将只处理体积存在的 立体； 对于由光 滑的或分片光滑的曲 面@所 



的立体 


它根本是存在的，特别，对于最简单的为我们所熟悉的 n 维区域 


n 维单纯形 


Xi ^ 0,a：2 ^ 0, ■•- ,X n ^ 0, XI + x 2 + * • • + ^ ^ 


以及 n 维球体 


^1 + ^2 + * * ' + ^ r2 

体积都 存在； 以后我们要计算它们的体积的 [676,1) 及 2)]. 

设在区域⑺中给出一 n 个变量的函数/0^,抑，… , x n ); 则将这一区域分成 
许多元素部分，并重复我们所熟知的其他运算[参照 643], 便得 n 重积分的概念： 



,x n )dxidx2.••dx 


⑵ 


①我们决定保留这一术语，虽然它的意义当然随 n 而 变化： 问题是 “ n 维 体积乂 也可以用“广 
延”、“度量”等类似字眼来代替它. 

® 这里所称光滑曲面就是在 n 维空间中用 n - 1个参数的 n 个参数方程所确定的图像，且在方 
程中写出的参数函数与其各偏导函数都必须连续，又导函数矩阵的第 n - 1阶行列式必须不同时 
为零. 
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在积分号下函数连续时它必定存在. 

计算这样的积分可化为计算重数较低的积分，直到许多简单的积分.当积分区 
域 （ F ) 是一长方体 （1) 时，类似于第645目公式 （10) 的公式成立： 

pbi 广62 pb n 

/ = / dxi / dx 2 … /0 ri ， a ：2, … (3) 

J Q，l J CL 2 ^ CL n 

对于形状更一般的、由不等式 


Xi , x %{ xi ) < x 2 < X 2 ( xi ) r - - , 

(^1 ， . . . ， ^n~ l) ^ ^ ^-n (j^l ， . . . ， $n—1) 


所 



的区域，与第 646 目的公式 （10*) 相似的公式可以 应用: 



pX2(xi ) pX n (^1 ?••• yXn-l) 

' dx 2 ." f(xi,x 2 ,- - 

^ 2 (^ 1 ) - yXn-l) 


5 Xyi)dXfi* 


⑷ 


用类似的方法，与第646目中公式 （8*) 及 （11*) 相似的其它公式（对于相对应 
的各种样子的区域，在每一情况下都不难确定）亦皆成立，其中计算 n 重积分化为了 
逐次计算若干重数较低但和为 n 的积分. 

整个这个可与 n = 2或 n = 3的情形完全同样地证明，并不要引用任何新的思 
想，所以没有必要在这一点上耽搁下来.显然不用再作什么说明如何来定 义反常 n 重 
积分以及如何在它们上面来推广上面所提到的一些公式. 


附注 可以对 n 个变量的函数来建立展 布在一 n -1 维曲面上的积分 的概念[参 
看第676目例 3) 及 16) 的附注].由于这题目的复杂性我们这里不可能来讨论它了. 
我们只指出：奥斯特洛格拉得斯基——在推广第651目公式 （4) 时——已建立了 


关系式，连接了取在一闭曲面上的这样的积分与展布在由它所围的立体上的某一 
重积分. 


675. n 重积分中的变量变换 这一问题我们将多少详细地讨论一下.设已知 
两 n 维区域: XiX 2 ' ' ' X n 空间中的 （_ D ) 以及^1^2…空间中的 （ A )， 每一'个是由一 ' 
连续——光滑或分片光滑——曲面围起来的.假定在它们之间用公式 


工1 =工1(《1,6,… ，《 n ), 

^2 = ^2(6»?2,*** An ), 


= ^ n (? l ，$2, • ♦ • ， 《 n ) J 


⑸ 
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确立 一一 对应.则在对于各导函数通常的假定下以及限定雅可比式 


J 


D(x 1 ,x 2 r- ， $n) 
D ( K 2,.. •，6 i ) 


dx \ 

dx\ 

d ^2 


3 X 2 

dx 2 

d (,2 


dx\ dx2 
d^n d^n 


dx n 

Wi 

dx n 

~dE 

# # # 

dx n 

瓦 


符号不变时，在（乃）中连续的函数 f { x u x 2 r -^ x n ) 的积分可按公式 




(D) 


f ( xi , ... ， x n )dxi - - - dx 




(D) 


/( 工 1((1， ...，《 n )， …, X n (^1 


匕)）|麟...必 


⑹ 


来变换，它完全类似于二重及三重积分变换的公式[609(21);661(8)]. 

我们用数学归纳法来进行这一公式 的证明 .因为对 n = 2及 n 二3它已经建立 
起来了，所以只要在 假定对 n - 1重积 分的类似变换公式为真后去 求证对 n 重积分 
亦真. 

不失一般性可以假定偏导数^中某一个符号不变（否则就只需将区域 （△) 分 


成若干部分，在这些部分中它成立)，设这是导数 


dxi 

瓦. 


在所提出的积分 （2) 中取岀对^的积分后，可将这一积分重写为 


n 一 1 





dx \ 




(化） 


f { xi , X 2 


x n )dx 


2 • • • 


dx 


这里表对应于固定值 m 的变量 rr 2 ，...， rr n 变动的区域. 

将方程⑸中的第一个对变量6解出来，表它为 ••- , Cn 的函数 

6 = ?1(工1’6,… ,? n ), 

并将这一式子代入其余的公式中.这样我们便得到新的变换公式 •. 

^2 = 12 (? 1 卜 1 ，《 2 ,… ， Cn )，6，...，6 i ) =^2(^1,6,***， Gi )， 


= 〜(?1(町乂2, . . .，6 i )，《2, … ,? n )= 无 n (3： l ,《2, … ,? n ) 


⑺ 


⑻ 
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自这些公式出发，将 （7) 中里面的 n - 1重积分变换到变量6, ,^ n , 这由假 
定可按照与 （6) 相似的公式来做.我们得到积分 


n — 1 





dx\ 




• • • J /(町,无2($1，《2, • • .， Cn )， …， 

(△怎 1 ) 

无 n ($ l ，^2, …，匕 ))1 J *| 炎2 …炎 n ， 


⑼ 


其中 


9 x 2 

9^2 


• V 

0^2 


本 


J 9( 无2，...，无 n ) 

乃(^2, • • •，《 n ) 



2 


d^n 


# V 

d^n 


现在在它里面 将对& 的积分放在第一个 位置: 


n — 1 




(△*) 


P^l ^ ,4 n ) 

炎 2 …炎 n / f(xi,X 2 (xi^ 2 ^ 

J 怎?(苳2,… ，匕） 

历 n($l ，《 2, … ^n))\J*\dXi, 


，€ n )， …， 


并在里面的积分中按公式 （5) 中第一个将自变量 m 改为变量 6( 当固定&，•._，& 
时).我们得到 


n — 1 




炎2 …炎 n 


(△*) 




4?(《2，〜，4 n ) 


/($1(心，^2, …， 《 n ) 


，之 n )， •… ， Tn (€ l ，《2, • • • 5 ? n )) J 


dxi 

Wi 


d^i 


或者，还原到 n 重积 分时: 




f (^1 (^1 ， • • • ， 《 n) ， •… ， ^n(Cl ， • • • ， 《 n)) J 


(A) 


dxi 

Wi 


炎 1 …炎 n 


为了要得到 （6)， 剩下的只要证明恒等式 


J = r W 
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但将复合函数 （8) 对&，…微分并对函数^的导数表示式利用隐函数微分法规 
则时，求得 


dxi dxi dxi d^i 

d^k ~ d^ k + d^ k 


dxi 


d^k 


dxi dx\ 


dxi 


d^i 


( i ， A : = 2,…， n ). 


所以，如在行列式 J 中在第 A : 列元素上 （ A : = 2,…， n ) 加上相对应的第一列元素的 

dxi 

-餘倍， 则它作下形： 




dxi 

Wi 


0 


0 


dX2 

dx n 

36 

d^i 

&X2 

dx n 

♦ 砉 ♦ 鬌 ♦參 

♦ ♦參 

♦ « 鬌 ♦♦參 

dX2 

鬌 ♦參 

dx n 


兴 n 


d^ n 


由此可见，它等于 J * 


3 a ; 1 

Wi 


这样证明就完成了. 


注意,我们暗暗地假定了 n - 1维区域 （ A ^) 及 ( A , J 每次都是由一个连续的、 
光滑或分片光滑的（在所对应的空间内）曲面所围起来的.事先将区域（^)并与它 
同时将 （△) 分裂为若干部分后，总可以达到使以上所述至少对每一部分分开来看为 
真.公式 （6) 既对这些部分成立将对整个区域放在一起也成立. 


用通常的方法，变量变换的公式可推广到反常积分的情形. 

6 扣•例 1) 求 n 维单纯形 [162] 


(T n ) : Xl ^ 0, 


彡0, 怎1 + 怎2 H - \-Xn h 


的体积: T n . 


解 我们有 


T n 




dx\dx2 .• • dx 



(T n ) 


h fh — fh — xi 

dxi I dx2 • • I 
0 Jo Jo 


dx 


在这些单积分中用公式 


Xi = 喊 1 ， X2 = h^2y 


办 《 n ， 





• 322 • 


第十八章三重积分及多重积分 


[ 676 ] 


逐次变换变量，且不必利用一般公式（6)，便得结果 


T n = h n d4i 




一 


处 2 


0 JO 

n 



— $1- in - 




h U 




… d^n = a n h 


n 


5l >0，". ,$n ^0 
5 l +-*+^n ^ 1 


其中表示与所提出的积分相类似但对应于 & 二 1 的积分的值 
而从另一方面，我们有（顺便利用已得的结果） 


n — 1 


Oin 





n 




d《i … d《n 



an-1 / (l-^n) n-1 ^n 


5l ^0,--*，$ n —1>0 
+“.+( n < l—€n 


所求得的递推关系式（注意 cn = 1) 给我们 


Q ^ n — 1 

n 


Oin 


n\ 


所以最终有 


Tn 


h n 
n! • 


2) 求 n 维球体 [162] 


( Vn ) : d + a :! + • • • + a :》< i ? 2 


的体积仏 

解 这一个问题是要计算积分 


n 






dxidx 2 • • • dx n . 


xj+rc!+ … 


2 


令 


Xl = R^1^X2 — R^2 


X 


n 


坎 n ，® 


易得 = (3 n R \ 其中数字系数 /? n 表半径为 1 的 n 维球体体积. 
为要确定 0 n 我们进行变换 


n 


n— 1 


/3n 




d ^ i …炎 


n 



d 4 


n 




… - 1 


0 + …+砝< 




2 

n 


①这里同样一般公式 (6) 是不需要的：将重积分按公式 （4) 表成逐次积分的形状后，就可以再在 
每个单积分中分开一个个地变换变量. 
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里面的积分代表半径为的 n - 1维球体的体积，因此等于代入，又 
得一递推关系式 - 


/3n = 2/?n 



sixi n 9d9 


或[参看 534,4)(6)] 


f 3 n — /? n — 1 • 


n + 1 

2~ 
n + 2 

2 


因为 A = 2, 故简易的计算就给出 


0n = 




而所求体积等于 


y - —^— R n 

Vn — _ / n a ^ • 


r (o +1 


对于偶数的 n 以及奇数的 n 得到公式 




^ +1 = ( S 5 it ^ +1 


特別，对于 Fl , F 2 , F 3) 自然就求得熟知的值2 丑， TTi ? 2 , pi ? 3 . 
3) 计算（反常的!）积分 


n— 1 




dxi • • - dx n —1 


(n > 2) 




n—l 


解 将所提出的积分变换为: 




dXi - • - dXn-2 X 




1 一： r? 一 •* 



— 2 


dXfi—i 


X? - X 2 


-2 


xi 


n — 2 


里面的积分现在等于 TT , 所以 [## 2)] 




dec 1 • • ♦ clcCfi—2 


x ?+^ + X n ^2< 1 


r ®， 


附注很有趣的我们指出，刚才所计算的积分差一个因子2 表示 n 维球面 4 + ...+怎: 
的面积. 不作详细探讨，我们提一下，在以 显式给 出曲面 


/( 工 1 ， … jX n ~l) 
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日才，其中点在一 n - 1维区域 （£；) 内变动，这一曲面的面积可表作积分 




O 2 


dx n 

dxn^l 


dxi … cte 


n — 1 ♦ 


(E) 


特别，对 半球面 


X n 


\ — x \ 


我们有 




dx \ 4 • • dxu_i 
X n 


丄 71 


<1 




X ?+-+ X n 


dxi … dx n 一 i 

1 — 怎？ - X n-1 


<1 


因此，半径为 1 的 n 维球面面积等于 27 T /? n -2； 在半径为丑的球时，其面积显然是 


27 Tf 3 n - 2 R 


n 

2 Z ry^ 
- r^rrlt 




这一结果是属于雅可比的. 
4) 求证狄利克雷公式 




( 仍， … ’Pn> 0) 


①1，…，怎 n >0 

Xi H - \-Xn ^ 1 


由于当 n - 2时公式已经确立起来过[597,12);617,14)],我们将应用数学归纳法.设它对 
n - 1重积分正确.将公式左端重写为形如 


n 一 1 



x dx 






①1，• . • ，① n — 1 >0 
xiH - hx n _i<l—x n 


后，在里面的积分中进行变换 


3^1 = (1 一 )^1 j • ♦ • , — 1 — ( 1 — — 1 ， 


再应用狄利克雷公式到 n - 1重积分.我们将得 

r ㈣ … rbw ) r 1 x 

r(Pi + +Pn-1 + 1) J 0 


P n n ^(l 


) P 1+ … + Pn -1 血 


① 它的结构完全与平面曲 线弧长 的公式 [329,(4 a )] 以及曲 面面积 的公式 [626,(5)1 相像，在这两 

种情况下考虑的都是显的已知式. 

② 参看第 322 页上脚注. 
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如将积分用它的 r 表 示式： 

r(p n )r(pi + ♦ • • + p n 一 1 + 1) 

r(pi H - +Pn-1 -f Pn + 1) 

来代替，便得所需结果. 

5) 容易推广狄利克雷 公式： 


n 






n 




① 1 ， … ，怎 n ^0 


«iH - \- 






r 


o - 


r (£) 


ai ♦ ♦ • a 


n 


n£i + ... + ^ 

on a n 


(aiyQiyPi > 0 ) 


ou 




如变到新的变量 6 = (，) t (纟二 1，2，...， n )，® 这一公式就化为已证过的公式. 

特另( I ，当 pi = …二 pn = 1， Q ；1 
球体体积 K 的公式® [参看 2)1. 

6) 特别指出在 n = 3时的狄利克雷 公式： 


Oi n = 2,ai 


a n = 时，由此又可得到 n 维 


III 

x 9 y,z^0 


x p ^ l y q ^ 1 z r 


1 dxdydz 


a p b q c 

a /?7 


r © 


r, | lr 





(p y q,r> Q) y 


它在确定所述形状均匀立体的体积、静矩、惯矩以及离心矩时都有用处. 

例如，对椭球体(^) 2 + (|) 2 + (^) 2 ^ 1 (a = /? - 7 = 2) 包含在第一卦限内的部分，我 
们得到（将密度算作 if C 


对 P =分= 




对 p = 2,分 = r = 1， 


对 p = 3，分 = r = 1， 


My 


a 2 bc r W 


r 



2 


z 


8 


r ⑶ 


= J 6 a2bc 


ly 


a 3 bc ^ 



T 



2 


z 


8 


r 



7 T 3 , 

30° 6C 


① 参看第 322 页上 脚注. 

② 只要注意到，在限制于变量的正值时，狄利克雷公式仅直接给出体积的 
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对 p — l ^ q—r — 2. 

K 此 2 r (会) [ r ⑴] 

7) 求证刘维尔公式 （ P 1， P 2, •…， Pn > 0) : 


占我等等 

15 




if(Xi + …+ : E n X 一一 1 … X V n^ dX\dX2 • - - dx n 


^lH - 


r(pi)r(p 2 )--r( Pn ) f 

r(pi+p 2 +-^Pn) J 0 




,P1+P2H - bP' 


1 du 


其中假定了右端的单积分绝对收敛. 

对 n = 2这一公式已经知道[597,16);611,17);617,14)].设它对 n 
式的左端可重 写为： 


1重积分为真.被证公 




x^ n \ 1 ~ 1 dxi … dx n —i 


怎 1，… ，®n —1>0 

① lH — lO 



— 


(p(Xl + • • • + X n )x? L n ^ 1 dXn^ 


如令 


轉） = 





则里面的积分此处可用 + x n _ i ) 来代替，因而由刘维尔公式应用到这 n 

分上去，它可表作： i 

r(pi)- :: r(pn~i) f 分⑷ 办 . 

r(pi + … +Pn-l) J 0 

将 m 换作它的表示式，我们就将所得的逐次积分变换为二重积分： 



// 

t ，®n >0 

t+x n <l 


(p(t 4 - x n )t p 


i +---+ p - 


1 xZ n ^ 1 dtdx 


要想得到所需结果，只要应用已证得的公式到这一积分上去就行了. 
8) 由此将容易得出更一般的 公式： 




嗎 r+ 


erK - 1 


Pn 一 1 


dx\ •••dx 


- >x n ^0 


浯 r+-_ 


+( 筇 )〜 




e) … 喷 ) 


ai 


Oin Y (2L 


Pn 


+ • • • + ^1 
ai a n 
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(假定所有的数 a ^ a ^ pi 为正的 ：). 

这一公式，例如，可用来计算下列各积分，并同时附带确定了它们的存在条件$ 


⑷ 



(1一4 


4 1 一 1 … 怎^一 1 , ^ 

-^1 ~~:~~…办 


x? x n Y 


工 1，••• yXn^O 

+ •••+ x^ n ^l 


1 r ( g )... r fe ) r ( H ) 

Pi + ... + Pn^j 

V Oi i Q^ri ^ 


\ a \ 


(当 // < 1 时) 


⑹ 


巧 1 — 1 …々- 1 

(^ 1 + … + o " 


dxi•••dx 


，... >x n ^0 
x ^ l +--+ x^ n ^l 


1 


r ( a - r (£) 


Oi \ • 


£i 

Oil 


Pn 




£i 


Pn 


(当 〆 忐时 


(b) 


!n 


1 + 4 1 + ♦ • • + 


dxi - -- dx 


工 1，... ,x n >0 

xp+.-.+xy 彡 1 

v ^ r ( S ) , ~ r (£) 

2 ai … a.rt 


r ( 


m 


w) 


r(m) 


? n ) r (? +1 


其中为简便计已令 


m 


3 + 


Pn 


9) 用数学归纳法求证公式 



<p(Xi - h Xn) 


a^ 1 — 1 ... xf l n ~ 1 dxi - - - dx-n 
( aiX ! +- h a n x n + 6) pi + - +Pn 


怎 1 ， •.. ，工 n 彡 0 

xiH - l-x 71 < 1 


I>0...r ㈤ r 

r(pi +---+Pn) J 0 


4>( u ) 


,PlH - \-Pn 


{a\U + 6) P1 … (a n u + b) Pn 


(ai 


[参看 611,18); 利用 534,2)]. 

10) 按照柯西那样，我们指出计算重积分 


K 


一 1 • ♦ • 2 ， Pn-lg-(^i^iH - \-a n x n ) 

(bo + biXi +- h b n Xn) q 


a n 彡 0，6 > 0) 


dxi • • • dx n (PiyCii.bj, q> 0) 


® 因为刘维尔公式中左端及右端的积分或同时收敛或同时发散. 
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可以怎样化为计算一单积分. 
由已知的公式 [531,(13)] 

1 


(bo + bixi + • • • + b n x n ) q T(q) 

将它代人积分 K 中并改变积分次序，我们可将它表作 


e 


—u(6 0 +6ixiH - \-b n x n )u q 


du 


K 



e -b 0 u u q-l du 



x w e 
o 





— (ci n +b n u)x n ^Pn 一 1 / ■/个 

^71 UbJuTl 


或者，最后，如对在括号中的积分再利用上述公式 


K 


T{pi)-^T{Pn) 



e 


boU u q 一 1 du 


0 (ai + biu)p^ • - (a n + b n u)Pn 


这一结果对 foo — 0 亦成立，但须假设 Pl + . . • + Pn > g . 
11) 试计算积分 


L 2 k 



(aixi +- h a n Xn) 2k dx\ • — dx 


n, 


x2 + ...+x^<l 


2 


其中 2/ c 是一偶自然数，而 ai ，• • •， an 是任意的实数. 
首先，由多项式定理的公式,我们有 


(aixi -I - h a n x n ) 


2k 


E 


2k\ 


入 1 + * • * + 入 nsZfe 


入 1! • • • An ! 


入 

a l 




如沿球体 W + . •. + d < 1积分,则指数 A 中至少有一个为奇数的那些项其积分为零.因此 


L 2 k 


E 


2kl 


MlH - 


2// i ! … 2// n ! 1 


a ?"i … a 2 〜 


n 



x 2 ^ 1 - - - x^t in dxi • • • dx 


n 


x? + … +x 孟 <1 


2 


但由推广了的狄利克雷公式[参看5)]，所写出的积分有值 ® 


r ("i + ~) ...r (" n +1) 

— 布“ 1 ~~ 


这里令 


r (4): 




1 )( 


3 




2 




(2 〆 一1)!! 


2 〆 



经变换后得: 


L 2 k 


(2k - 1)!! 

(2A-1)!! 
~ 2^ ~ 


7T 


n 




E 


k\ 


MlH - |- Mn=fe 




a 2 ^ 1 


a 


2 fi 

n 


n 


7T 


n 


r(f + ⑷ 


(a 全 + • • ♦ + Gn ) fe - 


①这时应该注意到，狄利克雷公式中假定限制于 A >0,…， a；n >0;所以 由它所 给出的结果必 
须还要乘上 2 n . 
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这一积分首先是索宁(虽然是用另一方法）计算出来的.在注意到积分 


n 


L 2 k + 1 


♦ « 4 



(aiXi + • • • + a n Xn) 2k+1 dxi • • • dx 


n 


: rj + … +<<1 


2 


恒等于零后，索宁借将指数函数展开为级数的办法并逐项积分便得到这样一积分的值 


n 



e 


工 1 H — +a n 工 n 


t v 

dxi - • - dx n — 7 T 7 


E 


1 


x 2 + ...+ x ^^i 


2 


k 


o (3 + & + 


(需 r ， 


其中为简便计已令 


p 


V a i ^ - h Cl 


2 

n 


对偶数的 n = 2 m , 这一结果可重写为 


7T 


E 

k =0 


1 


P 


2 k 


k!(k + m)! V2 


E 




( 2 n)m 


(ip)m k\(k + to) 

k=0 


i(f) 


2fe+m 


IL 

2" 


( 2 丌） 

㈣ i 


㈣ ， 


n 


亦即可以虚变元的附标为的贝塞尔函数[395，14)]来表示.但是，必须指出，如将任何附 
标的贝塞尔函数放人考察之中，则所得结果同样对 奇数的 n 依然有效. 

12) 现在我们转向将变量变换的一 般公式 (6) 应用到计算重积分的例题. 

很自然的，首先是由公式 

\ 

X\ = rcos^i, 


X2 — r sm (pi cos 外， 
xs = r sin <pi sin ^>2 cos ^3, 


x n -i = r sm (pi sm (f2 … sm ^ n -2 cos <p n — 1 
x n = t sin (p\ sin 外 … sin (p n -2 sin (p n -x 


( 10 ) 


所得的广义 极坐标 变换.如在^1^2 --- Xn 空间内考察 一球体 g + + + 则在新的 

-1 空间中显然可使 长方体 


npi … （ p. 


0 ^ r ^ 0 ^ (^1 ^ 7T, 


0 ^ —2 ^ y 0 ^ ^n— 1 ^ 27T 


与它相 对应； 如只取球体的对应于由^ 0, X 2 > 0,..- ,^n ^ 0所围的部分，则所有的角 
#1,... , ^ pn - l 的变化就限制在区间 
变换的雅可比式 


0 


7T_ 

2 - 


J 


D ( Xi , X 2 


3? n ) 


D 、 r 、 w " ，# n - i ) 

直接由定义来计算非常麻烦.所以我们用一曲折的方法来计算它.由公式 （10) 容易导出方 程组: 

Fi = r 2 — (xl + + * ••+ Xn ) — 

F 2 = r 2 sin 2 一 Oi + ... + d) = 0 ， 

F 3 三 r 2 sin 2 pi sin 2 外 一 ( 怎！ + • ♦ • + d) = 0. 


2 2 2 
F n 三 r sin (pi … sin <p n — 1 


= 0. 
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反过来，对于这一组来说，函数组 （10) 就是解.在这种情况下由第210目 8) 中的公式 


P(Xi,X2, - - > ,X n ) 

«D(r ， pi ， … ，外 -1) 


-l) n 


D { F \^ F2 , • • 、 F n ) 

乃 ( W -. ，沪 n -1) 
■P(Fl ， F 2 , …， F n ) 
D ( xi , x 2 r - y x n ) 


后面这两行列式可立刻计算出来，因为都可化为对角线上各项的乘积，它们分别等于 

D ( Fir - ，凡） 

D(r,(p ir - ， #n-i) 

=(—l) n 2 n r 2n ^ 1 sin 2n " 3 (pi cos <pi sin 2n ^ 5 (p2 cos 92 … sin <p n -i cos p n —1 


D(h ， … ,Fn) 


D(xi 


3? n ) 


2 n X \ X 2 


2 n r n sin n ^ 1 (pi cos (pi sin n — 2 ip2 cos w • • sin <p n -i cos (p n -i 


因此，结果有 


J = 


P{XI,X 2 , - - - ,X n ) 
D{r, (pir- ，Pn - 1 ) 


ti 一 1*7% 一 2 ♦ 3 • 

r sin (pi sin 92 … sin ^ n -2 


作为一例考察积分 



/( \/ x i^ - ^ xl)dx\ … dx n . 


xj + … + x 三彡 fi 2 


如采用极坐标变换，则它的计算可直接化为计算 n 个各不相干的分开的 积分: 


G = 



1 f(r)dr^ I sin n " 2 (pidipi 


sin 2 (fn—zd(f n —z 



sin ip n — 2 d^Pn — 2 


如利用计算正弦幂积分 [534,4),6)] 的 公式: 



d ( pn—l • 



sin a ~ 1 ipdip 



sin a _i ipdip = y/n 


r ( l ) 

(宁) 


化简后则得 


G = 2 [ r n ~"V(r)dr. 

ry 人 


所以问题就化成计算一个对 r 的单积分了. 

习题 2) 及 3) 的结果可作为特殊情形包含于其中.反过来，所得结果又包含在 8) 中刘维尔 
公式内， 
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13) 如将公式 （10) 平方，并将 xj , X2 ,- - 换作 : d ，; c 2 , …，〜，①而将 r 2 ， sin 2 (^ i …, 
sin 2 £^ n - i 换作 Ul , U 2 , , ^ n , 则得这样一组关系式： 

XI = Ux(l — U2 ), 

X 2 = U\U2{1 — 从 3 )， 

. > (11) 

$n—l = 从 1 从 2 4 • 4 从 n — l (1 — ^n) ? 

X n = U1U2 • • • U n . 

/ 

变换 （11) 因而在某种意义上相当于极坐标变换 （10). 在 n = 2时，雅可比曾应用它去证明 
B 及 r 函数间所已知的关系式 [617,13)]. 

应用变换 （11) 到刘维尔公式 7) 左端的积分中后，可直接证明它.单纯形 


XI > 0, CC2 > 0,…，> 0 ， $1 + . • • + a: n 彡 1 


这时与 奶…从 n 空间中的立方体[0，1;__， 

;0,1]相对应.变换的雅可比式等于 


1 — U2 

乜2(1 — 乜 3) … 

从2 ••‘ tin — 1(1 — U n ) 

乜 2 • • • Un 


- U \ 

从 1(1 -乜 3 )… 

U1U3 • • • / Un - l(l 一 U n ) 

U1U3 • - tin 

J ~ 

0 

邊 ■邊 

U \ U2 • • • 

_ A A ▲ ▲ ▲ 

♦ •舞 

A ▲ _ 

« » 4 

▲ A _ 


• _ 擎 

0 

0 … 

• • • Un - 2(1 — U n ) 

til • • • tin — 2 ^ n 


0 

0 … 

一乜1 … tin -1 

Ul • • • ti n _i 


如在每一行的元素上加上所有以后各行相对应的元素，则所有在对角线下面的全部元素都换作了 
零，而在对角线上的元素就等于 


l,Ui y UiU2, - - - ，乜 1 ••• 


因此，最终有 


t 71 —• 71 — 2 . 

t / —"1^2 • • • 


由公式 （6) 我们的积分就化为 


n 


S> 

广… 

Jo J 0 


2 H - +Pn-1 


( 1 -^ r- 1 


x 


U P 2 


2 + ••• H-Pn 


1 ••■(!- unY ^-^ ul ^ dux . • • du . 


而这已经表作许多单积分乘积的样子,剩下的就很明显了. 

14) 同一变量变换可以得到一变了形的刘维尔公式.其中 n 重积分是展布在无穷区域上的 


n 






( p(xi + + …+ 一 1 … Xn n ^ 1 dXidX2 0 - • dx n 


Xi ， … yXn^O 

xi +.“+ xn > 1 


r ( pi ) r ( p 2 )-.. r ( Pn ) 

T(pi +P2 H - hPn) 



v ? (咖 扒 + 仍 +…+〜-^ 


1 


® 当然,在这种情况下这些变数只能 取非负的值. 
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此处假定右端的积分绝对收敛. 

与以前的公式一样,它可同样推广丨比照 8)] 




(( 


£1 

ai 


/ x n \ 

\a n ) 


Ocr% 


• • xZ n ^ 1 dxi • • • dx 


① 1 ， . •. ，① n ^0 

(牙广+…+清广^ 


ai 


… an r ( 


£i 

ai 


Pn\ 



ip { v ) u u ^ 


芬 +•..+ 


Oft 


l d 


用最后一公式，可以证明，例如， 




一1 • • - 1 •. . dx n 

( xf 1 ~ 


① 1，... , Xn ^0 


ai … a n 〆 


Pi 

Oil 


£ nX£L + … + £^ 

Ot n ) \ai Otn) 


(当 //>& + ••. + 匕时) 


ai 


Oiu 


15) 求证公式（同样亦属于刘维尔的) 


^p{viV 2 ' - - Vn)(l - Vl) Pl_1 (l - V 2 ) P2 

Jo J o 


一 1 


{l-VnY^V^vl 1 ^ 2 -^V P n 


PlH - VPn-l 


dvi • - * dv ' 


r ( pi + p 2 + •■•+ Pn ) y 0 ^ A } 

提示如在 7) 中所给的公式中将 +) 换成 以1 - W 并令 

a：l - (1 - Vi ) v 2 … Vn ， 

0：2 = (1 - ^2)^3 • • • Vn ， 


Xn—1 = (1 — Wn - l)Wn ， 


X n 


则它可由这一公式推出来.这时变换的雅可比式有值 


J = (-1) 〜 2以！ 一 1 • 
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16) 依照卡塔兰，我们来考察积分 （n > 3) 


K 




f(m 1 x 1 H - h rrtnXn) 


dxi --- dx n _ 

Xn 






f{mixi H - hm n x n ) 


dx\ - -- dXn-l 




l-x\ 


~^n-l 


此处，令 


M 




时，我们设函数 f ( u ) 当 w < M 时连续. 

采用包含: r n 在内的所有变量的线性 正交变 换公式 

xi = a\U\ + b\U2 H - h kiu n -i + hu n 

X 2 = a2Ui + b2U2 H - h + hu n 


Xn — dn^l ~h bnV/2 + • • • + 々 n 从 n — 1 + In^n 


其中 n 2 个系数受制于 ^± ii 个条件 

Zi 


of + + _ • ♦ + aj = 1 ， d\bi + a2 & 2 + . _. + ci n b n 


/? + 6 + •_• + ( 


kill + A ^2^2 + ♦ • _ + k n l 


由此应得 


+ • • • + = Xi + X2 + ■ • • + = 1 


并在令 




后，我们将取 UU …， Un ^ 作为新的独立变量. 
系数选择的任意性很大,使我们有权利实际令 


叫=盖 （i = 1，2,…， n )， 


①在原始的形式下这一积分实质上是展布在 n 维空间中单位球面上的一曲 面积分 




f ( m\xi H - h m n x n ) dS , 


[参照 3) 中附注 ]• 
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并甚至可进一步要求由变换系数组成的行列式要等于+1，在这种假定之下，如大家所知，对应于 
行列式任一元的代数余子式等于元素本身.估计到这一点，雅可比式 


DjXir ^ 9 ,X n -l) _ 

D(Ui ， … ，乜 n-l) 


di — li 


d 2 — ^2 


U\ 


u 


n 


Ul 


bi-h — 
62 -/ 2 — 

tin 


k \ — l \ 


k 2 — 12 


tin 




U 


n 


Gn — 1 




In — 1 — b n 

tin 


In 


U 2 


ku 




[n 


Xln — 1 


U 


n 


就会等于 


In -\~ a n ~ -\~ b n — + 


♦ » ♦ 


~h kn 


ttn — 1 
ttn 


Xn 

U n 


因此 


n — 1 


K = 2 




f ( Mm ) 


dui 4 • • du n 一 1 


u \+^+ u n 


2 


一 〆 1 




u 


2 

n 一 1 


71 一 2 



1 


2 / f ( Mui)dui 




du 2 4 ^ du 


n — 




u 


2 


\/{l - u\) - U%- - - u n-l 


里面的积分，容易由 3) 得出，等于 


丌 


n — 1 

~ 


r 


71 


(1-4) 


n — 3 
~2^ 


2 


所以最终有 


n 一 1 


K 


丌2 


r 


n 



/(T ( u ) (1 — u 2 ) ^ du . 


2 


在这里令 w = COS A (0 < A < 7 T )， 也可将结果写作下形: 


K = 2 


n 一 1 

7 T ~^~ 


r 


n 


y 0 


+ . • • + m 三 cos A ) sin n ^ 2 XdX . 


当 n = 3 时由此得到我们已知的泊松公式，这在 633,3) 中我们已推出，且在实质上是用的 
同一坐标变换法推得的. 

17) 已为我们熟知的卡塔兰公式[参看597，15)及 617,16)] 可立刻重复同样的推理——移 
到 n 维的 情形： 


n 




/($ 1 ， … ,X n )^>(g{Xi, … ， X n ))dXi ^ ^ - dx n 


0(X1 ， … } x n )^M 


M 



( S ) / ip ( u ) d ^( u ) = ( R ) 



M 


咖学 du 

du 


( 12 ) 
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其中 

71 

N 

tp(u) — f ' f /( 尤1，…，尤 n ) G?Xl … C ? Xn . (13) 

爪 <3 ( ① 1 ， ... ， Xn)<U 

这里 M 也可以是+00,但厂+°° 了解为 lim 广. 

Af —oo Jm 

作为一例不妨按照卡塔兰的方法从狄利克雷公式 4) 去求得刘维尔公式 7). 

18) 索宁注意到有时卡塔兰公式可在另一种设计下来利用. 

假定函数 /( A ，… ， x n ) 是 s 次齐 次函数 [187], 而函数 〆 : n , … , x n ) 也是齐次但为一 次的; 
例如，函数 g 可以有下形 

Xl H - \~X n 或 \fx\-\ - \~X1. 


乂设 m = 0 . 则在 (13) 中令 


Xl = 从 $1 ， X2 = ^^2^ — 

(雅可比式 J = w n ) 并考虑到不等式0< ， : Tn) 此时变为不等式0 彡贞 6，... ，匕）< 

1时，我们得到 




U 


n+s 




fd … ， fn ) 炎1 • ••炎 n 


0<3( Cl ，•.. i € n)<l 


将它代人 （12)( 但将 $ 又写为 x) •• 




/(ari, … ,x n )ip(g(x 


1， … 


y x n ))dxi • • • dx 


0 <s(xi, ••- ,x n )<Af 




0<g(xi，... f x n )^l 


f(xi r 4 m 1 X n )dxi - - - dx n - / (f[u)du 

0 



M 


n+s 


现在，如果能够首先选取函数 A 其次选取上限 M 使左端的积分容易计算，则由此就得积分 




/( 工1 


x n )dxi • • • dx 


0^s(xir-- ，工 nKl 


的表示式. 

例如，如限定于 Xl , ■•- ,Xn 的非负值时，取 


g(Xi ，… ， Xn) — X\ - h Xn, 

/(XI ， … ,Xn) = x\ X ~ l - -Xn 71-1 (Pi > 0), 

(f(u) = e 一 u , M = +oo， 


第 + 八章三重积分及多重积分 


[ 070 ] 


则 s 就等于灼+…+ Pn - n ， 而我们将得狄利克雷公式 [4) j : 




,pi 一 1 


l dx\ •• • dx 


① l，... >x n ^0 

工 1 + •. .+Xn < 1 

r°° 乃一工 ui- 1 



q°° e— Xl :c? 1_1 dxi … J。 00 e~ Xn x? l n ~ 1 dx n 
(pi + +Pn) J 0 °° e- U/ u p i+ … + p71 - 1 dti 


r ( pi ). • - r ( pn ) 

r(pi H - hpn + 1 ) 


19) 用同一方法试化简积分 




(b\X\ + …+ b n X n ) q 


dxi • -- dx 


① 1，... 

0^ xx +• • ^ 1 


但假定 


Pi > 0, bi > 0, Pi + … + Pn > g > 0 


提示取 ip ( u ) = e ~ u , M = + oo ; 利用当 a 〗=..• = a n = 1 及 6 o 

答 _ r(pi)..-r(p n ) _ roo _ u q ~ 1 du _ 

r(pi +... + Pn-g + i)r ⑷九 （1 十 hu)^ • • • (i + b n u)p^ 

20) 卡塔兰公式的下一推广同样也是属于索宁的： 


• = an = 1及 6 o = 0时 10) 的结果 
u q - x du 




… ， X n ,g(xi,- - - ,X n ))dXl - - • dx n = (R) 



神(亡， C ) 

dt 


爪彡工 1 ，… 


其中 


C ) 




p(xi ， … ， x n , c)dx\ - ^ - dx n . 


m ^ g ( x lr ^ , x n )^t 


[如给函数 … ,Xn,c) 以特殊 形式: /On,... ,XnMc), 由此就得卡塔兰公式 .j 
我们将采用著者的证明. 

在显明的等式 



dt 




F(xi, •… ， x n ,t)dxi - - - dx n 




dx\ •••dx 



F(xi，- _ ,x n ， t)dt 






中，令 


F = 


dt 


，如 m 彡 g ( xi ^- , x n ) < t , 

当 夕 ( n ， …，: r n ) > Z 时； 


0 
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这里 


- |-a n x n 

… ， Xn, c ) — e c 


g ( xi ，… , x n ) = y/xf H - h xi 

m = 0. M — l s 


n 


^( tyC ) 




a\x\-\ - |-a n x n 

e c ctei … dx n 




显然，我们有 


n 




a l 丨 1 H - han^n 

e c dxi … dx 


n 




n 


t 


n 




e 


^ (aiXl+ ". +anXn) d:ri … dx 


0<^/^ + 〜+办1 


n 


利用习题 11) 的结果后，易得展开式 


_， C ) 


丌 


n. 


E 


1 


k 




(会 r 


2fc+n 


其中 


P = ya\-\ - h al. 


于是 


d 龟 (t 


dt 


一 l 




1 


c 


k 


&! r (» 


(舊) 


2 k 


所以由索宁公式 


E 


1 


n 


k 


ik\r(^+k 


(I) 


2 k 


27 T 晉 


n ( pi ) 晉 


T Jn_i(pi) 


[比较 li )]. 

22) 计算积分 0) 


n — 


RW 


/ 八 N 

/ >oo poo / 

I I -Ixi + ...+x n _ 

L … L e 

1 —1 2 _■« n — 1 _ 

x^r ^2 •••Ci 


CD 


A n \ 
1* ^ n -1 / 


ctei • • • dx n —\ 


[比照 617,19)]. 
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对参数 A 在积分号下面微分（当 A > 0时）并在结果中将一个变数^以 


来代换，则得 


A n 


2 


2 / 12 / 2 4 ' * 2 ^ 71—1 


n — 1 


dR 

1\ 





n 



e 


-卜 2 H - 


+ 2 + 


»2 x n 


_\ 

^n-l z ) 


xx | 


0 

n-2 


♦ » ♦ 


X 


n 


n 


Z 


dx2 - - • dx n _idz 


亦即 


于是 


dR 

7\ 


nR 


R = Ce 


n\ 


因为当 A = 0 时积分丑保有连续性，故 


c d ( 0 ) = r © r ®〜 r ( 


n 


n 


y/n 


( 2 丌)午 


[531,6°]. 最终: 


R 


y/n 


n — 1 

e 


nX 


23) 刘维尔很聪明地利用这一积分来推演属于高斯的 r 函数乘法定理 [536]. 

在所得等式两端乘上 A ”- Yp > 0) 后，将它对 A 自 A == 0积分到 A == +oo. 从右边得到 


1 


y/n 


(2 丌) 


n 


2 



X^e^dX 


nX 


(2 丌) 


n — 


n p+ ^ 


— r ( p ) 


(16) 


而在左边我们就将对 a 的积分移到（按施行次序的）第一个 位置: 


n 一 1 



丄 


(xi + •••+^n-l) 2 *n 


X 


n 一丄 

n 

n — 1 


dxi • • • da: 


n 


X 



X 


n 


e 


wn HA, 


用代换 


A n 


Xl • • • Xn 


t 里面的积分就化为 


r (^) ( x ! 

n Vn/ 




: T n - 1) 吾， 


于是余下的 n - 1 重积分就可拆成分离的单积分的 乘积: 


n vn/ 

- r (^) 

n \n 》 



e 一 X1 • R 


p+i 

n 


dxi 


» t « 



p+n — 1 


6 


^n- 


X 


n 


n 一 1 


dx 


n 一 1 


. rf ^± 

V n 


• ••r 


p + n — 1 


n 
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令这一积分与 （16) 式相等并将 p 换作 na ( a > 0 ), 我们就得到在通常形式下的高斯公式 


r ⑷ «) 


r U + 


71—1 


71 




n 


na — 泛 


24 ) 设 A ⑻， / 2 ⑻,…，/ n(x) 为在有限区间 [ a , b ] 上可积的有界函数. 求证: 


n 


n ! 



b 


a 



b 


a 


/iOi) 

f 2 ( xi ) 


/l( 工 2) 
/2 ㈣ 


fl(x n ) 

/2(Xn) 


fn { xi ) /n(X2) 




fn(Xn) 


2 


dx \ dx2 •• • dx 


n 


’ fidx f : fi f 2 dx … f:fi f n dx 

/: f2fidx f : fidx … /: f2 fndx 


: fnfldx f n f 2 dx 


fa f^ dX 


右端的行列式称作格拉姆 (J.P.Gram) 行列式. 

将区间 [ a , b ] 分成 m (> n ) 等分，考察所有 n 个函数在各分点 的值: 


/^ m) = fi [a^rj 


b 


m 


a ~) 


(i = 1，2, • • • ， n; j = 0,1，…， m — 1) 


将由这些数组成的矩阵自乘.由熟知的定理，对应于它的行列式 


E4T) ^ 


(m) 


3 


① 


等于所述的原来矩阵的许多行列式的平 方和: 


E 

3\<32<^<3n 




2 


其中加法是分布在从 m (> n ) 个附标0,1, . • ■ ,m - 1中取 n 个的一切可能组合上.如在各组合 
中颠倒其位置，则每一项重复 n! 次； 附标 i 相等也可不必避免，因为这种情况对应的项为零.结 
果可以 写为： 

m — 1 m — 1 9 

丄 … "T f {n t ] 

T7.I J “ k 


jl=0 jn=0 


m — 1 


E4r) Ai 


(m) 


j-0 


如左端多重的和中每—项乘上 (^) n 且同时右端行列式的每—元乘上 


a 


m 


则得一类 


似于所求证的等式，不过不是积分而是积分和.要完成证明，只需令 


m 


oo 时变到极限. 


①为简便计，我们将一行列式在第 i 行及第 fc 列交叉处是元者写成的形状. 
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§1. 导言 


677. 周期 量与调和分析 在科学与工程中时常要遇 到周期现象， 也就是经历 
一定的时间 r 后要恢复原状的现象，时间 r 称为周期.蒸汽机所作的稳定运动是这 
种现象的实例，它经历了一定的转数后又重新经过原来的位置.我们也可取交流电 
等现象作为实例.与所考虑的周期现象有关的各种量，在经历周期 r 后，重新取得 
它们的 原值； 因此这些量是时间〖的周期 函数， 可用下列等式来 表明： 


冰 + r) 二 (p(t). 

例如交流电的强度与电压就是这样的量.在蒸汽机的例子中，十字头的行程，它的速 
度与加速度，蒸汽压力，以及在曲柄梢处的切线力等也都是这样的量. 

最简单的周期函数（如果我们不计常数）是正 弦型量 ： 4 sin (^ + a ), 其中 o ; 是 
“频率”，它与周期的关 系是： 

⑴ 

用这类简单的周期函数可以组成比较复杂的周期函数.显然用以组成复杂函数 
的各正弦型量必须 有不同 的频率，因为频率相等的正弦型量的和仍是有同一频率的 
正弦型量.反过来考察形状为 


2 tt 

Y 


Vo = A 0 , yi = Ai sin(o^ + ai )， y 2 = A 2 sin(2o;^ + %)， 

2/3 = M sin( 3 o^ + a 3 )， … 


⑵ 


的量； 如果不计常数,这些量的频率 


u ) 、 2cj ， 3cj ， • • • 




• 342 • 


第 + 九章傅里叶级数 


[ 677 ] 


是最小频率 o ； 的 倍数; 它们的周期是 




如果将其中某些量相加,则得到一个周期函数（周期是 r ), 但在实质上与 （ 2 ) 型的董 
已不同. 



sin^+jsin2^ 

sin/ + 士 sin2/ + + sm3t 


S 121 


作为一例，作三个正弦型量的和（图 121): 

sin t + - sin sin 3t; 

这函数的图解就其特征来说已与正弦型函数的图解大不相同.用 （2) 型各量所作成 
的无穷级数的和的图解则更要不同了. 

现在我们很自然地提出相反的 问题： 将一个周期是 r 的已给函数^⑷表作有 
限个，或者即使是无穷个形如 （2) 的正弦型量的和，是不是可能呢？在下面，我们可 
以看到，对于相当广泛的一类函数，可以给这问题以肯定的 答复； 不过我们要引用全 
部数量 （2) 所成的无穷序列.对于这类函数“三角级数”展开式 

<p(t) =Ao-\-Ai sin(ut + o ^) + 乂 2 sin (2 o ^ + 0 ^ 2 ) + As sin(Sut + as) + … 

oo 

= A 0 + An sin(nujt + a n ) (3) 


成立，其中為，…是常数,对于每个这样的函数,各取特殊的值，而频 
率 a ; 由公式 （1) 给出. 
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在几何上，这就 表明: 周期函数的图解可以由叠加一系列正弦型量的图解得来.如 
果将每个正弦型量解释为力学上的调和振动，则也可说这里由函数以 0 表示的复杂 
振动可以分解成各别的调和振动.因此组成展开式 （3) 的各正弦型量称为函数#⑷ 
的调和成分或简称调和素(第一，第二调和素等).将周期函数分解成调和素的手续称 
为调和分析. 

如果选取 

2 nt 

x = ut=— 

作为自变数，则得: T 的函数 

/ 0r ) = O ， 

这也是周期函数，但具有标准周期 2 tt . 展开式 （3) 将有下面的形状： 

f ( x ) = Aq + Ai sin(x + oa ) + 乂 2 sin (2 rr + ㈤ + Az sin (3 x + a 3 ) H - 

oo 

=Ap + A n sin(nx + ot n ). ⑷ 

n=l 

用二角和的正弦公式展开级数的各项，并令 

Aq = gq ^ - Atz sin otyi — (iyi j A n cos ot n — byi {ti — 1 ， 2 ， • • •） ， 

则得 q 角展开式的最终 形状： 


f(x) = tto + («i cos x + bi sinx) + («2 cos 2rr + 62 sin 2 x ) 


+(«3 cos 3 rr + 63 sin Sx ) + 


• • •：= 


«o 


+ ( a n cos nx + b n sin nx ) } 


( 5 ) 


今后我们总是研究这种形状的展开式在这里角: r 的以 27 T 为周期的函数就表为 
X 的倍角的余弦及正弦的展开式. 

在上面，从周期振动现象及与它们有关的量出发，我们得到了函数的三角级数 
展开式.然而重要的是现在就应 注意： 当研究只是在有限区间上给岀、而完全不是 
由任何振动现象所产生的函数时，这样的展开式也时常是有用的. 


678. 欧拉 -傅里叶确定系数法 要研究已给的以 2 tt 为周期的函数 f ( x ) 展开 
为三角级数⑸的可能性，必须从系数 , a n , 6 n ,.-. 的一确定组合出发. 
我们将说明在18世纪的下半叶欧拉所用的系数确定法，而在19世纪之初，傅里叶 
也曾经独立地应用过. 

假定函数 f ( x ) 在区间[- 7T ， 7r ] 上按常义或非常义可 积分； 在后一情形，我们补充 
假定函数绝对可积.设展开式 （5) 成立，并将它逐项从 -7 T 积分到 7 T ， 则得 



2皿0 + ^ 



cos nxdx -h b 


— 7T 



sin nxdx 


$如果需要的话，当然不难从这个展开式反过来变成形如 （ 4) 的展开式. 
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但容易看出 



cos nxdx 


与 


sm nx 


n 


0 


7T 


> 



7T 


sin nxdx 


cosnx 


n 


0 


7T 


⑹ 


因此在和数符号后的各项都是零，最后求得 



«o = / f{x)dx. 

Z7T 


⑺ 


为要确定系数的大小，用 cosmx 乘等式 （ 5)( 我们总假定这等式 成立） 的两 
端,再在同一区间上逐项 积分： 



f(x) cos mxdx 


7T 


a 。 I cos mxdx + 

n=l 


7T 


a 


n 


cos nx cos mxdx + b 


n 



sin nx cos mxdx 


由⑹，上式右端第一项等于零.此外，不论 n ， m 如何， 恒有[参考 308,4)] 


sin nx cos mxdx 


2 



[sin(n + rn)x + sin(n — m)x]dx = 0 


⑻ 


7T 


而 n # m 时，则 


cos nx cos mxdx 


2 



[cos(n + m)x + cos(n — m)x]dx = 0 


⑼ 


— 7T 


最后还有 


cos mxdx 


7T 


— 7T 


1 + cos 2mx 
2 


dx 


7T 


( 10 ) 


因此在和数符号后的一切积分，除了以系数为乘数的积分外，都等于零.从而这 
系数就被确定为： 


a 



m— - / /(x) cos mxdx (m = l ， 2, …）. 

7T 


( 11 ) 


同样，用 sinmx 乘展开式 （ 5) 后再逐项积分，即定出正弦的系数 


b m = — I f(x) sin mxdx (m=l ， 2, …）. 

7T 


( 12 ) 


在这里除了要用 （ 6) 与 （ 8) 夕卜，我们还应用了容易验证的关系式 


sin nx sin mxdx = 0 (n ^ m ) 


(13) 
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与 r 

/ sin 2 mxdx = tt . (14) 

J —7 T 

公式⑺， (11；) 与 （12) 称为 欧拉- 傅里叶 公式， 用这些公式算岀的系数称为已给 
函数的傅里叶 系数， 用这些系数作成的三角级数⑸称为已给函数的傅里 叶级数 .在 
本章中我们专门研究傅里叶级数. 

现在来看以上的讨论在逻辑上有什么价值.我们的岀发点是假设三角展开式 （5) 
成立，但是这个假设究竟真实与否这一问题自然没有解决.即令假定展开式 （5) 为 
真，我们依欧拉与傅里叶的方法算出了展开式 （5) 的系数，然而像这样做的理由是否 
令人信服呢？我们一再应用过级数的逐项积分法，但是这种运算并不是什么时候都 
能进行的 [434]. 级数的一致收敛性是可以应用这种运算的充分条件.因此现在只有 
下列定理能够算作已经严格地证 明了： 

如果周期是 27 T 的函数 f ( x ) 可以展开成 一 致收效的三角级数 (5),® 则这级数 一 
定是 f { x ) 的傅里叶级数. 

如果不预先假设一致收敛性，以上的讨论甚至不能证明函数能展开成傅里叶级 
数[参考下面 750,751]. 那么以上的讨论究竟有怎样的意义呢？我们只能将它看成 
一种导入法，由此足以使得在求已给函数的三角展开式时，至少可以从它的傅里叶 
级数岀发，而必须（完全严格地!）确定在那些条件下级数收敛并且收敛于已给函数. 

在没有这样做以前，我们只能够在形式上考虑已给函数 /(: r ) 的傅里叶级数，除 
了知道它是由函数/( ㈨ “所产生”外，不能再下任何结论.通常用下列符号来表示这 
级数与函数/的关系： 


f { x ) ~ a 0 


+ ^ ( a n cos nx + b n sin nx ) 


(5 a ) 


而避免釆用等号. 

679. 正交函数系 上节中所讲的是一种讨论的范例，这样的讨论在数学分析中 
研究许多展开式时常常要应用到. 

如果在区间 h 6] 上所定义的两函数 ⑷与 ^( x ) 的乘积,其积分 为零： 

f b 

/ ( p ( x ) / ip ( x)dx — 0, 

则此两函数称为在这区间上 正交. 考虑定义在区间卜， 6] 上的函数系 Wn ( x )}. 设系 
中各函数与它们的平方在 h 6] 上皆可积分,则它们的两两乘积在同一区间上也可积 
分[ 4 83,6)].如果系中各函数两两 正交： 

J ( p n ( x )( p m ( x)dx — 0 ( n,m = 0,1,2, - • • m ), (15) 

①注意，用有界函数 cos mx,sin mx 乘级数各项时并不改变级数的一致收敛性 [429]. 在这里，一 
致收敛性也可换成级数各部分和的 有界性 [526]. 
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则此系称为 正交函数系. 同时我们还永远假定 

J ^P 2 n {x)dx = An > 0, (16) 

因而在正交系中不包含恒等于零的函数，也不包含其他任何平方的积分等于零的函 
数（在某种意义下与恒等于零的函数相似 ®). 

当条件 = l(n 二0,1,2, …）成立时，这函数系称为规 范的. 如果这些条件不 

成立，则当需要时可换取函数系{3^}，这一函数系显然就是规范的.现举几个 

例 如下： n 

1) 上面考虑过的在区间 [-7 T , 7 T ] 上的三角函数系 

1 ， cosx^ sinrr，cos 2x, sin 2x, …， cos nx, sinnrr ，… (17) 


正是正交函数系的重要 例子； 其正交性可以由关系式（6),(8)，⑼与 （13) 看出.然而 
由 （10) 与 (14), 可知它不是规范的.将 （17) 中各三角函数乘以适当乘数，不难获得 
规范系： 


cosx sin a: 


cos nx sm nx 




(17*) 


2) 注意函数系 （17) 或 (17*) 在缩小了的区间上不 再是正交的， 因为如果 


与 


m 




为奇数一为偶数，则 



sin nx cos mxdx ^ 0 


相 反地，每一仅由余弦 


l，cos:r，cos 2x 


cos nx 


或仅由正弦 


sin a:, sin 2$, … ,sin nx^ 


所组成的部分系在这区间上分别成为正交系.这点不难验证. 

3) 下列两函数系与刚才考虑过的函数系没有本质上的区别 


^ 7TX 27TX T17TX 

1, cos — , cos ，…, cos ―— 


(18) 


(19) 


(18*) 


与 


, 7TX . 27TX T17TX 

sin — , sm , - - - .sm ―— 


其中每一个都是在区间上的正交系. 

4) 为了要给出由三角函数构成的更复杂的正交系的例子，考虑超越方程 


tg$ 二成 (c. =常数) 


①参考下面733 g. 


(19*) 


( 20 ) 
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可以证明这方程的正根成一无穷集合: 


$1，《2,… ，《 n …； 

在图解上，各根是正切曲线= tgf 与直线相交之点的横坐标（图 122). 作函数系 

.之1 .之2 - 

sin —rx, sin —x • • - —— 个 • • • 


sin —x 


容易算出（当时) 


sin ax sin / 3 xdx 


1 i sin (a — 0)1 sin(a + p)l 1 

2 \ a — 0 a + /? J 


cos al cos pi 


如果在这里令 a = 午， /?= 手（当 


COS COS 十 X 


… cos 亨： T, … 


ptgal — atgpl 
~ a 2 ~ P 2 ~ 



也可作出类似的结论. 

但是这些函数系都不是规范的. 
5) 勒让德 多项式 


1 d n ( x 2 - l、 n 

久 0 ( 工 )=1 ， X n (x) = —^^l~ (n=l ， 2, …) 


2 n n \ 


dx 


是在区间 [-1,1] 上的正交系的重要例子[参考第118及320 g ]. 因为 




所以要得到规范系，必须分别用 ^+1(^ = 0,1,2,--.) 乘这些多项式. 

6) 最后，再考虑一个与贝塞尔函数有关的例子.为了写起来简单起见，我们只限于考虑函数 
Jo ( x ), 但以下所讨论的一切对于函数 J n ( x )( n > 0 ) 也都成立. 
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在贝塞尔函数的理论中，证明了 Jo ( x ) 的正根成一无穷集合: 


$1，$2, … ， $ n ， 


将函数 J 0 ( x ) 所满足的方程改写为 


d \ dz 
dx . dx 


dz . 

dx . 


xz 


则容易 得到： 不论 a 与/?是什么数 


■ 

d dJo ( ax ) 
dx dx 


~ o ? xJo { ax ) 1 


dx 


dJp ( Px ) 

dx 


0 2 xJo(0x) 


用 Jo (^) 乘第一个等式，用 Max ) 乘第二个等式，再将两端相减， 则得: 


w 2 -c 

因此如果 a # /?，则 


) xJo ( ax ) Jo ( px ) = — [ axJo (0 x ) Jo ( ax ) — pxJo ( ax ) Jq ( px )}. 

(JbJU 



xJo(cxx)Jo(0x)dx 


认 a ) - 0 J Q [ a ) J 认 13) 

0 2 ~ a 2 


( 21 ) 


如果在这里令 a = = f m (n / m )， 则得关系式: 


Jq {^rnX)dx 



这就证明了函数系 { V ^ M ^ nX )} 在区间 [0, lj 上是正交的 .® 然而此系并不是规范的. 

设在区间 [ a , 6] 上已给任一正交系 {^ n ( x )}. 我们试行将定义在 [ a ,6] 上的函数 
f ( x ) 展开成“函数#的级数” 


f ( x ) = C 0 (po(x) + Ci^i(x) + —— h Cn(p n (x) + 


( 22 ) 


为了要确定这展开式中的系数，先设函数可能展开，然后进行与上述特例中相同的 
手续.这就是说，先用乘展开式的两端，再逐项积分： 


/ f(x)(pm(x)dx = 1 ^2 C ^ / ^Pn{x)ipm{x)dx. 

j a n=0 』 a 

由于正交性[参考 （15) 与 (16)], 右端各积分除去一个以外都是零，因此容易得到: 



f { x ) ipm { x)dx (m = 0,1，2, …） • 


①要推广函数 9与寸 正交性的概念，我们引进加权 p(aO 的正交性的概念，用等式 


p(x)(p(x) / t/j(x)dx 


(23) 


来说明这种正交性.如果采用这术语，也能说函数系 { MCnX )} 是加权 X 正交的. 
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[公式 (7),(11),(12) 是这公式的特殊情形 .] 

用公式 （23) 所确定之系数作出级数 (22), 它称为已给函数对于函数系 {cp n (x)} 
的 （广义 ） 傅里叶级数， 而各系数本身则称为 （广义 ） 傅里叶系数. 在 规范系 的情形 
下,公式 （23) 特别 简单; 这时 




f(x)(p m (x)dx 


(m = 0， l ，2，...）. 


(23*) 


在这里当然也可重复在上目末尾所作的那些说明.由已给函数所作出的广义傅 
里叶级数仅仅是在 形式上 与这函数发生联系.在一般情形下，函数/化）与它的（广 
义）傅里叶级数之间的关系表示 如下： 


f(X) 〜 ^2 c nWn ⑷. (22*) 

0 

与三角级数的情形一样，这级数是否收敛于函数 f ( x )， 还须加以研究. 

680. 三角插值法 从三 角插值 法出发，也可自然地接触到用三角级数表示已给 
函数/(4的问题.所谓三角插值法就是用三角多项式 


71 

a n O) = a 0 + 

fc=l 


cos kx + (3k sin kx) 


(24) 


作为函数 /(4 的近似式，使三角多项式与函数在许多点上有相同的值. 

总能选取 n 阶三角多项式 （24) 的 2 n + 1个 系数： a 0 , ••- , a n ,/? n , 使得在 

区间 (~7 T , tt ) 内预先指定的 2 n + l 个点处，例如在 


U = iX {i = — n , ~ n -\- 1, ••- ，— 1，0, 1,... , n — 1， n ) 

各点处(其中 a = 5^7)，三角多项式的值与函数/ ㈤ 的值相等.实际上，为了要 
确定这 2 n + l 个系数，我们有个数相同的线性方程 •. 


n 


a 0 + cos k^i + /3 k sin k ^ i ) = /( 心 ） (i = - n , -n + 1， …， n ). 


(25) 


a：=i 


要解这些方程，应当回忆到一个初等三角恒等式巧 


n 


-+ Z cos ih 


sin + - ) /i 

2sin ^ 


(26) 


①如果用 2 sin ~/i 乘此式左端，并且将每一乘积2 sin ^hcosih 换成差式 sin p /i 
in - i ) h , 就不难求得这恒等式.[参考 307(2).] 
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将 （25) 中各等式两端分别相加.由于正弦是奇函数，所以汍的系数 

n 

sin k^i = 0 - 

i~~n 

a k 的系数也是这样，这是因为余弦是偶函数，所以如果在恒等式 （26) 中，令 /I 
k \ = 时,应有 

2 n + 1 


cos = 1 + 2 ^2 cos ik \ 


(27) 


由此得 


Cko 


2n + 


^ f 瓜) 


(28) 


—n 


为了要确定 a m (l ^ m ^ n ), 分别用 cos 乘 （25) 中各等式,然后将它们的两 
端分别相加.则由 （27)， a 。 的系数 是零； 因为正弦是奇函数，所以汍的系数显然也 
等于零.至于办的系数则可 表为： 


cos k^i cos m^i 


cos(fc + m)^i + - 2^ cos ( A : - m )^ i ； 


—n 


当 A : # m 时，由 (27), 上式右端的两个和式都为零；当& = m 时，第一个和式为零而 
第二个和式的值显然是 1. 这样，只有 a m 的系数不等于零，而等于现 
在已不难求得 


2打+ 


9 tr 

j /te) cos (1 ^ m ^ n). 


(29) 


完全与以上相仿，用 sin 乘 （25) 中各等式并且相加，求得 


/3 m 


2打+ 


i i/ 

Y /te) sin (1 ^ m ^ n). 


(30) 


读者一定已经注意到这里所用方法与欧拉-傅里叶确定三角级数系数法相似.但 
是在这里我们的计算是无可非议的，因为不难验证所求得未知数的值确乎适合方程 
(25). 并且，由简单的代数推理，此点可不待验证而自明.我们看到方程系 （25) 只可 
能有（如果一般说来有解)唯一的解，此解是由公式 (28),(29),(30) 给出，而不论各式 
的右端是怎样.在这种情形下,方程系的行列式一定不等于零，而这种方程系是确定 
的.因此用求出的各值为系数作出三角多项式 ^( x ), 则它满足所提出的要求，并能 
作为我们的函数在区间 hTT ，7 T ] 上的插值式. 

现设已给函数在这区间上可积分（这次是在可积分的原义下 !). 如果 n 增大到 
无穷，则插值多项式 a n ( x ) 也作相应的变化，而与/化）在愈来愈“稠密”的点集上 
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重合.插值多项式不仅要“加长”，而且其中的系数也要改变.为了更好地分析系数 

的性质，将区间 [-7T, 7r] 用分点而= (2 i - 1) — - (-71 < Z < 1) 分成2^+1 

272+1 

个相等的部分.则点&恰好是这些部分区间的中点，而各部分区间的长度都等于 

9tt 

- ——- - A . 如果将公式（28)，(29)和 （30) 改写成下列形状 

Z M ~丄 

1 n 1 n 

a 0 = — a m = - Y] f(^i)cosm^iAxi, 

Z7T z ^ 7T ^ 


/?rn = - /(^)sin m ^ iAxi , 

则各式右端中的和式就是与上述区间分法相对应 的插值和式. 现在显然可见,当 
OO 时， 


qq — ^ ——/ f ( x ) dx 1 a m — > — / f ( x ) cos mxdx ， 

2 tt 九 7 T 7 r J_ n 

1 广 

/3 m — f ( x ) sin mxdx , 

^ J —7T 

所以我们 的函数的傅里叶系数分别是插值三角多项式各系数的极限值. 可以说插值 
多项式“在取极限时”似乎变成了傅里叶级数. 

这种步骤当然只能认为是一种导人法.对于函数与其傅里叶级数之关系来说， 
这种步骤不能证明什么，但也足以引起研究这种级数的兴趣.在以下各节中，我们就 
要最后直接研究各不同类函数的傅里叶级数之性质. 

§2. 函数的傅里叶级数展开式 

681. 问题的提出.狄利克雷积分设 / Or ) 是以 2 tt 为周期的函数，在区间 
[-7 T , 7 T ] 上至少是非常 义绝对 可积，因而在任一有限区间上也 如此. 算出常数（函数 
的傅里叶系 数)： 





b m = — f ( u ) sin mudu 

^ J — 7T 

并用这些常数作成函数的傅里叶级数 


(m = 0， l ，2，...)， 
(m = 1，2, .. •）， 


/ ⑷〜咢 +E ( a m cos mx + b m sin mx ). 


⑴ 


( 2 ) 


读者可看到这里与第 678 目的符号略有 不同： 在这里我们不用该目中的公式（7)，而 
用 a m 的一般公式在 m = 0时的情形来确定你，因而我们须将级数的常数项写成 
^的形状. 
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尤需注意（在下面我们还要用到这一说明)：对于以 27 T 为周期的函数 F ( W ), 在 


长为 27 T 的区间上，其积分 



a +27 r 


F(u)du 


的大小与 a 无关[参考 3 1 4 ，10)与 316]. 因此在确定傅里叶系数的公式⑴中，积分 
可取在任一长为 27 T 的区 间上； 例如可以写 


a m = ^ / Q 27r f(x) cos mxdx (m = 0,1,2, 
&rn = ^ / 0 27r f(x) sin mxdx (m = 1 ， 2, • • 


( 1 *) 


等等. 


为了研究级数 （2) 于任一定点 a ; = a ； o 的性质，作出其部分和的相应表示式 


Sn ( xo ) 


ao 


r v 

+ ( a m cos mxo + b m sinma ： o ). 


用积分表示式 （1) 代替 a m 与 6 m ， 并在积分号下引人常数 cosm : ro ， sinm ; ro , 则得 

1 广 

Sn(XQ) = 5 f(u)du 


9 V 

+ E 



f (u) [cos mu cos mxo + sin mu sin mxo]du 



f(u) < - + cosm(u - x 0 ) > du. 


利用第 680 目中的公式 （26) 来变换在大括号中的表示式， 就有: 


-+ cos m(u — xq) 


sin(27i + 1) 


2 sin 


U — Xq 


Xo 


最后得 





/ ㈦ 


sin(27i + 1) 


xo 


2 sin 


U — Xo 


du‘ 


( 3 ) 


这个重要的积分称为狄 利克雷 （ G . Lejeune - Diridilet ) 积分. 

因为我们在这里讨论周期为 2 tt 的 w 的函数，所以由上面所作的说明，可将积分 

区间 [-7 T , 7 r ] 例如改成[: r 0 - 7 T , a；o + 7 r ]: 


5 n (^ o ) 



x 0 +7T sm(2n + 1) 
/ ㈦ - ^ 


Xo 


XQ—7T 


2 sin 


U — Xq 


du. 
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用代换 t = u - x 0 ^ 将这积分变换成下列形式: 


丌 


f(xo + t) 

7T 



t 

一 dt ‘ 


然后将积分分成两部分：并用改换变数符号的方法，将第二个积分也化为 
在区间 [0,7 T ] 上的积分，则对于傅里叶级数的第^个部分和，最后得到这样的表 示式: 





7T 


[f(x 0 + t) + /Oo -t)} 


0 


sin 72 + - U 


2sin-^ 


dt, 


⑷ 


因此，问题就化为研究这个含有参数 n 的积分的性质.这里所提出的问题的特 
征是： 在这里不能应用积分号下取极限法 直到现在 为止， 对于含参数的积分求极 
限，这是我们所应用过的唯一的方法（参看第十四章).在本章与下章中，我们必须系 
统地研究不能应用这种方法的情况. 


682. 第一基本引理 在继续研究以前，先证明黎曼所发现的下一定理，它在以 
后的讨论中很重要. 

如果函数 〆 (） 在某一有限区间 [ a ,6] 上绝对可积，则 

lim [ g{t) ptdt — 0, 


同样 


lim 

p—oo 



g{t) cosptdt ~ 0. 


只要作出上列第一个极限式的 证明就 够了.预先应注意，不论取任何有限区间 
[ a ,/?], 我们有估值 如下： 



cospa — cosp/3 
P 



先设函数 〆 t ) 在原义下可积分.用点 


a = to < ti < …< U < U + i <•••<& 

将区间 [ a , 6] 分成 n 个部分，并与此相应来分解积分： 



b 


n 


g(t) sin ptdt 



+i 


g(t) sin ptdt. 


i=0 


⑸ 

⑹ 


@在这种情形下，积分号下的表示式当 n - oc 时根本没有极限. 
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用表示 〆 t ) 的值在第 i 个区间上的下确界，则可将上面的表示式变换为: 




n 


} sin ptdt + rxii 


o 





sin ptdt . 


如果叫是函数 〆 (） 在第 i 个区间上的振幅，则在这区间上 V ⑷ —TTH $叫 考虑到 
不等式（5)，不难求得我们的积分的估值： 



6 


g { t ) sin ptdt 


2 


n 


(YL + ~ X] I 

i =0 ^ 2=0 


m 


已给任一数 e > 0 , 首先选 取分法 （ 6 ), 使得 

n — 1 

< -； 

i=0 


由 于函数 g 的可积分性，这种分法是可能的 [297]. 现因数_ 已由此确定， 所以能 


选取 

对于这些值 P , 可得 
因此证明了我们的断语. 


4 v 

p > -工 \ mi 


f b 

I g ( t ) sin ptdt 




在函数 〆 是非常义可积（但必须是非常义 绝对可 积!）的情形下，只要假定在 
区间上只有一个奇异点，例如点&，就够了 
设 0 <? 7<6 - a . 将积分分成两部分： 





上式右端的第二个积分对于任一值^有估值 如下: 


f b 

/ g { t ) sin ptdt 

J b — r) 



如果选取 77 充分小，则这个估值< I . 至于积分 


,6 - r? 

/ g ( t ) sin ptdt ^ 

则由已经证明了的结果，当 p — +OC 日寸，它趋近于零，因为在区间 [ a ,&-77] 上，函数 
g ( t ) 在原义下可积分；当 p 充分大时，这积分的绝对值也变为< f 这样，定理的证 
明就完成了. 

使每部分只含一个奇异点，然后将推理分别应用到每一 

部分上. 
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我们提起读者 注意： 在这里，积分所趋近的极限 不是用积分号下取极限法求 
出的. 

如果回忆起表示傅里叶系数的公式（1)，则由此得出第一个直接的 推论： 

绝对可积分函数的傅里叶系数 a m ，& m 当 m — 00 时趋近于零. 


683. 局部化定理 值得注意的“局部化定理”是已证的引理的第二个直接推 
论，它也是黎曼所发现的. 


先取任一正数 <5 < 7 T ， 将 （4) 中的积分拆成两部分= / 0 5 +/；. 
积分改写成 



f(xp + 0 + f(XQ - t) 

2sin ^ 



如果将第二个 


则显然正弦的乘数是 t 的函数，在区间 [<5, tt ] 上绝对 可积，因其分母 2 sin ^ 在这区 
间上不为零.在这种情形下，由引理，这一积分当 n — oo 时趋近于零，#此对于傅 
里叶级数的部分和 5 n (^0), 其极限的存在与极限的大小都可由一个积分 


Pn (^) = - / [ f(xo + 尤）+ f ( x 0 - t )] - ^— dt (7) 

do 2sin^ 

2 

的性质来完全确定.但在这积分中函数/( ㈨ 的值只包含对应于变元从: J 变到 
抑 + <5时的那一部分.由这种简单的讨论,就证明了黎曼 定理： 

黎 曼定理 函数 f ( x ) 的傅里叶级数在一点: r 0 处的性质①只与函数在这点邻近 
所取的值有关， 即与在这点的任意小的邻域内所取的值有关. 

因此，例如如果取两函数，使其在: TO 的任意小的邻域内的值相同， 则不论这两 
函数 在邻域外怎样不同， 在点: To 处，与它们相应的傅里叶级数有相同的 性质： 或者 
两级数同时收敛并收敛于同一和式；或者两级数同时发散.如果注意到所考虑的两 
函数的傅里叶系数既然与两函数的一切值有关，因而也就可能完全不同，那么上述 
结果就显得更令人惊讶了！ 

这个定理通常与黎曼的名字相连，因为它是黎曼在1853年证明的更一般定理的 
推论.然而应指岀在奥斯特洛格拉得斯基于1828年有关数学物理的文章中含有“局 
部化原理”的思想，同样罗巴切夫斯基关于三角级数的研究中也反映出这一思想. 


684. 迪尼与利普希茨的傅里叶级数收敛性的判别法 现在再回来继续研究傅 

里叶级数的部分和式 5 n (^ 0 ) 的性质.我们已经得到它的积分表示式 （4). 注意这等式 
对于满足所提到的条件的每一函数 / Or ) 都成立.如果特别取/⑷三1,则 5n (^) = 1, 

® 我们指的是^数在 Ho 处^收敛与发散性，以及级数（在收敛的情形下）有怎样的和. 
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由⑷就得到 





2 sin -t 


t 

一 dt . 


设常数& 是级数 的和，在下面将要求出它的确值.用洗乘等式两端，所得结果 
从 （4) 式减去，则得 


1 厂 7T I 9 / 

s n (xo) ~ So = ~ / (f(t) -- dt 、 (8) 

2 sin-t 

2 

其中为简便计，已令 

^pif) — f( x o + 0 + f( x o ~ t) ~ 2So- ⑼ 

如果我们要想断定&真是级数的和，则必须证明积分⑻当 n — 0 C 时趋于零. 

现在回来选取私这个数.实际上重要的情形是： （ a ) 函数 / h ) 在点:连续， 
或⑹/⑷在这点的两边只可能有第一种不连续（即跳跃)，从而极限/(吻+ 0)与 
/(抑-0)存在.以后我们只讨论这两种情形，并且恒设 


在情形 （ a ) 时： 5 b = 

在情形 （6) 时••洗= ^ o _±, Q _) + /(5 oz _ Q ). 

如果在第一种不连续的点 吻上， 等式 

£{ \ f( x o + 0) + f( x o — 0) 

f ( x o ) =- 2 - 

成立，则 （ a ) 与 （6) 两种情形没有区分的必要.适合于这种条件的不连续点有时称为 
正则的. 

注意：因为 


( a ) lim f ( x 0 ± t ) = /($ o ) 或⑹ lim f ( x 0 ± t )^ f ( x 0 ±0) 

t ― ►+() t—>+o 

(视那一种情况而定)，故由上述选取数^的方法，恒有 


y) 


o. 


由此可形成： 

迪尼 ( U . Dini ) 判别法如果对于某一 A >0, 积分 




dt 
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存在，则函数 f ( x ) 的傅里叶级数在点邱收敛于和数私. 

事实上，在这一假定下，积分 



W ⑷ 


dt 


也存在.如果将表示式⑻改写成 



丌 



冰) 




tdt . 


则因函数 年 绝对可积,从而 字. 一^也绝对可积，直接由基本引理,可知上一 

L T/ « * 

smf 

积分式当 77 — 00 时趋近于零.因此这个判别法的证明就完成了. 

迪尼积分展开的 形状： 


在情形 （ a ) 时，为/九 脸 £ ±虹他： 丄 )二 _ 2 生 0 i . U ; 

Jo t 

在情形⑹时，为 f h \ i ^±^ J {xo - ，)■—八 邳+ - 0 ) - — - / ㊈ ― — _ 0 1 U . 

Jo t 

显然，只要（依不同情况）假设积分 


- f ( x 0 )\ dt 与 
t 



f { XQ ~ t )~ f { x Q )\ dt 

t 


( 11 ) 


或 

f h \f( x o + 亡） ― f( x o + 0 ) 丨 也 f h \ f( x o - 幻 -/($o — 0 ) 丨 成 

Jo i _ Jo t 

分别存在就够了.由此应用积分存在的各种已知判别法，可得关于傅里叶级数收敛 
性的许多判别法.例如，在情形 （ a ) 时，我们能证明 

利普希茨 ( R .0 丄 ipschitz ) 判别法如果函数 f ( x ) 在点: tq 处连续，并且对于充分 
小的 （， 不等式 

\ f ( x 0 ± t ) - f ( x 0 )\ < Lt a 


成立，其中 L 与 OL 都是正的常数 （a < 1); 则 f { x ) 的傅里叶级数在点： To 处收敛于 
和数 f { x 0 ). 

当 a = 1时，则简单地有 


f ( x 0 ± t ) - f ( x 0 ) 

t 
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因此积分 （11) 作为原义积分而存在 [480]. 如果 a < 1，则有 

f(x 0 ±t)-f(xo) ^ L 

t 、 

并且因为上式右端的函数可积分，所以积分 （11) 至少是作为反常积分而存在 [482]. 

特别，如果函数 / Or ) 在点: ro 处有有限导数 f ( x 0 ), 或者即令有不相等的单侧导 
数（“尖点”)： 

fUx 0 )= lim 伦 f {xo) = lim 生 o:d ) ， 

J + y U； t~*+0 t K } t^O —t 

则当 a = 1 时的利普希茨条件显然成立.因此，如果在点 X0 处，函数 /(X) 有导数, 
或者甚至只有两个有限单侧导数，则其傅里叶级数收敛，并且它的和等于 f ( x 0 ). 

对于情形（6)，也容易说明利普希茨判别法.作为一特别的推论，我们在这里指 
出 :要使 得傅里叶级数在第一种不连续点:处收敛，只需假定有限的极限 


lim f(^o + ~ f(^o +0) lim f(x 0 — t、— f(x 0 - 0) 

t—^+0 t t—f+0 —■亡 


存在，且这次级数的和是 Zbg 土 0 丄 | - 0 三 ° 二以 . 

上列极限在某种意义下与单侧4数相似，不过函数 在点邱 处的值 f ( x 0 ) 要分别 
用它在这点右边及左边的值的极限来代替. 

在实用上最常遇到以 27 T 为周期的函数 / Or ) 是可微分的函数，或者是由几个可 
微分的函数组成的，即分段可微分的函数 .© 我们可 看到： 对于这样的函数 / Or ), 其 
傅里叶级数除在各别函数的“衔接点”处外，收敛于函数 f ( x ); 而在“衔接点”处， 
级数的和是 生 0 土 0 丄:」( 王 0 二％ . 

685. 第二基本引理 为了要作出另外一些判别法，我们还需要建立一个引理，它 
是由狄利克雷首先发现的. 

如果 函数 〆 纟）在区间 [0, h ]( h >0) 上单调增加并且有界，则 



证首先，所考虑的积分可以表为两个积分之和的 形状: 


(13) 

Jo 1 Jo 1 

可微，是指当 k &] 被分成有限多个子区间时，在每个子区 
间内部，函数是可微的，而在端点处不仅有极限值，而且在这些端点处以上述极限值代换函数值时， 
存在单侧导数.可以把分段可微函数想象为由若干在闭子区间内可微的函数“粘合’’而成，仅在 
“衔接点， ，(以 及基本区间的端点 a 与 6) 要特地确定函数值. 
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如果应用代换舛 


Z 


将第一个积分变换为 


^(+0) 



ph 


0 


sin ^ 


z 


dz 


丌 


则立刻可见，当 P — + OC 时，这积分趋近于妥.0(+0)，因为 



+ 00 


0 


sin ^ 7 丌 

- dz =: 

z 2 


因此整个问题就在如何证明 （13) 中的第二个积分趋近于零. 

任意给出5>0,则有这样的 <5 > 0( 可认为 <5 < ㈠ 存在，使得对于0 < 6 5 

0 ^ gif ) — ^(+0) < e . 

刚才所提到的积分拆成两 部分： 



<5 h \ 

s+ j\ m - 9{+m ^ dt = h+h 


对积分 A 应用波内公式 [306], 则得 



s 


v 


t 



pS 


h = b ( 句 — ^(+0)] / 年 dt = b(5) — ^(+0)] —dz 


PV 


z 


其中第一个因子 < e , 而第二个因子对于一切值 P —致有界.事实上，由反常积分 
/ 0 °° — dz 的收敛性，可见当2 — OC 时 〆 的 b 彡 0) 连续函数 


Z 



0 


sin ^ 


z 


dz 


有 有限的 极限，并 且对于 一切值2有界: 



0 


sin ^ 


z 


dz 


(L (1 =常数)， 


从而 




广 - 

广 

J prf ^ 


Jo 

Jo 


< 2 L 


因此积分 A 具有与 p 无关的估 计值: 


|A| <2L e . 


(14) 


至于积分/ 2 ,则因 sinpt 的乘数在原义下可积分（须知 f 彡句，由第 6 S 2 目中的 
引理，可知当 + QO 时（并对固定的 J ) ,这积分趋近于零.这定理因而得证. 
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686. 狄利克雷-若尔当判别法 现在转而推导从另一种思想而来的傅里叶级数 
收敛性的一个新判别法. 

狄利克雷-若尔当判别法如果在以点: To 为中点的区间[: To - \吻+叫上，函 
数 f ( x ) 有有界变差，则这函数的傅里叶级数在点: To 处收敛于和数 So . 

在第683目中我们已经看到，当 n — oo 时,部分和 s n ( x ) 的性质由积分 Pn (8) 
的性质确定 [## (7)], 其中特别可取上面所说到的数 A 作为& 将积分 Pn ( h ) 改为 


pn{h) = H 




由假定，方括号内的和式为一有界变差函数；商数 兵 则为增函数..可见它们的 

sinf 

乘积也有有界变差，而且因此可以表示为两个单调增函数的差的形状.既然上目中 
的引理可以分别应用到每个增函数，所以也可以应用到它们的差，由此立即得到 


lim p n ( h ) = - - ~[ f ( x 0 + 0) + f ( x 0 - 0)]= 

n—►oo 7r L 


f ( x o + Q ) + / ($o — 0) 


因为在连续点处，所得表示式成为 f ( xoh 所以我们的证明就完成了. 

必须说明由狄利克雷所首先举出的可展开函数为傅里叶级数之条件，则具有较 
特殊的性质.他所证明的命题是： 

狄利克雷判别法如果以 27 T 为周期的函数 f ( x ) 在区间[- 7 T ，7 r ] 上分段 单调® 
并且在这区间上不连续点的个数不超过一个有限数，则此函数的傅里叶级数在每个 

连续点处收敛于和数/(^ 0 ),在每个不连续点处收敛于和 数 ^^ 

此后，这里所说的条件称为“狄利克雷条件”. 

因为适合于这条件的函数在任一有限区间上显然有有界变差，所以这判别法可 
以在形式上包括在前一判别法中. 

以上所述判别法完全足以满足分析及其在实用上的要求.其他提出的判别法主 
要具有理论上的 意义； 对于这些，我们不可能详细研讨. 

最后来谈一谈迪尼及狄利克雷-若尔当的两判别法之间关系的问题.可以证明， 
这两判别法是 不可比较的， 这就是说不能从其中的一个推出另一个.先考虑函数 f { x \ 
它在区间 [-7 T , 7 T ] 上定义为:® 




® 这意思是说能将区间 [-7 T ,7 T ] 分解成 为有限 个部分区间，使得函数在每个部分区间上单调. 
® 用周期法则/& + 27 T ) = /(0；)将函数推广到实数轴上的其余部分. 
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这函数是连续的，并且是分段单调的，即满足狄利克雷条件.而这时在点 a ; = 0处， 
对于任一 h > 0 ,迪尼积分 



t 



显然是发散的. 

在另一方面，如果用下列等式在区间 [-7 T , 7 T ] 上定义函数巧 


则在点 


f ( x ) — XCOS 

/⑼= 0， 


x = 0处,利普希茨条件显然成立: 



，在时, 


\ f ( x )~ f (0)\ < | x |, 

因此迪尼条件也成立.然而，此时函数 /( x ) 在点 x = 0的任何邻域内没有有界变差 

[567]. 

687. 非周期函数的情形 以上所建立的全部理论的出发 点是： 假定所给函数 
对于一切实值 x 有定义，并且有周期 2 tt . 但是最常遇到的函数 / Or ) 或 者是： （ a ) 只 
在区间 (-7 r ,7 r ] 上被 给出； 或者是： （6) 即使在这区间以外也有定义，它是非周期的. 

为了要能将上面的理论应用到这种函数，引进由下述方式所定义的辅助函数 
f ^ x ) 来代替它.在区间（- 7 T ，7 T ] 上，取 /* 与/恒等 

/*(X) = f ( x ) (-7T < X < 7T), (15) 


又令 


f* (- 丌 ) = 尸卜)， 

而用周期法则将函数 r ( x ) 推广到 x 的其他实数值. 

对于这样作出的以2兀为周期的函数 r ( x ), 可以应用已证的关于展开的定理. 
然而，如 果所讨论的点 严 格地在 -7 T 与 7 T 之间， 则当检查这些定理的条件是否成 
立时，由于 （15)， 只需考虑实际上给出的函数 /( x ). 根据同样的理由，可以不必引进 
函数 r ( x ) 就直接用公式 （1) 将展开式的系数计算出来.简单地说,不必用辅助函数 

/*( x )， 以上所证明的全部结果都可直接应用到已给函数 f ( x ) 上来. 

但是必须特别注意区间的端点 x = 土 tt . 当检查第 684,686 目中任一定理的条件 
对于 r ( x ) 譬如说在点 X = 7 T 处是否成立时，则既需考察辅助函数 r ( x ) 在 X = 7 T 左 
侧 的值，又需考察 在右侧 的值; 其左侧的值与已给函数/( X )的对应值一致，而其右侧 

①见上页脚注②. 
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的值则与 f(x) 在; r = - 7 T 的右侧的值一致. 因此，如果我们要对于点 0 ； 土 7 T 复述狄 
利克 雷-若 尔当判别法,则在两种情形下都必须要求 f(x) 在 0 ； = 7 T 的左侧与 X --7 T 
的右侧都有有界变差，此时在两种情形下,应取 

r(7r + 0 ) + r(7T - 0 ) r(-7r + o) + 广（一兀 一 o) 

5o = - 2 -=-2- 

= /(7 T +0) +/(7 T -0) 

= 2 

作为值 Sb . 由此可知，即使已给函数 f ( x ) 在 X 二土 7 T 处 连续， 但是没 有周期 2 tt ， 从而 
/( tt )^ f (- TT )， 则当傅里叶级数收敛性的任一个充分条件成立时，这一级数的和将为 

/( —7 T ) +/(7 T ) 

2 ， 

而与 /(-7 T ) 及 /(7 T ) 都不相同.对于这种函数，展开式只在开区间 (-7 T ,7 t ) 内成立. 

读者应当特别留心下面的说明.如果三角级数 （2) 在区间 (-7 T ,7 T ) 内收敛于函 
数 f(x): 则因为它的各项都以 27 T 为周期，级 数处处 收敛，而且它的和 5( x ) 也是以 
2 tt 为周期的 x 的周期函数.不过一般 说来，这个和在上述区间以外已与函数 f(x) 
不同[如果已经在整个实轴上给出 f ( x )]. 以后 [690] 将用许多例子来解说此点. 

最后指出，可取长为 2 tt 的任一区间 ( a , a + 2 tt ] 来代替区间 (-7 r ,7 r ]. 


688. 任意区间的情形 设在任意长2叩 > 0) 的区间 (-1,1] 上给出一函数 f(x). 


如果用下式变换: 




X = ~ (-7T < y ^ 7r), 

7T 


则得在区间 (-7 T ,7 r ] 上一个 y 的函数/ (^) ; 此时就可应用上目中的讨论.我们已 
看到，在一定的条件下，可将它展开为傅里叶级数： 

/ (W) = y + [(a„cosny+ 6„sinny )， 

n=l 

其中各系数由欧拉-傅里叶公式确定： 


a n = ~^ J / (•) cos nydy (n = 0,1,2, 

b ^ = ~ [ f (~) sin nydy (n = 1，2, •’ 


♦ • 


现在回到原有的变数 x , 令 


7TX 


则得已给函数 f(x) 的三角级数展开式，但其型式略有变更 




ri 7 rx . , n 7 rx \ 

a n cos ——— h b n sin —— j . 


(16) 
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这里取的不是角 x 的，而是角〒的倍角的余弦与正弦.用同一变换，可将关于确定 
展开式系数的公式变换成 下形： 



cos 


T17TX 

丁 


dx 


b n = j jLi / ⑷ sin ^~dx 


(n =： 0,1，2, ...)， 

(n = 1,2，...）. 


(17) 


对于区间的端点 X = 土?， 上目中对点 X = 土 7 T 所作的说明仍然有效.最后，区间 
HJ ] 可用另外任一长为 2 Z 的区间来代替，特别可用区间 (0, 21] 来代替. 此 时则必 


须用公式 



21 f ( x ) cos ^dx 


I 


bn 



21 f ( x ) sin^dx 


(n = 0, l ，2"__)， 
(n = 1,2，...） 


(17*) 


来代替公式 （17). 

在区间的端点或函数的不连续点处保留所有条件时，已证明了下一重要而有原 
则性意义的事 实:在 任意区间上任意给定的函数属于极广泛一类者， @ 可以展开为三 
角 级数， 这就是说，在函数有定义的整个区域中，可用唯一的分析式—— 三 角级数 
将它表示出来.在第690目中，我们将特别找出函数的展开式的许多例子 ，而 
各函 数原先在区间的各部分上是用不同的分析表示式给出的.三 角级数这一工具是用 
来“接连”函数的普通工具，最终消除了在整个定义域中可用一个分析式表示的函数 
与要用几个分析式来定义的函数之间的界限[参考 46,3°;363, 5),407, 附注 1;497,11) 

等等]. 

689. 只含余弦或正弦的展开式 首先注意：如果在区间 [-7 r ,7 r ] 上所给出的（常 
义或非常义）可积函数 f ( x ) 是 奇函数 ，则 

f f ( x)dx = 0. 

J —IT 

将积分/二化为两积分之和的形状: Jo " + 并且在第二个积分中将 a; 换为 -X, 则 

不难推出此结果.用同样方法，可知当 f ( x ) 为偶函 数时， 

[ f { x)dx = 2 / f ( x)dx 

J —7T J 0 


[参考犯 4 ,9)及 316]. 

现设 f ( x ) 是在区间[- 7 r ,7 r ] 上绝对可积分的偶函数.则 f ( x)sinnx 是奇函数， 
由上所述， 

1 f n 

= 一 / f ( x ) sinnxdx = 0 (n = 1,2, • • • ). 


◎例如分段可微分或分段单调的函数等都包括在内. 
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因此，偶函数的傅里叶级数只含余弦: 


/ ㈤ 〜莘 + X ： 


cos nx 


(18) 


因为在这种情形下 ，/㈤ cos nx 也是偶函数，则应用上述第二个说明，能将展开式的 
系数知写作 



f ( x ) cos nxdx (n = 0,1,2, 


• • » 


如果函数 f ( x ) 是奇函数,则函数 f ( x ) cosnx 也是奇函数，从而 



f ( x ) cos nxdx 


我们得结论如下:奇函数的傅里叶级数只含正弦: 


0,1，2, 


/⑻ 〜 XX sin nx . 


(19) 


( 20 ) 


而且由于乘积 /( x ) sinnx 是偶函数，所以能写出 


bn 


f ( x ) sin nxdx (n = 1 ， 2 


• • 4 


( 21 ) 


顺便注意到在区间 h 7 T ,7 r ] 上所给出的每一函数 / Or ) 都能够表作偶函数与奇函 
数之和的形式： 

/⑷= / l ⑻+/2⑷， 

其中 

显然，函数 f ( x ) 的傅里叶级数恰巧是由函数 h ( x ) 的余弦展开式与函数 f 2 ( x ) 的正 
弦展开式所组成的. 

再设只是在区间 [0,7 T ] 上给出 f ( x ). 要想在这区间上将它展开为傅里叶级数 （2), 
我们对于在区间[- 7 T ，0) 上的值 x , 任意补充函数的定义，然后应用第687目中的结果. 
由于可以任意补充函数的定义，所以就有可能得到各种不同的三角级数.如果在0与 
7 T 之间的任一点处，函数满足在第694,696目中所建立的一个判别法，则这些级数 

在点 X 0 处或者收敛于 /( xo ) ; 或者在是不连续点时收敛于 设 0 - ± - 0 ) . 畜 - 0) . 

利用函数定义在区间 [-7 T ,0) 的任意性，可以得到 f ( x ) 的只含余弦或只含正 
弦的展开式.实际上，想象在0 < X < 7 T 时，令 

/(—$) = /0)， (22) 


则得在区间[- 7 T ，7 T ] 上的偶函数（图 123， a ), 而且它有周期 2 tt . 由前述可知它的展 
开式只含余弦.展开式的系数可用公式 （19) 来计算，而在计算中只用得着原给函数 
f { x ) 的值. 
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同样，如果用条件（对于0 < X < 7 T ) 

/(-X) = ~ f ( x ) (23) 

来补充函数/⑷的定义,使它成为奇函数(图123,6),则 
其展开式中只含一些正弦项.而其系数可由公式 （21) 来 
确定. 

因此，当已知的一些条件成立时，在区间 [ 0 , 7 r ] 上所 
给出的函数既能展开为只含正弦的级数，又能展开为只 
含余弦的级数！ 

然而,点 X == 0及 X = 7 T 需要特别加以研究.在这两 
点处，两个展开式是不同的.为简单起见，假定所给函数 
f ( x ) 在 X 二0及 X = 7 T 处连续，而首先考虑余弦展开式. 
条件 （ 22) 首先使得在 x = 0 处的连续性保持不变，因此 
当应有的条件成立时，级数 （ 18) 在 x = 0 处恰好收敛于 
/(0).又因 

/( —7 T + 0) 二 /(7 T - 0) = /(7 T )， 



a ) 



S 123 


所以在 X = 7 T 处也有类似的情况. 

正弦展开式的情况则不相同.现不深人讨论由于条件 （23) 而破坏了函数的连续 
性等等，而只简单地指出在点 X = 0与 X = 7 T 处级数 （20) 的和显然是零.因此只有 
在/(0)及 /( tt ) 的值等于零时，级数的和才能给出这些值. 

如果函数 /( x ) 是在区间 [0,/]( Z >0) 上给出的，则引用与688目中相同的变量 
变换后，展开函数为余弦级数 


do 

~2 



E 


ar > cos 



T17TX 

丁 


或正弦级数 

oo 

E 7 , T17TX 

On Sin - y - 

n=l 

的问题就化为刚才所讨论过的问题.此时展开式中的系数可分别用公式 


或 



(n 二0,1,2,…） 



(n = 1 ， 2 ,…） 


(24) 


(25) 


计算出来 
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690.例 下面作为例子的函数不是可微分函数，就是分段可微分的函数.这种函数无疑地 
能展开为傅里叶级数，因此我们不讨论展开问题. 

1) 在区间（- 7 r ,7 T ) 内展开函数 


f ⑻ 


沁=常数，/0)_ 


由公式 （1): 


CLQ 



e ax dx 


air 


shan 


air 



e ax cos nxdx 


^ n ~^ T^ sha7r 


a cos nx + n sin nx 
a 2 + n 2 



e ax sin nxdx 


(- 1 广彳点 sh - 


1 a sin nx ~ n cos nx 


a 2 -f n 2 


因此，对于一 7 T < 0? < 7 T ， 则有 


— sha 7 r 


2 a 




(—l) n 

a 2 + n 2 


[a cos nx ~ n sin nx] 


如果我们从区间 (0, 2 tt ) 出发，则得系数不同的展开式 
的展开式也不难从已经求得的展开式推出. 

2) 在区间 (0, 2 tt ) 内展开函数 

/⑷=丁. 

由公式 (1*)： 


此时必须利用公式 (V). 不过新 


CLQ 



2tt 


7T — X . 1 

—- ax — — 
2 2tt 


cos nxdx 


7TX — -X 


\ 27T 

)1。 =0, 


1 / 、 sinnx 

_ (7r _ x) __ o 


2n7r 



2tt 


sin nxdx 


( n = 1，2,…） 


bn 



2tt 


sin nxdx 


丄 / 、 cosnx ^ 丄 / ， 

—(7T — x) - — r ： — / cos nxdx 

2?r v ; n 0 2n?r J Q 


(n = 1，2, 


这样得到特别简单并且只含正弦的展开式 


E 


sin nx 


(0 < x < 27r). 


在 : r == 0( 或 2 tt ) 处，级数的和等于零，上面的等式不成立.在以上所指出的区间之外，这个 
等式也不成立.级数和 S(x) 的图解（图 124) 是由无限多个平行线段与在: r 轴上的一列孤立点 
所构成的. 
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S 124 


3) 由于上题中所得展开式特别重要，今不依赖一般的理论，而用初等的方法将它推演出来. 
设0 < z < 2? r . 利用第680目中的公式 （26), 将它改写为： 


sin(2n + l )- 
y cos kx — ^ L 


k 


2 sin 


x 

2 


2 


逐步求得: 


E 


sin kx 
k 


k 



E X 

cos ktdt = —— + 


k 



x sin(2n + 1) 


2 


dt 


2 sin 


2 


x 

- h 

2 



2 sin- 


sin(2n + + 


x sin(2n +1) 


2 


t 


dt 


但当 n — + oo 时，由第 682 目中 的基本引理， 上面的等式最后一部分中的第二项趋近于 0;® 而 
作变换 w -(2 n + l )|, 则第三项变换为 



(2n+l) 


smu , 

- du, 

u 


它显然趋近于于是 


9 V 

lim 


k 


sin kx 
k 


7T — X 
2 


这就是我们所要证明的. 

4) 从 2) 中的展开式出发，不加计算，可推得其他有趣的展开式.在原展开式中将 z 换成 2: r , 
并用2除等式两端 ，得： 


7T X 

4 ~ 2 



sin 2kx 
2k 


(0 < X < 7r), 


①如果令方括弧中的因子当 * = 0 时的值为0 ; 则它是在这点 解析的 函数，因为它在这点邻近， 
可以展开成幂 级数： 

_^一 U + …. 

2sinl * 12 5760 
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由原展开式减去这个展开式 ，得: 


7 r sin (2 fc — l ) a ; ^ 、 

: = W (ocxc). 


如果用 S ( x ) 表示上面级数的和，则 S (0) - S ( w ) = 0. 因为正弦是奇函数，改变 z 的符号， 
可知在区间 (- tt ,0) 内，的甸=对于 z 的其他数值，和数 S ( x ) 可由周期规律推出，因此特 

别在区间 （27 T ，37 r ) 内，又得 S ( x ) = 等等.函数 S ( x ) 的图解见图125;图126显示由级数的 
各部分和所表示的、不连续函数的逐步渐近值. 




Ik 


45F 


图125 


如果在所考虑的展开式中， 令 即得我们熟知的莱布尼茨级数 [404(16)] 


卜 1 


当及 : r =$ 时 ，得级数 

D O 


1 11111 
t 5 7 11 13 17 


及 


7T , 11 11 

2^/3 5卞7 11 13 

合并此处所求得的展开式与 2) 中的展开式，不难得出关于函数 f ( x ) - x 的级数 


2公-1广 


I sin nx 


(― 7r < x < tt). 


我们只是对于0 < Z < 7 T 直接得出此等式，但显然这等式对于 X -0 也 成立； 此外它的两端显然 
都是奇函数，因此最后的展开式对于整个区间（- ITT ) 正确. 

当; r 由- oo 变到 + oo 时，级数和的图解不难由图127表出.在图128上，描画着部分和 


S5 ( x ) = 2 ( sina ; 


sin 2 x sin 3 a ; sin 4 x sin 5 x 


的图解. 

5) 依靠 2) 中的展开式，证明在整个实数轴上 


7T 


sin 2 nirx 


x - E ( x ), 对于非整数 ： r 


2 1 


对于整数: r . 


6) 在区间[- 7 T ，7 T ] 上，展开（偶）函数 f(x) = X 2 为余弦级数 • 





图 127 
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在所得展开式中，令 a : = 7 r 或 a : = 0, 则得出熟知的 结果： 

7T 2 ^ 1 7T 2 ^ (-1)- 1 

了 = 2^， 12 = z^-^2— 

n=l n—1 

此两式中，任何一式亦可由其他一式直接推演出来 . 

7) 将 函数： 

(а) fl (x) = COSdX ， 在 [—7T,7r] 上按余弦展开， 

(б) f 2 {x) — sinaa :， 在 (-7r,7r) 内按正弦展开 
( 这里假定数 a 不是整数 ). 

(a) 我们有 


2 


0 LQ 


(n > 0) 


7T 


2 



cos axdx 


sin an 


air 



cos ax cos nxdx 


7T 



[cos (a + n)x + cos(a — n)x]dx = (—1) 


2a sin air 


a 2 — n 2 7r 


因此 


7T cos ax 
2 sin an 


2a ^ ^ a 

n=l 

♦ 


a cos nx 


2 — n 2 


(—7T ^ X ^ n). 


/ 产、分 7r sin ax ^oo f ^^nsinnx f x 

⑹答(-兀<尤<4 

顺便注意到当 z = 0时，可由 ⑷得： 


sin an an 




a 7 r 


(an) 2 — (n7r) 2 ’ 


或者令 a 7 r = 2; 则得: 


sin z 


z 


+D- 1 ) 


2z 


z 


2 


— (nn) 


2 


Z 


+ E(-D 


Lz — U7T 2 + ri7T. 


(其中 2 是不为 TT 之整倍数的任何数).由此重新求得函数之由简单分数形成的展开式.在 

sin 2 

⑷中令 z = 7 T , 便又得到函数 ctgz 的简单分数形式的展开式[参看 441,9)]. 

非常显著 的是： 这几个数学上的重要结果可以简单地从各别的三角展开式推得. 

8 ) 由 1 ) 中函数 f(x) - e a " 的展开式可以很简单地推得函数： 

( а ) fi (x) == chaa :， 在 [—7 r ,7 r ] 上的余弦展开式， 

(б) f 2 (x) = shcia :, 在 (-7 r ,7 r ) 内的正弦展开式，而且 / i (; r ) 与 f 2 (x) 分另 (1 是关于 f(x) 的偶 
的与奇的组成函数 [689]. 其展开式的形状是： 


7 r chaa : 
2 sha7r 



2^ + 


OO 

[(- 1 ) 

n=l 



a 2 + n 2 


cos nx 


(-7T < a: < 7r), 


7 r shaa : 
2 sha7r 


E (- 1 广 


n 


a 2 + n 2 


sin nx 


(—7T < x < n). 
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作为推论，由此可得函数^-与 cthz 的简单分数形式的展开式. 

shz 

现转到从0到^的区间上所给出的函数之余弦或正弦展开式的例子 [689]. 
9) 在区间 [0,7 T ] 上，用余弦展开函数 f { x ) = X . 

由公式 (19)： 



7 T 

2 


2 / ,2 sm nx 

a n = — I x cos nxax = —x - 

7 r L 7 r n 


7T 



sin nxdx = 2 


cos n 7 r — 1 
n 2 7 r 


即 

4 

= 0, a 2k -i = ~ ( 2 石二; [户兀 (左 = l ,2，-__). 

所求展开式的形 状为： 


(n > 0), 


7 r 4 cos (2 A : — l)x 

2 ~ 7 T ^ ~ (2 k - " 

fc=i 


(0 < a ; ^ tt ). 


级数和的图解表示在图 130 上[比较同一函数在 4) 中的正弦展开式及其在图127上的图解].在 
图131上，描画出近似曲线： 


y = S5 ( x ) 


7 T 

2 


4 / 1 0 1 r 

— cos a ; + — cos oa ; + — cos 5 a ; 
7 r V 3 2 5 2 


结合所得结果与在 6) 中函数 o : 2 的余弦展开式,容易得出: 



— 6nx + 27T 
~12 


2 


E 


cos na ; 
n 2 


(0 < a ; < 7 r ), 


然而，因为将: r 换成 2 tt - a : 时，等式两端的值均不变，所以事实上等式在较大的区间丨0, 2 tt ] 上依 
然成立. 



S 130 


10) 在区间 （0,7 T ) 内，按 正弦展 开函数 f ( x ) 

答 


X 2 . 


X 


2 


si 


sm nx 


其中 


^2 fc 


7 T L 27 T 8 

%， b2k ^ = 2F^T ~ tt( 2A: - l) 3 
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S 131 


读者试作出级数和的图解，并且将它与图129上的图解相比较. 

11) 在从0到 7 T 的区间中，展开函数/( 0 ：) = 为 （ a ) 余弦级数与 （6) 正弦级数, 

(-l) n e a7r - 


答⑷严 


e 


1 2a 




an 7r 一 — 1 a 2 + n 2 

⑹— (— 

12) 将函数 

( а ) fi ( x ) = sincu :, 在 [0, tt ] 上按余弦展开， 

(б) f 2{ x ) — cosm ， 在 (0, tt ) 内按正弦展开. 

( a ) 解首先假定^不是整数.则 


cos nx (0 < a: < 7r) } 


sin nx {Q < x < 7r). 


2 a ° 


a 


n 


7T 

2 

7T 



7T 


sin axdx 


1 — cos an 


7T 



tt 1 厂 

sin ax cos nxdx = 一 / [sin(o + n)x + sin(a — n)x]dx 

TT t ^ 


2 a [l — (—l) n cos an] 1 


7T 


a 2 - n 2 • 


所求展开式可写成下列形式: 


1 — cos an 


sin ax 


7T 


1+2 a E ^： 


cos 2kx 


k 


a 2 - (2k) 


2 


+2ci 


1 + cos an 


7T 


E 


k 


cos(2A: — l):r 
a 2 - (2k - l) 2 


(0 彡 : r 彡 7r) 


现设 a 为整数，则需要分成偶数 a = 2 m 或奇数 a = 2 m - 1两种情形.当 tx = 2 m 时 


ao = 0, d2k = 0, a2fc_i 


8m 


1 


tt (2m) 2 - (2k ~ l) 2 . 


因此 


sin 2mx 


8m 


cos(2fc — 1 ) 2 ： 

7r 二 ^ (2m) 2 — (2k — l) 2 

fc=i 


E 


(0 < a; < 7r) 



• 374 • 


第十九章傅里叶级数 


[690] 


同样，当 a = 2 m - 1时， 


2 


cos 2 kx 


Sin(2m -巾 = 汁 + 2(2m -1)E(2 ^_i) 2 - (2 ^ 

v k=l 

(6) 提示应分成与在 （ a ) 中一样的各种情形来讨论. 

13) 证明关于在 [0, tt ] 上的; r , 


① 


(0 < a ; < 7 r ) 


E 


k 


CO ( S |- T )^ = 2 工)(兀 2 +— 2 工 2 ). 


提示将在上式右端的函数 f ( x ) 展开为傅里叶级数，当重复进行分部积分时，顾及 f (0) 

/'(7T) = 0. 

14) 现在考虑非常义可积函数展开式的例子.设要在区间（- 7 T ,7 r ) 内，按余弦展开偶函数 


X 


f ( x ) = In 2 cos ^ . 

函数在区间的两端变为 oo , 但依然保持（绝对）可积分性. 
由公式 (19): 


2 


ao 


7T 



7T 


x 2 

In 2 cos —dx = In 2 + — / In cos tdt = 0 


o 


2 


7T 



[参考 492,1°], 而关于 n > 0, 


a 


n 


2 

7T 



7T 


,^ x y 2 . ^ a : 

In 2 cos x cos nxax = — In 2 cos — • 

2 7T 2 


n7r 



^ sin na : - sin 


x 

2 


sin nx 
n 


开 sin nx cos 


7T 


COS 


X 

2 


dx = (—1) 


n 


n 7 r 



X 

2 


sin 


a ; 

2 




(将 0 ： 换作 7 T - a :), 为了计算最后一个积分，将被积分函数写为和的 形状: 


• X 

sm na ; cos — 


) 


sm I n + ~ I a : sm l n 


-I) 


x 


sin 


x 

2 


2 sin -x 
2 


2 sin -x 


根据第 680 目中的恒等式 （26)， 将上式每一项分别换作和数 


n 


n —1 


2 


+5： 


cos IX 


或会 + E 


cos IX 


最后， 


产 1 

a n =- (n = 1,2,--) 


n 


而所求展开式的形状是 


In 2 cos —= 


E(-D 


n 


cos nx 
n 


(—7T < X < n). 


n 


①不难证明，如果在等式左端将正弦用它的绝对值来代替，则展开式在整个实数轴上成立 
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如果当 a : = 士 7 T 时令等式两端的值是 - oo , 则可看作等式在此时也成立.如果在 In 符号下 
将余弦用它的绝对值来代替，则新的等式对于一切实数值0：皆成立！ 

在证得的等式中，用 7 T - 0：代替0：,就得另一有趣的展开式： 

oo 

,^ . x cos nx ^ ^ x 

—In 2 sin — = > - (0 < a ; < 2 tt ). 

2 ^ n 

n—l 

关于此公式的推广，可作与上相同的说明. 

最后举几个展开“接连”函数的例子，这种函数在区间不同的部分上是用不同的分析表示式 
给出的 .® 

15) 设 


/( 工）= 



如果 — 7 T < a : < 0. 
如果0 < a : < 7 T . 


展开这函数为完全的傅里叶级数. 
由公式 ⑴有： 



2 a ° 


27T 



7T 

4 


dn 


7T 



x cos nxdx 


1 sm nx 

—x - 

7 r n 


7T 


1 


U7T 



sin nxdx 


cos nn — 1 


n 2 7r 


即 


同样 


展开式为 


a2k = 0 , 





cos nx 
n 



/ 0 ) 


7T 

4 


2 . sin 2 x 

— cos a ; + sin a ; - 

7T 2 


2 


9tt 


cos 3 a ; 


sin 3 a ; sin 4 x 


3 


4 


(—7T < X < TT). 


16) 在从 0 到 TT 的区间上按余弦展开函数 



⑼ 


( a ) 


/ i ⑷ 


0, 


对于0彡 a ; 彡 / i ， 

对*于 h < X 7T ； 


Mx ) 



对于0彡 a ; < 2/ i ， 
对于 2 /i < a ; 彡 7 T \ 



2 / ,2 sin n/i 

a n = — I cos nxdx = - 

TT J 0 tt n 


①然而与以上已研究过的例子比较，此处并没有包含任何新的 原则： 实际上， 2) 中的级数和也可 
看作是由许多线性函数“接连’’而得的函数（参考图 124), 
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除在点 x = h ^ 


fl(x) = ^)L + ^^cosnA 


sin nh 


n 


而在点0： = /1,级数和等于^ 


⑹ 


17) 求证 


2 


ao 




a 


n 


0 

2h . x \ y 2 1 — cos 2 nh 2 sin 2 nh 

1 — ^ ) cos nxdx = -— = - — 

7 r / Q \ 2/ i / 7 r 2 n z h 7 r n l h 


2 



/ 2 ( 工 ) \ l + ^2 (—^) cos na: } (0 < a: < tt). 


7T 2 


n 


, 、 cos 5 x cos 7 x cos 11 a ; 

( a ) cos a ; - = - 1 - z --- h 


5 


7 


11 


,_、 ， sin 5 a ; sin 7 x sin 1 la ; 

(6) sma; - 口 r- H - 二 --- h 


5 2 


7 2 


II 2 


7T 7T M » 

佘 当 4 时’ 

0， 当吾< a : <旱时， 

一 当时， 

当 T <《 道 


7T 


< 


2V3 

7T 2 

6^3 

7T 

2 V 5 


x 


(TT — 工) 


当0 < a ; < 吾时， 

当 J i <警时 

当 $ < $ < 71 ■ 时 , 


18) 设函数 f { x ) 由下列各等式定义 


7T 


cos a ; 


f ⑻ 


关于0彡: r 彡 i 




cos a ; 


7T 


关于 2 < X ^ ^ 


按余弦展开这函数 

答 


勝 ^2 


+E(-D 


fc_icos 2 kx 

二 I 


k 
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19) 求证级数和 


7T 飞 1 

— (cos x + sin a ;) + ^ ——— --[ cos (4 fc + l ) a ; — sin (4 fc + l)x — cos (4 A : + 3) a ; — sin (4 fc + S ) x ] 

2 ■ 2/c + 1 


k=0 
7T 


当 rmr < x < rmr + - r - 日寸等于 7 rsiri : r , 当 rmr + — < x < 
(m + 1 )tt 时等于 Trcosa :, 而当 a : = m?r 或 (m + 7 r 时等于 

(—= 0, 士 1, 士2, •. _ 

20) 以正六边形的边长 a 为半径，以其（互不相邻的）三顶 
点为圆心 作圆； 圆的外弧构成 三叶线 (图 132). 如果取六边形的 
中心作为极点，取通过一圆心的直线作为极轴，试写出三叶线的 
极坐标方程式. 

提示 r 二 /( i 9)(—7 T < (9 < 7 T )， 其中 偶函数 /((9)由下列等 
式定义： 



2 a cosO 


7T 


m 


关于 0 ^ ^ ^ — 


2 a cos ( 6 


2 n 

T 


7T 


关于； ^ < 沒彡 TT 


按余弦展开此函数. 

答 


7T 


^ r== 2 + ^4 


cos 3^ 


1 cos 6汐 + _ 1 一 cos 9^ 


5-7 


8 - 10 


21) 利用已知的展开式，求证 


( a ) 


(~7T ^ 0 ^ 7r) 


x sin a ; = 


1 — 臺 cos a : + 2 ^2 ~ ~ 2 ~ Y ~~ ( _7r < X ^tt); 

n=2 


(6) x cos x ~ ~2 s in ^ + 2 E (- D 

n=2 


n 


n 


n 2 


sin nx (— 7r < x < : 7r); 


X 


(b) sin a ; In 2 cos — = -： sin a ; 
、 ’ 2 4 


+ E 


(— i ) 

n 2 — 


n 


sin nx (—7 r < a ; < 7 r ); 


n=2 


X 


( r ) cos a ; In 2 cos -： = - - cos a ; 

w 2 2 4 一 n 

n—2 




^cosn, (-.<,<.) 


22) 如果在区间 [0, 2 tt ] 上所给出的函数 f ( x ) 适合 条件： 

( a ) /(27 r - a :) = f ( x ) 或 （6) f (2 n ~ x ) = 

则在第一种情形下，所有的二 0; 在第二种情形下,所有的 an = 0 . 

证明此结果[或者从公式 （1) 出发，或者按周期性开拓而得的函数为偶函数或奇函数来证明] 


因为 


附注由此可预见函数与 lrx 2 S in 言在区间 [0, 2 tt ] 上的展开式 [2) 与 14)] 的特性 

I A 

7T — (27T — X) 7T — X , ^ . 2tT ~ X , ^ . X 

---=- — , In 2 sin —-— = ln2sm-. 
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23) 求证： 如果在区间[- 7 r ，7 r ] 上函数 f ( x ) 适合 条件: 


( a ) f(x + 7r) = /(; r ) 或 （6) /( a : + 7r) = - f ( x ), 


则在第一种情形下, a 2 m-l = b 2 m~l — 0； 在第二种情形下, fl 2 m = &2 m = 0. 

24) 限于在区间 [0, tt ] 上所给出的函数，求证由条件 

( а ) /(7 T - x ) = f ( x ) 可导出等式 a2m-l = 0( 在余弦展开式中）或 & 2m = 0( 在正弦展开式 
中)； 

(б) /(7 T - a ：) - - f ( x ) 可导出等式 a 2m = 0( 在余弦展开式中）或 b 2 m-l = 0( 在正弦展开式 

中). 

附注基于此点，可以预 见:在 4) 中函数 J | 与^的正弦展开式的 特性; 在 12) 中函数 
sin 2 m；r 与 sin (2 m — l)x 的余弦展开式的特性；以及在 13),17) 与 18) 中各展开式的特性. 


25) 仿照第689目中的推理，证明在通常的条件下,能将在区间[0, g 上所给出的函数在这 
区间上展开为只含 偶数或奇数倍 0：的余弦或正弦展开式.求出系数的公式,并应用于各例. 

26) 设已给函数 f ( x ) 有周期 2 tt ， 并以 am ， bm 为其傅里叶系数.求用这些系数表示“经过位 
移的”函数+ 二 常数）的傅里叶系数仏 n ,、. 

利用在681目中关于周期函数积分的说明，有 


互0 = 一 



f(x + h)dx 


7T 



7T + h 


7T + h 


f ( x)dx = ao 


7T 



f(x + h ) cos mxdx = — 

7T 


7T + h 



7T + h 


7T + h 


f ( x ) cos m(x — h)dx 



cos mh •二 I f ( x ) cos mxdx + sin mh 

TT + h 

am cos mh + b m sin mh . 



7T + h 


+h 


f ( x ) sin mxdx 


同样， 

bm = bm cos mh — am sin mh . 

691. l n r ⑻ 的展开式 作为较复杂的例子，我们按照库默尔 ( E . E . Kummer ) 的方法，作 
出函数 \ nT ( x ) 在区间 （0,1] 上的傅里叶级数展开式. 

利用在第688目中关于在区间 （0, 叫上的函数展开式所作的说明（在现在的情形下，2/ = 1), 
求出下列形式的展开式： 


lnr ( a :) = ^- 4- y ^( Q n cos 2 mrx + b n sin 2 mTx ), 


而且可由与第 688 目中公式 (17*) 相仿的公式求出其系数： 

a n = 2 I In r(a;) cos 2 mrxdx (n = 0,1，2,…)， 

Jo 

b n = 2 I Inr ( a ;) sin 2 mrxdx (n = 1, 2, * • • 

Jo 
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但我们要指出，系数 a n 几乎不加计算就可确定出来.事实上，对已知的关系式 [531,5°] 

阼扒 1 - 尤)= ▲ 

两端取对数，求得 

lnr ( a ;) + lnr(l — x ) = In 27 T — In 2 sin ttx . 

函数 InT ( l - x ) 的傅里叶级数可由函数 lnr ( o :) 的傅里叶级数中将 0 ：换成1 -: c 而得.因此含 
余弦的各项保持不变，而含正弦的各项变号.两级数相加，得 


do 



2 a n cos 2 mrx . 


另一方面，如果利用函数 - ln 2 S in | 的已知的展开式 [690,14)], 但将其中的 z 换成 2 ttx , 则不 
难写出上面等式右端函数的傅里叶级数： 


In 27 T + — cos 2 mrx . 

n 


n 


这样立刻可得 


~(Xq — In y/ 27r ， Gn = ^~ (j^ ~ 1 ， 2， • • •） 

l In 


计算系数 6 n 要复杂得多.从 lnr ( a :) 的公式出发 [540] 


lnr(a;) 



(x — l)e 


e 一 2 -e 一以 


1 — e 


z 


dz 


z 


作代换 


e 


t , 此式变换为 


lnr ⑻ 



t 


X 


—怎 + 1 


dt 

Ini 


将此表示式代入 6 n 的公式中，并且颠倒对 re 及对 i 积分的次序，得 


b n = 2 



1 


dt 


o ln ^o 





x—l 


— a ; + 1 


sin 2 mrxdx 


我们可以改变积分次序的理由 如下： 表示式 


1 -t 


X 一 1 


1 


— a ; + 1 


sin 2 nnx 
Int 


作为二元函数，只是在 t = 0处不连续但此表示式对变数 t 的积分对于在区间 [0,1] 上的 a : — 
致收敛，因为 



t x 


1 


-( l - a ;) 


sin 2 mrx \ 

IM 


dt 


< 


r I lnr | 


I sin2n7ra:|T：r < 


1 


1 


x 


1 — r I lnr | 


2 nn 


® 不难验证在 t = 1 处，连续性事实上并未破坏. 




第十九章傅里叶级数 


[691] 


由已知的定理 [521], 改变积分次序是可容许的. 
现来继续计算,我们有 


于是 



sin 2 mrxdx 



x sin 2 mrxdx 


2 n 7 r 



t x ^ x sin 2 mrxdx = 一 / e xlnt sin 2 mrxdx 


In t • sin 2 mrx — 2 mr cos 2 mrx xint 
t [ ln 2 1 + 4 n 2 7 r 2 ] 6 


— (1- t )27 l 7 T 
x=0 t [ ln 2 1 + 4 n 2 7 r 2 ] 


bn 



2 n 7 T 




t [ ln 2 t + 4 n 2 7 r 2 ] 2 n 7 r 


dt 

\nt 


在这里令亡 


2rt7ru 


最后将 h 的表示式化成下式: 


特别推得 


由此 


“丄 / [-^ - e — 1 ^ 

U7T J Q L 1 + J U 


bl = ; j 0 irr^— e 


2ttu 


du 


nb n — 6 i = — / (e 

^ Jo 


27TU —2n7TU \ du 


) — =— Inn 

U 7T 


(伏汝兰尼积分， 495)， 这样，确定一切系数的问题化成了确定第一个系数的问题. 
回忆欧拉常数的积分表示式 [535] 


C 



rhi ~ e ' u ) 


du 


则 


6 i - - C =- 

7T 7T 



_ + i 

1 + U 2 1 + u) U 7T 



一 U —27TU 


du 


但第一个积分可以直接计算出来，它等 于零； 第二个积分等于土 In 2 tt (又是伏汝兰尼积分).最后 

7T 

得 


bi = -(C + ln 2 tt ) 

7T 


从而得 


b n = — (C + In 2 n 7 r ) 
rnr 


所求展开式的形状是 


lnr(a:) = In V^tt + — cos2n7ra: + —— (O + In 2n?r) sin 2mrx (0 < x < 1). 


rnr 



[692] 


§3. 补充 


• 381 • 


§3. 补充 


692. 系数递减的级数 直到此时为止，我们是从预先给定的函数出发，将它展 
为傅里叶级数，而应用到确定可展开函数为傅里叶级数的充分条件.在少数简单的 
情形下，反过来可证明已给的三角级数收敛于某一绝对可积分函数，并且是这函数 
的傅里叶级数.我们在这里叙述杨 （ W . H . Yoxmg ) 的有关研究. 

我们将讨论下列形状的 级数： 



q u cos 


oo 

⑻ E 

U=1 


q u sin ux ^ 


而且恒假定系数&是正数，并 且单调 减趋近于零.如我们所知[参考第430目末]， 
在任一不含点 2 A : tt ( A : = 0, 土 1,…）的闭区间上，两级数均一致收敛.用 f ( x ) 表示级 
数 （ C ) 的和，用 〆 x ) 表示级数 （ S ) 的和； 两函数都有周期 2 tt ， 并且除去形如的 
各点外，处处连续.在这些例外点，级数 （ C ) 可能发散因为函数/是偶的^是奇 
的，因此只需在区间 [0, tt ] 上进行讨论. 

1。如果函数 /( 或 W 绝对可积，则级数 （ C ) [或 （ S )] 是它的傅里叶级数. ® 

( a ) 用 sin mx(m = 1,2,…）乘函数 5 的展开式： 



g { x ) sin mx = ^ q v 



sin ux - sin mx , 


即得在区间 [0,7 T ] 上一致收敛的级数.事实上，因为 




cos ~x — cos 1 n 4-- 

Zt \ Zi 


sin ux 


2 sin 


2 


则 


• V 


sin ux sm mx 




I sin mx \ mx 




sin — 
2 


然后在这里应用狄利克雷判别法 [430]. [我们在这里应用初等不等式 

sin ^| < ^ (z ^ 0), sin ^ > —z fo < ^ < ^ V ] 

7 T V 2 / 

在这种情形下，可将级数从0到 7 T 逐项积分，求得 


2 

Qm — ^ 

7T 


I g ( x ) sin mxdx , 

Jo 


①如果级数收敛，则级数 （ C) 及 （ s) —致收敛于两连续函数，而两级数就是这两连续函 
数的傅里叶级数 [678]. 下文只在级数发散时有意义. 

® 这定理是一个很难证明的一般定理[参考750, 751] 的特殊情形，在这里我们宁可就所考虑的 
简单类型的级数来解决这个问题. 
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(6) 转到讨论函数/,用1 - cos mx 乘它的展开式： 

1 OO 

f { x)(l — cosmx ) = ~ cos mx ) 4- qu cos ^ a;(l — cos mx ). 

U =1 

由狄利克雷判别法,这级数同样在区间 [0,7 r ] 上一致收敛.要想证明此点，只需注意 




COS UX = 


sin y 1 ^ 2 ) X 

".1 
2 sin -x 
2 


⑴ 


因此 


4 V 

(1 — cos mx) + ^ cos ux(l — cosma ;)( 


1 — cos mx 

2 sin -x 
2 


< 5 m2x2 1 2 < 1 2 2 

< = 5 m 7TX < jm 7T 


!_ 应用不等式 ：i — cos ^ < -^ 2 .J 
逐项从 0 到 TT 积分，得 

2 2 

qo — qm = — f ( x)dx -/ f ( x ) cos mxdx ( m = l ，2，‘._). 

^ Jo ^ Jo 

在这里取 m — + oo 时的极限.由假设 ， g m — 0,又由第682目中的基本引理，上式最 
后一个积分也趋近于零.这样，首先得 

2 「 

Qo ^ - f [ x ) dx , 

兀 Jo 


然后普遍地求得 


2 r 

q m = — f ( x ) cos mxdx 

^ Jo 


至此证明完毕. 

2° 如果级数 




⑵ 


收敛，则两级数 （ C ) 及 （ S ) 各确定一个绝对可积的函数（并且因此是这两函数的傅 
里叶级数). 

因为讨论上两级数的方式相同，所以我们只限于讨论级数 （ C ). 令 


Qn ― 2^0 + ^1 H -+ Qm 
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我们逐步求得 


Qn _ 1 
n(n +1) 2^° 

n=l x f 


oo 1 n 

+ n(n + 1) 

n=l u=l 


UkJ UkJ ” 


n—u 


n(n + 1) 


go + E 


Qu 


Qo Q 


⑶ 


在这里，我们交换了两个求和步骤的次序 [393] 并且利用了显而易见的等式 


=】，以及一般的 £^Vn 


现设 


7T 7T 

^TT n 


对于 a : 的这些值， / Or ) 表示如下式: 


f ( x ) 


» V \ 

qo + ^ qy cos vx I 4 - ^ q 口 cos vx 


v = n+l 


第一个和式的绝对值按来估值.为了估值第二个和式,将阿贝尔引理 [383] 应用 
到表 7 K 式 


n+m 


q u cos vx. 

v = n+l 


因为 


n+/i 

E 

u—n+l 


cos vx 


sin ^72 4- M + - J ^ ~ sin (^n 4- - J ^ 1 

；i ^ : 


2 sin -x 
2 


sin -x 
△ 


则 


n+m 


q u cos vx ^ 


v = n+l 


Qn+1 ^ ^ / . -I \ 

- 1 — < 一 <3n+l < ~Qn < (打 + l)<3n ， 

• X X 

sin -x 
2 


在趋近于极限时，第二个和式的同一估值保持有效,故最后得 


\f(x)\ < Qn + (几 + 1)7 


n + 1 n 


在这种情形下 f 参考 （3) 及 （2)] 



\f(x)\dx = Y^ 



\f{x)\dx 


^ Y1 nfnVT) + ( n + 2 )^] = ^ (5 如 + 2 Q ) ， 
n=l 、 ' 
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因此函数 /(X) 确是绝对可积.只需应用1。就可完成这定理的证明了. 

我们以后可以看到 [731], 级数 （2) 的收敛性同时是级数 （ S ) 为傅里叶级数的必 
要条件，因此对于级数 （ S ) 所得的结果，不能再加改善.而级数 （ C ) 的情况则不相 
同：这里所提到的条件决不是必要条件.对于这种情形，我们还要举出上面没有包括 
的另一充分条件. 

3 。 如果差数 Agv =如—如 +1 随着 V 增大而单调减小，则函数 /( x ) 是非负的 


并且是可积的[级数 （ C ) 是它的傅里叶级数]. 

对部分和 


71 


C n { x ) = -qo cos ux 


(x > 0) 


作阿贝尔变换 [383]. 考虑到 （1)， 求得 


C n { x ) 


1 


n— 1 


^q v • sin [?; + - j x + * sin ( n + - j x . 


2 sin -x V v^o 
2 


2 


再对所得和式作阿贝尔变换.如果为简单起见，令 A 如- Ag , +1 = 并考虑到 


m 


J 2 sin v ^2 ) x 


1 — cos(m + l)x 


sin -x 
2 


则 C n ( x ) 化成下列形式: 


C n { x ) 


1 n —2 

-- ^2 A 2 ^ - (1 - cos(" + l)x) 

4 sin 2 -x 
2 

^ sin (72 + - ) a ; 

A 1 一 cos nx \ 2 

+A^ n _i - - Z - h Qn • - 1 ~ 


4 sin 2 -x 
2 


2 sin -x 
△ 


因为当 n — + oo 时，上式最后两项趋近于零，所以在取极限时，即得用非负的 
连续函数所作成的 f ( x ) 的展 开式： 


" 、 a2 1 — COS(" + 1)X 

/w = 22 A ^ - - 

u=o 4 sin 2 —x 

2 

(由假定，系数 A 2 ^ 是非负的).由此可见，函数 /( x ) 也是非负的. 

为了证明这函数的可积分性，我们利用第 518 目中的推论，以及将该推论换述 
为级数情形所作的说明.只要下面的级数收敛，则可写出 



f { x)dx = ^2 A 2 如 




1 — C0S(P + l)x . 
- j - ax . 

4 sin 2 -x 
2 
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因为 


1 — COS(P + l)x 

4 sin -x 
2 


E 


sin /i + - hr 




则直接可得 



m=o 2 sin -x 

△ 


1 — COS(P + l)x 

n 

4 sin -x 
△ 


cos \x 

&1 2 


dx 


7T 

2 


(^ + i ) 


[参考 309,5)(6)], 因此 



7T 


oo 


f(x)dx = $ 1)A 2 ‘ 

0 ^ 


现在还只需证实上式右端的级数收敛. 

在 375,3) 中，我们已经看到如果有单调减的正项级数 




0 


收敛，则条件 


ua 7J — > 0 


必须成立.由此还可知，级数 


+ 1)(^ — 知 +1) = + l)Aa, 


0 


0 


收敛且与级数 （4) 有相同的 和数： 此点可由恒等式 


71 — 1 


y^X u + 1)0^ — ^ + i) = ^2 a una 

u=Q u=0 


看出.现在如果取〜 = Ag ,, 则有 


⑷ 


最后得 


定理便已得证. 
例如，级数 


1> + 弘 2 


Qu 




qo 


o 


0 



f ( x)dx 


7T 

2 


%• 


E 


2 


cos nx 
Inn 
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适合于这定理中的 条件； 这个例子所以值得注意是由于对于它不能应用定理 2°， 因 
为级数 

oo 

孓丄 

nlnn 

n=2 

发散 [367,6)]. 

附注如果在级数 （ C ) 与 （ S ) 中，将变数 X 换成 X + 7 T ， 则得系数变号而其绝对 
值减的级数.对于这类级数，已证明的各定理还是保持有效. 

693. 三角级数借助于复变置解析函数的求和法在许多情形下，当研究形如 

( C ) 或 （ S ) 的级数之系数时，能证明这些级数收敛（可能除去若干个别的点)，且为其 
和的傅里叶级数（可参考前目)，但在所有这些情形下，自然要产生下一 问题: 怎样求 
出这些级数的和？或者更正确地说，如果级数的和一般地可用初等函数表示为有限 
的形状，则怎样将它们表示成为这种形状呢？早在欧勒（与拉格朗日)就已成功地应 
用了复变量解析函数求出三角级数的有限形和.欧勒方法的思想将叙述如下. 

设对于某一组系数两级数 （ C ) 与⑻在区间上（可能除去若千个 
别的点）处处收敛于函数 /( x ) 与 g ( x ). 现考虑具有同样系数,且用复变量 2 所作成 
的幂级数： 

1 oo 

-^Qo + ⑸ 

U=1 

由假设,在单位圆的圆周 ㈤ =1上，即当^ #时，除在若干个别的点外，这级数 

收敛： 


-go + ^2 Q^ lx — ^Qo + ^2 Q^( cosux + ^ sin ux ) 


2 


/⑷ + k ⑷. 


⑹ 


在这种情形下，由熟知的幂级数的性质，当 W < 1时，即在单位圆内，级数 （5) 显然 
收敛,且在那里定出某一复变量函数^⑷.利用已知的初等复变函数的展开式[参考 
第十二章，§5]，我们常常能将化为这些函数.于是对于^ = re -( r < l ), 就有 

1 OO 

U=1 

又由阿贝尔定理 [456], 只要级数 （6) 收敛,它的和可以作为极限 

/( x ) + ig ( x ) = lim < p ( re ix ) ⑺ 

r— 1 

而求得.通常这极限就等于 ⑽), 由此可以计算出函数/( X )与 〆X )的有限形状. 
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E 


COS UX 


V 


U 


oo 

及 E 



sin ux 
u 


由前目中所证明的断语可得 结论： 这两级数收敛（第一个级数除去在点0与 27 T 夕卜), 
并且是它们所定出的函数 / Or ) 与 〆 x ) 的傅里叶级数.可是这些函数究竟是什么呢? 
要回答这问题,作出级数 


E 


V 


Z 
U 


u 


由于这级数与对数级数 [458] 相似，不难求得其和为 


V ?( z ) = 


— ln(l — ^) = In 



(W < 工)， 


因此 


f ( x ) + ig ( x ) = In 


1 - e ix 


(x ^ 0 , 2 丌 ) 


由简单的计算，得 


1 


1 — e 


IX 




sin a ; 


(1 — cosa ;) — isinx 2 1 ^ 2(1 —cos a ;) 

" /7T X\ . 4 /7T X 

COS l2-2 ； +ZSin l2~2 


2 sin 


x 


2 


所以这表示式的模数是 


1 


2 sin - 

2 


而辐角是7.故 


In 


1 — e 


IX 


-ln2sin^+i^^ 


因此,最后求得 


f ( x ) = - ln 2 - sin |, g { x ) = - (0 < x < 2 tt ). 

我们已经知道了这些结果 [690,14) 与 2)], 并且过去有一次也是用“复数的”推 
理求得的 [461,6)(6)]; 但以往我们是从函数 f 与 g 岀发的，而现在是从解析函数# 
岀发的.在这里 两个级数本身是我们讨论的起点. 读者可以在下一目中找到另一些 
类似的例子. 

再次强调 指出： 必须预先确知，级数 （ C ) 及 （ S ) 收敛，我们才能够应用极限等式 
(7) 来确定级数的和.但由等式右端极限存在，还不能断定两级数收敛.为了要用例 
子说明此点，考虑对于0 < X < 27 T 显 然发散 的级数 

1 OO OO 

- + cos v 与 sin ux . 
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但是如果作出与它们相对应的级数 


1 


2, 


则当点 2 沿着单位圆的半径趋近于圆周上的点时，这级数的和有完全确 

定的极限 


sinx 


1 - e ix 


2(1 — cos a; 


(0 < a; < 27r), 


如果预先不能断定级数 （ C ) 与 （ S ) 收敛，则等式 （7) 只能看作一种导 入法： 先由 
这等式求得函数 f 与 g , 然后计算它们的傅里叶系数，只有当这些系数与已知级数 
的系数一致时，才可应用我们所已知的傅里叶级数收敛性判别法. 


694.例在下面所有各题中，请读者证明所设级数的 收敛性 
1) 求下列各级数 的和： 

t 、_ cosx cos 2x cos nx 

,_ 、 sinx sin 2x sin nx 

(6) 丁 + TTr + .，. + r ^ + …， 

解 这里 


咖) = 1 + E 


卞① 


所以 


㈤ ) 


cos x+i sin x 


cos x 


[ cos(sin x ) + i sin (sin x )] 


由此得 


( a ) f ( x ) = e cos x co 5 
2) 求下列级数 的和: 


e cos x CO s ( sinx)j g ( x ) 


e cosx sin(sin x ) 


( a ) 

⑷ 


cos x cos 3 a ; _ cos 5 x 

~1! 3!~ + 5! 

‘ cos 2 x cos 4 x 

1 - 1 - -- 

2! + 4! 


⑹ 

(r) 


sin x 

~TT" 

sin 2 x 
2! 一 


提示 在情形 （ a ),( S ) 下，函数等于 


sin ^ 


在情形 （ B )、（ r ) 下，它等于 


COS 2 


之 2 〆 

2! + 4! 


利用将复变量的正弦及余弦分解为实虚两部分的展开式 [459] : 

sin(a + pi ) = sin achp + i cos ash /?, 
cos(a + pi ) = cos achp — i sin ash /? 


sin Sx 

3!' 
sin 4 x 

' 4! 


sin 5 a : 

—5!" 
sin 6 x 

' 6 ! 


® 我们保持上目中的记号. 
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答 ( a ) sin(cos x ) ch(sin x )^ 
(b) cos (cos a ;) ch(sin x ), 
3) 求下列级数 的和： 


(6) cos (cos x ) sh(sin x ), 
( r ) sin(cos a ;) sh(sin x ). 


( a ) 1 + E(-ir 


一 1 


n~ 


cos nx 
n(n + 1) 


(B) 


cos nx 
n 2 — 1 


n=2 


w Er- 1 广 


n 2 


cos nx : 


n 二 =2 


W 乙(- 1) 


cos nx 


n=0 


(n + l)(n + 2)’ 


( a )，(6), 解与这两情形相对应的级数 


⑹ 


E / un-i sin nx 

(一” n ( nTl ) 


(x i\n Sin nx 

( r ) L(-D 


n=2 


( e ) 乙 (-1) 


n 2 


sin nx : 


n—2 


(3) 


E / n n-i Sin nx 
{ ~ } (n + l)(n + 2) 


/ 、 i 之 之 之 

^ ) = 1 + iT2~2T3 + F4 

不能直接求出已知的初等函数,但是如果利用显明的等式 


n(n -f 1) 


1 

n + 1 


将级数变换如下: 




•••} 


■ 

+ 1~2 + 1 


之 3 

T + 


则由对数级数 [458] 不难求得 


< p ( z ) = 1 + ln(l + z ) + - [ ln(l + 2 ) - z ] = 1 1 + 

z \ 


臺） ln(l + z ) 


现在在这里代人 2 


cosx + isinx . 即有 


1 + 2 = (1 + cost ) + isina ; = 2 cos — (cos 菩 + isin 丢) 


因此（对于 0 < z < TT ) 这表示式的模数是2 cos I ， 其辐角是 I ， 并且 


ln(l -h z ) ~ In 2cos - + i ~. 


最后得 


ip ( e x ) = [(1 + cosx ) — i sin x ] - In 2 cos 完 + i 专 

l I 


由此对^于 一 7 T < X < 7T 


f ( x ) = (1 + cos a;) In 2 cos — + —x sin a; 


g ( x ) = - x(l + cos x ) — sin a ; In 2 cos ? 
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㈤ 〜 ⑷提示 在所有各情形下，利用对应的等式 


n 2 — 1 2 Vn — 1 n + 1/ n 2 — 1 2 Vn — 

1 _ 1_3_ 

(n + l)(n + 2) n+1 n + 2’ 

就不难化为对数级数的问题 . 

_ r£ rjQ 

答 ㈣ (cos x + cos 2x) In 2 cos ~ ~ (sin x + sin 2x) — cos a :， 

( 3 ) (sin x + sin 2x) In 2 cos — — — (cos x + cos 2x) — sinx. 


[ 关于 ( B )-(e) 参考 690,21).] 
4) 求下一级数 的和： 


Eh) 


n — l 


cos(2n — l)x 


n + 


提示 ip(z) = -ln(l +z 2 ). 

答限制在区 | 、 4(3<:^ 兀上，有 


cos a: In 2 cos x + x sinx 


/(x)= 


对于 0 ^ a ： < - 


cos a: In 2| cos ar| + (x — tt) sin x, < x ^ tt 


5) 求下列级数的和： 

,、 cos 2x cos 3x 

⑷ TTT + TTT — 

, 一 、 cos 2x cos Sx 
(6) TT2T3 + 2 ^ 

提示利用 


os Sx j cos 4a: ( 

2—3 + 3^4 + 
cos 3 a: cos 4x 

2:3:4 + 3~-4-5 


(n — l)n 


及 


(n — l)n(n + 1) 


的 “ 简单分数 ” 展开式，则化为 In 


的问题 . 


答在两种情形下，关于 0 < x < 2 tt 


(а) (1 — cos x) In 2 sin ^ — sin x + cos a: 

x 3 1 

(б) (1 — cos x) In 2sin — + - cos x — 


6) 求下列级数 的和 : 


⑷ 它 ( 一『 1£ ^^1£ 


⑹ f ： (-ir- l Sin g^ 


/ x iX n^iCos(2n - l)x 

( B ) ” (2n — l)2n 


(a) ， (6 ) •解作出级数 


2n — 1 


D- 1 广 
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于其中可看出反正切函数 


arctg^ 


2i 1 ~ zi 


的展 开式； 除去 2 = 士 i 外，这展开式关于 M < 1 成立 [459]. 
在这里令 2 并且限于区间 0 < or < 7T ， 但除去点 or 


7T 


2 


. 则有 


1 -h zi • cosx 

-= i 


1 


Zl 


1 + sin or 


^(M) 


因此这表示式的模数为 


tg l 


/7T 


X 

2 


)| ，其辐角为 + 妥或 - 兰，依工 < ?或工 > 芸而定.所以 


2 


2 


2 


2 


In 


1 -h zi 
1 — zi 


In 


tg l 


/7T 


X 

2 


丄 7 r • 

士 r 


且关于这些： r 的值 


/ ⑷ 


7T 7T 

■j ， 0 ^ x < -. 

7T 7T 

2 <X<n 


9 {x) = - In 


i /tt x\ 

tg (i +2) 


+ 誉 ) 


( b ) 提示 合并刚才所得的结果及习题 4) 中的结果，求得 


7T 


/ ⑷ 


2 


(cos x\n2 cos x'+ xsinx) 


7T 


7T 


2 


(cos or In 2| cos x\ + (x — 7r) sin x) 


7) 求下列级数 的和 : 


(а) cos or H- 

(б) sin or + 


1 cos 3x 1 - 3 cos 5x 1-3-5 cos 7x 


2 3 

1 sin 3x 


2 3 

, 、 cos x 1 cosSx 

w 1 2 2 3,4 

, 、 sin or 1 sin 3x 

(r) - ~— + — 


2-4 5 

1 _ 3 sm5x 

2^4 5 

1 二 3 cos 5x 

2~^ 5^- 6 
1 - 3 sin 5x 


2.4,6 7 

1-3-5 sin 7x 


2-4-6 7 

1-3-5 cos 7x 

2 ♦—4 • 6 T. 8 — 




1.2 2 3,4 2-4 5-6 

解关于情形 （ a) 及 （ 6 ) 


+ 


0 < a: < ? 
I < < 7T. 




(2n-3)!! 2 2n 


n 


(2n-2)\\2n 


arcsin 2 


[459] • 其次，关于 0 < or < 7r ， 


arcsin e ix = arcsin COS 怎 


+ sin or 


i ln(Vl H-sin x + V sin x) 


H i2 


"14 


t6 


,n 


112 


"14 

土 

- 

a 

g 

ct 


瓶 


样 

这 




2 • 
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知道了表示式右端的正弦实际上等于 e ix ， 则易于验证此点 . u # 又由方程 


sin uctiv = cos or, cos ushv = sin or 


求得 w ，％ 就不难推出上面的表示式.这样， 


= arcsin 


cos or 


/ ⑷ 


yl 4 - sin or 

g(x) = ln(\/l + sini + Vsin x) 


(0 < or < 7r) 


关于情形及 （ r ), 得级数 


z 1 z 3 1^3 z 5 1-3-5 z 7 
1^2 + 2^4 + 2^4 5^6 + 2—:4 * 6 7^8 + 
/ 1 z 3 13z 5 1 • 3 • 5 z 7 \ 

r + 


丄 j 上 2 丨 丄♦丄 

z \ 2 Z W 


1-1-3 
2 「 4.6 


1 • 1 • 3 • 5 • 8 
2~-4^6 -8^ + 


arcsin 2 + -(\/l- 1) 


[460]. 因此关于 0 < or < 7 r 


cos or 


9 (x 


V 丄厂 O 

:)=ln(\/l H-sini 


+ V2 sin x cos (吾 + ^ ) - cos 

7T 、 

—H — ) 4 - sin:r. 
2 4 ^ 


- COS X, 


695. 傅里叶级数的复数形式 重新考虑以 2 tt 为周期且在任一有限区间上绝 
对可积的任意函数 /( x ), 并考虑与这函数相对应的傅里叶级数 


/⑷〜？ + E a m cos rax + b m sin rax. 


⑻ 


级数的系数由下列公式确定: 


m = — / f(u) cos mudu (m = 0 , 1 , 2 , • • • ) 

7T ./ _ ^ 


b m = — I f(u) sin mudu (m = 1,2, • • •). 


( 9 ) 


现在如果将 cosma: 与 sinmx 用纯虚变量的指数函数表示式来代替 [457]: 


cos mx = ^{ e mxi + e~ mxi ) 


sinmx = -(e- 


xt —mxt 

— e 


( e 


mxz 


_ ^ mxi ^ 


114 ) 右端并非简单地是 Arcsine 的一个值，而即是用 arcsin ^表示的 主值， 这样一件事可从主值的 
定义立即得出[参看 459], 
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则得级数 


/⑻〜 



~( a m + b m i)e 


mxi 


此式可简单地 写成： 

+oo 

/(x) 〜52 (10) 

k——oo 

其中 

Q ) = 豆 a 。， = 2 ( a?n —办 m <)， C—m = (^m ~ f ~ (jTl = 1，2，___) (11) 

因此 

c—m = Cm ，® (12) 

上一表示式是函数 f ( x ) 的傅里叶级数的复数形式. 

如果级数 （8) 收敛于函数 /( x ) 的充分条件成立，则级数 （10) 也收敛于同一和 
数，不过只要（由求得级数的方法可知）将求和的手续了解为求对称的部分和 



在 n — + oo 时的极限.然而如 果级数 

oo oo 

52 及 [c_ m e- ma:i 

m=0 m=l 

分别收敛， 则上面所说的极限可由这两级数的和相加而得. 

如果考虑到欧勒-傅里叶公式 （ 9), 则由公式 （ 11) 所确定的展开式 （ 10) 的系数 
C m 可一律写成： 


c n = [ f{u)e~ nui du (n = 0, 士1，士2,… )• 

J —7 T 


(13) 


如果设函数 /(⑷ 能展开为级数 （ 10)( 因此能用= 代替〜 )，我们用 e -- 乘等式的两 
端，再从 -7 T 积分到 7 T ， 并在等式的右端逐项积分，则也可直接求得这些系数，而与 
系数及相似 [678]. 

如果有复函数 


/⑻ = /i(x) +i/2(x )， 

其中 A 及/ 2 为属于所考虑类型的实函数,则函数/的傅里叶级数很自然地称为函 
数 A 与/ 2 的傅里叶级数的形式和，而预先须用 i 乘/ 2 的傅里叶级数的各项.在复 

①请回 忆厂如 果：是复数，贝！1符号5表示与它相共轭的复数. 
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数形式下，函数/的傅里叶级数有 （10) 的形状，其中系数 h 和刚才一样，可用公式 
(13) 表示出来 Cf 旦在一般的情形下，当然不能肯定系数 c m 与 的共扼 性). 

有时很自然就直接得到函数的傅里叶级数展开式的复数形式.作为一例，回忆贝塞尔函数的 
母函数及其展开式 [395,14)]; 


+ OC 


(之一 


= Jn ( a ) 


不难看出，这展开式对于不等于零的一切复值2皆成立.在这里，令2 


则得 


+ CC 


> 二 Jn ⑷ 


(14) 


复函数 

e aislnx — cos ( asim ) + ism ( asinx ) 

就已被展开为 （10) 型的级数，此级数对于^一致收敛①(由于幂级数的性质)，并 
复函数的傅里叶级数. 

回忆 

J-m(a) = (― l) m Jm ⑷ 

[395,14)], 将求得的展开式改写为下列 形式： 

OO 

Jo ⑷ + J m (a)[e™ + 

m=l 

OO OO 

= Jo ( a ) + 2 J2k (^) cos 2 kx + 2 i sin (2 /c — l ) x . 

fc=l /c=l 

分别比较表示式 （15) 及 （16) 的实数与虚数部分，即得有趣的展开式： 

OO 

cos ( asina :) = Jo ( ct ) + 2 J2k { o ) cos 2/ car , 

k—l 

oo 

sin (a sin = 2 J2k - i { o ) sin (2 /c — l ) x . 


(15) 

并且因此显然为此 


(16) 


在此处将 z 换成^ ^还能得到另外两个展开式: 


cos(a cos x ) = Jo ( a ) + 2 工^( 一 1广 J2 * ⑷ cos 2 kx ^ 

/ c=l s 

00 

sin(acosT) = 2 Ed 1 J 2 k-i{o) cos(2 /[: — l)x, 

fc=i 

最后，如果应用公式 （13) 来计算展开式 （14) 的系数，则得熟知的贝塞尔函数的积分表 示式: 


7 / \ 丄 / (a sin x — nx)i 
Jn ⑷ = 5 e 、 

^ —7 T 

这公式我们已经遇到过好几次了. 

①我们分别考察两级数与 


dx = — I cos(asinar — nx ) dx ^ 

7T 
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696 . 共轭级数 具有任意实系数的三角级数 


+ a m cos mx + 6 m sin mx 


( 17 ) 


可 以在形式上① 当作复变数 z 的 幂级数 


do 

T 


+ 52 («m 一 bmi ) 之 


(18) 


在 


e xi 时的实数部分.事实上，这时 


m ^mxt 


cos mx + i sin mx 


并且 


(a m — bjn^z 171 = (a m cos mx + b m sin mx) 4 - f(—6 m cosmx + a m sinmx) 


级数的虚数部分也可在 形式上表示为级数 


{—bm cos mx + a m sin mx). 


(19) 


级数 (19) 称为与级数 (17) 共轭. 

与某一（以 2 tt 为周期并且绝对可积分的）函数 / Or ) 的傅里叶级数相共轭的级 
数值得特殊注意.与傅里叶级数 （17) 本身收敛性问题相平行，特别能提出共轭级数 
的收敛性的问题.但是在这种情形下，由于事先不能自 然地预 料到共轭级数的和是 
什么，所以产生了额外的困难. 

与在第681目中一样，我们开始先作出在 x = x 0 处级数 （19) 的部分和 s n (x 0 ) 
的适当表示式.将系数灿化卜，…， a m ,6 m ，…用它们的积分表示式来代替[参考 
(9)], 则逐步 求得： 

n 1 / >7T 

Sn(x 0 ) = f(u) [— sin mu cos mxo + cos mu sin mxo\du 

7 T / 





f{u) E sinm(u — xo)du. 


如果用公式 


$ v 

sin mt 


cos -t — cos n H — ^ 
_2_\ 2 / 

2sin^i 


①因为我们不知道这级数是 否收敛，所 以这里只能 说在形式上. 
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变换积分号下的和式，则 5 n ( x 0 ) 的表示式取得下列 形式： 

广 7 T COS ]-{u - Xo) - cos (n + 每 ) (w — x Q ) 

5n(x 0 ) = / f(u) - -- ,- - - -- du. 

n sin -(w — xo) 

这积分与狄利克雷积分相似. 

换取区间[吻 - 7T,X 0 + 7r], 并利用代换 U — XQ = t, 与第681目中一样，求得 


*5 n (^ o ) = ~ 


2丌 



f(xo + 1) 


cos -t — cos n H —— 

2 V 2 

rr ; 

sin ~t 
2 


dt 




2 丌 



必⑺ 


cos -t — cos I n + - 

A \ 

sin ^ 


dt 


其中为简单起见，已令 


^(t) = f(x 0 +t) - f(xo -t). 


如果假 定积分 


5 0 


2 tt 





° tg 2 


dt 


收敛，即使不是绝对收敛，则可 写出: 


〜1 cos [n+-\t 

8 n (xo) 一 So = - ^(t) - ； - dt 

nJo 2sinU 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


并能设法证明此积分当 n — + oo 时趋近于零：这时氣就是级数 （19) 的和.我们只 
指出按照迪尼判别法 [684] 型式建立的关于级数 （19) 有和瓦的充分条件 •. 

如果积分 

广 ^^-dt (h>0) 


存在，则与函数 f(x) 的傅里叶级数共轭的级数在点 x 0 处收敛于和数 5 0 . 
由于 

1 

轉) 


2tgf 


tgf 


则由所作假定，首先推出积分 （22) 绝对收敛.同样可证明积分 


•r m 
0 2sin ^ 


dt 
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为绝对收敛，由此根据第682目中的引理，则有 5 n ( x 0 ) - §0 — 0,这就是所需要证明 
的. 


显然，我们只需假定两积分 

f h 1/(^0 + 0 -/(^o)l^ 1 f h 1/(xq-^)-/(xq)1^ 

Jo t Jq t 

分别存在，或者更特别地只需假定利普希茨条件 

\ f(xo ± t )~ f ( xo )\ ^ Ct a (0 < a 彡 1) 

成立就够了. 

注意在所有这些条件中，都要假设函数 f ( x ) 在点卻处 连续， 或至少两极限 
f ( x o ±0) 相等.但在一般情形下，当函数 /( x ) 在所考虑的点 xo 有一跳跃，即 当条件 

/(^o + 0) — f(xo — 0) 避0， 

成立时，可以证明共轭级数 （19) 在这点显然发散， ® 因此假定函数 /( x ) 在点吻处 
连续是必要的.在此处可看出级数 （17) 与 （19) 的情况有特殊的 差別： 实际上，对于 
傅里叶级数 (17), 仅有跳跃存在并不足以妨碍级数的收敛. 

我们对于与傅里叶级数共轭的级数不再作更详细的研究. 

697. 多重傅里叶级数 我们也能考虑多元函数的傅里叶级数.为了作出这种 
表示式，只需限于考虑二元函数的情形. 

设对于一切实值 x 与 y 给出函数 f { X ) y ). 我们假设它对 t 及对 y 都有周期 2 tt ， 
并且它在正方形 


( Q ) = [—丌，兀;-丌，丌] 

上可积分（常义或非常义).仿照展开式 （10), 写出二重级数 


fhy ) 



(nx^-my)i 



〜 〉: 7n,mC 


(23) 


与它相对应，其中系数是由类似于 （13) 的公式 确定: 


1^. 


i /( Q 严 ^ 


x + 叫 /)i 


dxdy 


(AM = 0,士1，士 2，-. 


这就是函数 / Or ， y ) 的复数形式的傅里叶级数 . 如果在上面写出的关系式中，我们将 
符号〜 换为=， 再用 e -— 乘“等式’’两端,并且在矩形 （ Q ) 上积分，而对级数 
则逐项积分,则能由通常的方法求得傅里叶级数的系数. 

①显然积分 （22) 也发散！ 
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这时实数形式的傅里叶级数十分复杂 . 如果在复级数中集合各共轭项，则得 


/(x ， y) 〜 [a n?m cos nx cos my + b n ’ m cos nx sin my 


71 , 771=0 


+c n ，m sin nx cos my -f d n , m sin nx sin my}. 


其中 


辽0,0 


4丌 2 


IL 


f(x, y)dxdy, 




2丌 2 


II f(x ， y) cos nxdxdy 
JJ{Q) 


(n = 1,2, 


ao 


bo 


-~2 COS mydxdy (m = 1,2, 

^2 jf( )f(x ， y) sin mydxdy (m 


1 , 2 , 


^ n.O 


2丌 2 



f(x ， y) sin nxdxdy (n = 1 ， 2, 


(Q) 


并且，最后得： m，n = 1 ， 2,… 时， 


a n ， m = ^2 


//(q) f( x ， V) cos nx cos mydxdy 


b n> m = ~2 //( Q) /0^y) cos rix sin mydxdy ， 


Cn , 


dn 


丄 v 

ff(Q) sin nx cos mydxdy ， 

— f f ⑼ f(x, y) sin nx sin mydxdy. 


但通常将级数 （ 24 ) 写成下列形式 : 


/(x ， y) 〜^ A n , m [a n ， m cos nx cos my + 6 n ,m cosnx sin my 


n,m==0 


+Cn，m sin nx cos my + d n ， m sin nx sin my ] ， 


(24) 


(25) 


(24*) 


其中乘数 A n , m 当 n = m = 0 时为四分之一，当指标 n ， m 中只有一个等于零时为二 
分之一，当 n ， m 都不等于零时为一.而系数 d n , m , 6„， m , Cn， m , ‘, m 都可由公式 （ 25 ) 计 
算出来 . 

级数 （ 24) [ 或 (24*)] 的收敛的问题可以由研究它的部分和 5 n , m (x 0? 2/o) 来解决 . 
对于这种部分和能得到类似于狄利克雷积分的积分表 示式： 


n.m 


( ao ， yo ) 


4丌 2 


『『 sin + -J wsin ym + - j 

/ / f(x 0 + w, y 0 + v) - ; - j - j - dudv. 

J sin -usin -v 
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我们不研究这个问题.而只说明，如果下列条件成立，则函数 /( x , y ) 在点 ( xo . yo ) 处 
显然可展开为傅里叶级数： 1) 偏导数尨和/纟处处存在并且有界， 2) 在所给点的邻 
域内二级导数 (或 f ;) 存在，并且在所给点处连续. 


§4. 傅里叶级数的收敛特性 

698. 对于基本引理的几点补充当转而研究傅里叶级数本身的收敛特性时，我 
们首先讨论这种级数一致收敛的充分条件. 

要研究这个问题,必须先将第682目中的第一基本引理加以补充.这就要在该 
目所讨论的积分中引入不同的参数，现在研究对于这些参数积分一致趋近于零的问 
题. 

1°设函数 〆 定义在区间 [ A , B ] 上并且在这区间上绝对可积，此时如果变数 
a 与6取区间 [ A , B ] 上的任何值，则两积分 

/>6 pb 

I g{t) sinptdt, / g(t) cos ptdt 

J a J a 

当 p _+ + oo 时对于 a 与 6 —致趋近于零. 

我们只要讨论上列第一个积分就够了.由于函数 

[W)\dt 

J A 

一致连续，对于给出的 £ >0 ,能用点 


丁 Q < 丁1 < …< 丁1 < n +1 < …< 丁 n 


将区间 [ A , B ] 分得充分小，使得 



Ti 十1 


|^)|^ < £： 


0,1 ， … ，n — 1). 


又因形如 



g(t) sin ptdt (ij = 0,1 ， 2, • • • ， n) 


⑴ 


的积分只有有限个，所以能求出共同的 △> 0,使得对于 P > △，所有的积分的绝对值 
都小于&但不难看出不论 a 与6如何，积分 



g(t) sin ptdt 


与⑴中某一积分之差（对于任意的 p ) 小于 2 e . 因此当 p > △时，不论 a 与6如何， 
这积分的绝对值小于知.这就是需要证明的. 



2。其次可以断定积分 
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g(x ± t) sinptdt^ 



g(x ± t) cosptdt 


当 p — + oo 时对于参数 a ，6 及 a ： —致趋近于零，只要其中各参氣适合条件 

•Agx 士 a ， x 土 b < B, 


事 实上， 例如对第一个积分作代换 


x ±t = Uj 

则可以写成 

px^b 

/ g(u) sinp(u — x)du 

彳怎土 a 

px^b px^b 

= cospx I g{u) sin pudu — sinpx I g{u) cospudu^ 

J cc 土 a J cc 士 a 

因此问题化为前一情形 ( i °). 

3。 最后，如果在积分号下的表示式中还引入在区间 [ A , B ] 上有有界变差的任 
意乘数7⑷，则积分 

/>6 />6 

I g(x ± sin ptdt ^ I g(x 土 t)j(t) cos ptdt 

J a J a 

当 p —> + oo 时也一致趋近于零， 

因为 7 的可写成两个单调增函数的差的形状，所以我们只要假设7⑷本身是增 
函数就够了.在这种情形下，由第二中值定理 [306] , 

f b 

I g(x d= sin ptdt 

= 7 (a) J g(x 士 t) sin ptdt + i(b) j g{x ± t) cos ptdt (a ^ r ^ 6). 

由于函数 7 ⑷有界,在这里问题也化为已经考虑过的情形 （2°；). 

现在转到第 二基本 引理； 我们对于它只补充说明 如下： 

4。 设函数夕⑴在区间 [ A , B ] 上连续并且单调增加，而区间 [ a ,6] 含在 [^4, B ] 
的内部.则积分 

J g(x±t)^~dt 

(其中 — A 及 S — 6) 当 )• + oo 时对于在区间 [ a , b] 上的 ： r 一致趋近于 
极限 lg ( x ). 
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依照第685目中的证明并使其适合于这里所设的情形.现将第685目 （13) 中 
的第一个积分写作 




sin 2 7 

- dz , 

z 


由于 〆 : r ) 有界，所以这积分 对于在 [ a ,6] 上的 x —致趋近于极限 ^ g ( x ), 在另一方 
面，因为函数 〆 x ) 在 [ A , B ] 上一致连续，所以对于已给的 e > 0,我 lb 可选出与 x ( 在 
从 a 到 6 的范围中变化） 无关的数6 > 0,使得 


\g(x ±t) ~ 夕 (x)| < e 当 0 < t < 6. 

分解第 685 目 （13) 中第二个积分（与在那目中一样）为和数/ 1+ / 2? 我们有 不仅与 
V 无关而且也与 z 无关的 估计值 685 目 (14). 最后，由 3。， 对于 rr 一 致趋近于零. 
总之，由此可推得所需要的结论. 

699. 傅里叶级数一致收敛性的判别法 现在不难作出一些适当的判别法来判 

断傅里叶级数在某一区间 [ a ，6] 上是否一致收敛于 f ( x ). 当然首先要假定这函数在 
所述区间上连续[参考 431]. 现 先作岀形状改变了的 

迪尼判别法 已给在区间 [a,b] 上的一连续函数 f(x). 如果取定某一 /i > 0,对 
于在 [a,b] 上的一切 x, 积分 



存在，并且对于 rr 一 致收敛 （当 （二 0 时)， 则函数 f ( x ) 的傅里叶级数在区间 [ a , 6] 上 
一致收敛于这函数. 

我们回忆在这种情形下， 

( p { t ) — f(x - \- t ) +/(x - t ) ~ 2 f ( x ) 


并且 


(工） 一 f (^) = - 

7T 



(3) 


由所作假定,对于任意给出的£>0,有一与 x 无关的数 S >0 存在, 使得对于在 

[ a , b ] 上的 一 切 rr , 


s 


W ⑴I 


dt < £. 


0 
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这时积分 （ 3) 可表示为和数的形状 . 并且显然不论 n 为何值， 

7T u 7T ° 



sin n + t 1 亡 


冰 ) 


2 sin 2' 


dt ^ — / 
7T Jo 


I 冰 )1 


2 1 

- T ； 

sin -t 
2 


dt < 



I 冰 )1 


dt< r 


£ ① 


这式对上述所有的值 X —致成立 
转到积分 



7 t sin \ n-\- - 

ip{t) - j - dt 

2 sin -t 
2 


⑷ 


由前目 3 °，可见积分 



f(x ± t) -- * sin f n 4- - j tdt 


2 sin -t 

Ju 


当 


n —► 


oo 时对于在 [a,b] 上的 X — 致趋近于零 . 由于函数 f(x) 在区间 [a,b ] 上有 


界，这个结果对于积分 


例 s ~r t 

2 


sin n + t I tdt 


也成立 . 由此可见有一个与 ： r 无关的数 TV 存在 , 使得当 n>N 时 ，不论 rr 是 [a ， 訶上 
的何数， 积分 （ 3) 的绝对值变为 < 至此证明完成 . 

由此可特别推出 

利普希茨判别法 如果在某一比较 [ a , 6] 更宽的区间[4,利上（乂 < a < 6 < S ), 


条件 


i/(xo-/(x)i<ci^-xr 


成立， 其中 X〆 是 [A,B] 上的任 意点， C 与 a 是正常数 （a ( 1); 则函数 f(x) 的傅 
里叶级数在区间 [a,b] 上一致收敛于这函数. 

事实上 , 如果选取 /i 为两数 B~bSa — A 中较小的一数，则对于在 [a,6 ] 上一 
切 x 的值 , 积分 （ 2) 小于下一收敛 积分： 


2C 


f — 

0 


dt. 


①利用不等式 


• 2 ( ^ 7T\ 

sinz > —z 0 < 2 < — ) 
7T V 2 / 
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如果函数 /( x ) 在比 [a,b] 更宽的区间上有有界的导数 f(x )， 则显 然利普希茨条 
件（在 a = 1 时）成立，因 此函数 f(x) 的傅里叶级数在 [ a ，6] 上一致收敛于这函数. 
而且这条件是下一判别法的一个特殊 情形： 

狄利克雷-若尔当判别法 如果在某一比卜6]更宽的区间 [A,B] 上函数 f{x) 
连续并有有界变差，则函数 f(x) 的傅里叶级数在区间 [a,b] 上一致收敛于这函数. 
依照第 686 目中的论证，将积分 


, r n sin I n + ^ 

S n (x) = - / [f(x + 幻 + f(x - t)] - 5 - dt 

^ 2sin-^ 

2 

表示为积分的和 ^ 其中正数 A 要选得小于 a - 乂与 S - 6 ,且与 

X 的值无关 . 由显然 I ：面第二个积分当 n — oo 时对于 rr 一 致趋近于零 . 
个积分中，令 


b] _L 
在第一 


- 一 + 


2 sin 2' 

首先从第一个积分中分出一部分 : 


2 sin 2' 




2 sin -t 
△ 


- sin + - j tdt 


又由 3° ，这部分一致趋近于零.① 
最后回到积分 


1 fh Sin l n+ 9j^ 

— / [/( 工 + 幻 + /(^ - 0] -：- dt . 

冗 Jo t 

因为在区间 [A,B] 上函数 f(x ) 可以表示为两 个连续 增函数之差的 形状： 

/ 0 ) = h (^) ~ h{x), 

I 

所以对这两函数分别应用命题 4°, 便能断定上面的积分一致趋近于极限 ^ $ 

2f(x) = f(x). 证明至此完成 . 兀 

特别，如果在区间[- 7 T ，7 T ] 上给出一连续并有有界变差的函数/( X ),且适合条件 

/(―兀）=/0)， 


①参考第690目 3) 的脚注. 
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则它的傅里叶级数在整个区间上一致收敛于这函数. 

为了要证明这定理，只需以 27 T 为周期，按周期规则在整个数轴上延拓此函数, 
然后任取一包含 [-7 T , +7 T ] 在其内部的区间作为 [ A , B ]. 

700 . 傅 里叶级数在不连续点附近的 性质； 特殊情形现在研究函数 f(x) 的傅里叶级数在 
这函数的不连续点附近的性质.我们开始考虑一个特殊的级数.这级数有一种有趣的现象，能够 
最简单明了地表现出来. 

我们知道级数 

oo . 

^ sin(2fc — l)x ^ f sin 3x sin 5x 1 〜、 

2 {腿+丁 + 丁十…} ⑸ 

fc=i 

收敛于和式 

{ ~,如果 0 < T < 7 T ， 

0， 如果 I = 0, 士 7 T , 

如果 一 7 T < T < 0 

[参考 690,4)]; 在点 x = 0 的左方及右方，函数有 跳跃： 


(7(+0) - (7(0) = ^ ， （ 7 ⑼ - (7(-0) = ^ 


我们将研究级数部分和 


• V 

^ 2 n — 1 (^) = 2〉: 


sin(2/c — l)x 
~ 2^:1 """ 


的性质®因为它是奇函数，所以只要在区间 [0,7T] 上考虑它就够了.此外，显而易见的恒等式 


sin(2A: - 1) + x 


sin(2fc — 1) — x 


指出 ( T2n - l { x ) 关于点^ - 为对称: 


0 "2 n — 1 




<^"2n 


( 昏-斗 


因此可以限于在区间[()，■]上进行研究. 
不难求得 CT2n - l ( x ) 的表示式： 


/ X fX sin 

cos u + cos 3u + - — h cos(2n — l)u]du — I ―:- du 

Jo sin ^ 


⑹ 


或者，如果令 2 mi = i ， 即得: 


0"2 n — l ( T ) 


2 n 



2 nx • . 

sin t 


dt 


⑺ 


sm 


2 n 


①显然 < T 2 n (^) — ^2 n - l (^) - 
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这表示式可写成和式的形状: 


0"2n — 1 (工) 


2 n 



J ( k - l ) 


2nx 


sint 


dt 


⑻ 


kTr J sin — 

2n 


其中 = 对于 i = ， n - l ， 一般地令 


(i+1) 


2n 


sint 7 , ,、i 1 f smz , , ,、i 


我们显然有 


扒 > 0 及 v i+ i < Vi 


⑼ 


因此，最后得: 


CT2n-l(x) = Vq 


-Vi H - h (-1 广一 1 叫一 1 + (-l) fc i；fc 


( 8 *) 


其中用 (~ l ) k v k 表示最后的一个“不规则 ”项； 它的符号是 (- l ) fc , 而其绝对值小于叫. 

由此立即推得关于和式 ^-1(^) 的性质的一系列结论.如果固定 n , 而 r 从0变到 - 
1) 和式 ( 72 n - l { x ) 为正，且只在 X = 0 处为零； 


则 


2) 它在点 


m 丌 

2n 


( m = 1,2, ••• , n ) 


处有极 值：当 m 是奇数时有极大值，是偶数时有极小值. 事实上，由 （8*) 可见在区间 |m 

( m + l )&] 上，函数 a 2 n - i ( x ) 当 m 是偶数时为增 函数， 当 m 是奇数时为减 函数® 

最后极值的表示式 


2 n 


(J2n-l{Xm) = Vq - Vi - j- (一 1) 


并且考虑不等式 （9), 可知: 


3) 当 z 在区间 [0 ，吾 ] 上变化时， aw -；! Or ) 的极大值从左向右减小而极小值则增大. 

所有这些断语都表现于图 133, 在这图中描出了函数 a u ( x ) 的图解作为例子. 

现讨论函数的最大的极大值，即从 r 二0计算起的第一个极大值,它就是函数在点 


( n ) 


2 n 


处的值，其大小等于[参考 （7)] 


m [ 


<^2 n-l 


(伞 )) =去 



smt 


° Sm 2 n 


dt 


@考虑导数 


时，也容易得到关于函数 


C2n— 1 


d / 、 sin 2 nx 

~CT2n^l(x)- -- 

ax sinx 

㈤ 的极值的论断 2) [参考 （6)1. 
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图133 


7^ 

T 


在这里我们取 n 作为指标，因为现在打算要研究当 n 变化时函数的性质.显然当 n 增大时， g n) 
单调减小,并且当 n ^+ oo 时趋近于零.为了简化对于 M [ n ) 的大小的研究起见，将它的表示式 


换写为下列 形式 : 



因为当 n 增大时，被积分式中的第二个因子随着 n 的递增而一致(关于0递减①趋近于1，所以 
M [ n ) 也显然递减趋近于 极限： 


lim Mp) 

n—+oo 



( 10 ) 


由 此得： 

4) 函数 a 2 n - i ( x ) 在值 r = x ( 1 n ) 处达到第一个（最大的）极大值，当 n 无限增大时，单 
调减趋近于零，而极大值 M [ n ) 本身则单调减趋近于公式 (10) 所表示的极 限叫. 

—般说来，对于函数的第 A : 个 （ A : 固定!）极值也能作类似的断 语:函 数在值 



(n ^ k) 


处达 到它； 当 n — oo 时， x ( fc n ) 趋近于0,而第 A : 个极值的大小 M ( k n \ 则单调趋近于极限 



如果所讲的是极大值 （ fc 为奇数）则 Ml n ) 减小； 如果是极小值 （ A : 为偶数）则 Ml n ) 增大. 

为了说明起见，我们作出了图134,在其中将前六个和式 tr 2 n - i ( n = 1,2,3,4,5,6)的图解加 
以比较. 

—①我 in 在此 E 应用到这；*实^之从0增大到兰时，函数—本身也增大. 

2 sin 2 
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图 134 


由第 478 目中所作的推理，显然数 Mfc 比起数 

sini ，■ 7 T 


来，依次交互一大一小.差数 PA ： = Mfc - | 有下列各值： 

P 1 = 0.281; ① P2 士 -0.153; P 3 = 0.104; p 4 = -0.073; p 5 = 0.063;. .. (11) 

现在我们已能充分完满地说明级数 （5) 的部分和 a 2 n ^ i ( x ) 收敛于和式 a ( x ) 这一 特性； 为了 
明确起见，我们的讨论限于在区间队坰上. 

如果用任意充分小的邻域 [0,6) 及 （tt - (5, tt ] 划出不连续点 x = 0 Rx = n , 则由前目所证 
明的结果，级数在余下的区间 [ S , 7 T - (5] 上一致收敛.换句话说，当 n 充分大时，部分和 cr 2 n ~ i ( x ) 
的图解在这区间的整个范围就向着直线 y =~ 任意充分靠拢，在点 I = 0(及 r = tt ) 附近，函 

数从值 i 变到值0 ,即有一 跳跃； 在这里，自然不可能有一致逼近的性质，因为 <72 n ~ l ( x ) 从在 

T = 5( 或 7 T - (5) 处接近于!的值 以连续的方式 变为在 Z = 0( 或 7 T ) 处的值 0. 

然而很值得注意 的是： 一致近似性之所以不能成立的原因不仅 在此； 我们要提醒读者注意这 
个事实.在 y 轴右侧附近，当函数 ( T2n - l { x ) 的图解突然趋近于原点 (0,0) 以前，它围绕着直线 
y 二 | 振动，而且振动的振幅当 n — oo 时一点没有无限减小的趋势.反之，如我们所看到,在这个 
直线上面的第一个峰，也就是最高的一个峰的高度在这时趋近于数量 P1 =0.281, 随着第一个峰, 
其余的谷与峰当 n 增大时从右向左推移，并向 y 轴密集，而且当 n — oo 时，它们的顶点与直线 
y ^~ 的距离分别趋近于序列 （11) 中其余的数量内，内,…等等.在直线 n 的左侧邻近，也 
有类似的图形.在2/轴左侧附近也是一样，应重新作出同一 图形; 不过要将所有考虑过的数量变号. 

①参考 412 目， 4 ). 













. 408 • 


第十九章傅里叶级数 


[701] 



a 135 


可以说对于曲线 y = ( J 2 n - i (^), 当 n — oo 时, 
画在图 135， a 上的折线不是“极限的几何图形”(不 
是如我们自然料想到的那样!)，而应取图135,6中 
的折线作为极限图形，其中重直的线段分别 延长了 
约 0.281 : | = 18%. 

在19世纪的末年，吉布斯 ( J . W . Gibbs ) 首先 
也是在一个三角展开式的特例上注意到这种 收敛性 
的缺点， 因此我们称它为吉布斯现象 . 现在将看到 
在某种意义下，这种现象在一般情况下也要产生. 


701. 任意函数的情形 考虑以 2 tt 为周期并具有第一种 孤立不 连续点^ = 的绝对可积 
函数 f(x). 则在某一区间[仰-△，抑+ △] 上 （△ > 0)，没有其他不连 续点； 为了简单起见，假定 
函数在这区间上有有界变差. 

现引用函数 a ( x ~ x 0 ), 它与上目中所研究的函数的差别只是在于向右平移了抑，利用它作 
出函数 


<p{x) = f(x) - /( 工 0 士 卞 0 . … 9 - ) . — i [f^ XQ + 0) - f(xo - 0)](j(^ - Xo). 

z 丌 

如果在不连续点 r =抑处，约定取 f { X ° 十 0) t f{X ° ~ 0) 作为值 /( xo ), 则容易 证实： 

<p(xo + 0 ) = <p(xo — 0 ) = <p(xo) = 0 . 

这样，函数 < p ( x ) 在点^ = 处就是连 续的： 利用函数 a 能够补救函数/的不连续性！如果取 
△ < tt , 则函数 p 在区间[抑 - A,^o + A ] 的其余各点处也 连续； 而且函数#也与函数/及 a 
一样，在这个区间上也有有界变差. 

现在可写出 


f(x) = f(xo) + - [/(xo + 0) - f(xo - 0)}a(x - xo) + <p(x). 

丌 

在这里，将函数 - 仰）及 ip ( x ) 用它们的傅里叶级数展开式来代替，我们显然就得到已给函数 
的傳里叶级数展开式.它的部分和 Srn ( x ) 可表示为下列形式： 


Sm ( T ) = /(工0) + 

在这里，当 m = 2 n _ 1或 2 n 时， 


/(^o + 0) - f(xo - 0) 


丌 


(X - Xo) + (fm(x) 




k 


n 1 

———- [cos xo sin(2A: - l)a: — sin xq cos(2A: — l)x] 


k 


而 ^ m ( x ) 则表示 f 的级数的相应部分和. 

因为^(^ 0 ) — 0 ,并且函数 ( p ( x ) 在； c = ;ro 处连续，所以当 △ 充分小时,在区间 
[xo — A , + A ] 上的 一 切 值可任 意小. 同时 ( fm ( x ) 在这区间上一致趋近于 < p ( x ), 因此当 m 充 
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分大时， PmOr ) 的值可任意小.这样，和式 S ^ X ) 的性质基本上已由和式 CT m (； C -； C 0 ) 的已知性质 
所 确定; —项的出现只会有不重要的改变，而当 r 愈接近于 x Q Rm 愈大时,则改变愈小. 
如果对于奇数 m = 2 n - 1，令 

> 丌 7T 

= ^0 + — = ^0 H - — T , 

2 n m + 1 


而对于偶数 m = 2 n 


^ 7T 7T 

sw = 2^0 + 7%~ = ^0 + 

In m 


则 


lim = xq . 


如果同时考虑到（10)，则 


lim Smiim) = f ( xo ) + + ~~— - Ml 

i—*oo 7T 


因为当 m — oc 时，显然 


= [ v ^ m (^ m ) 一 V ^(^ m )] — ^ 0. 


用 i +内代替糾，并且引用跳跃量 P = /(^o + 0) - /(^o-O), 可将所得结果改写为 


lim Sm ( im ) = f(xo + 0) + — Pi . 

a—►oc 7T 


( 12 ) 


同样，按照 m 是奇数或偶数，令 


丌 7T 

Xo_ ^Ti 或吻一 5 


得 


Hs m D = /( x 0 _0) — 7 〜 


(13) 


这样，在所考虑的一般情形下，和式 Sni ( x ) 在不连续点吻的邻域内之振幅的极限值比较函 
数 f ( x ) 的跳跃量网大 

21^1 

~ pl5 

即大18%.在这里，要得到和式 sm ( x ) 的图解的极限几何图形，只对曲线 y = f ( x ) 附加在垂直 
线 I =抑上连接纵坐标为 f ( x 0 - 0 ) 及 /(^ o +0) 的两点的线段是不够的，还必须把这线段相应 
地向上下两方延长.可以说对于任意的函数都有吉布斯现象！ 

附注对吉布斯现象的研究还可得到其他有趣的结论.譬如，利用这种研究，对于有有界变 
差的函数 / Or ), 则能由它的傅里叶级数直接求出确定它在任意点抑处的单侧极限/(吻士 0) 及 
跳跃量的公式.为了这个目的，例如，可应用公式 （12) 与 (13): 将它们两端相减，求得 


2 /xi 


lim [ Sm ( im ) ~ 


然后确定 /(^0 ± 0) 便容易 多了， 这种类型的公式都是由费耶 ( L . Fejer ) 求得的 
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702. 傅里叶级数的奇异性质.预先的说明 在连续函数的傅里叶级数的一切 

收敛判别法中，除了连续性本身以外，总还需要加上某些条件:有时是某一积分存在， 
某一不等式成立，或有限的导数存在；有时是函数有有界变差或逐段单调.因而很自 
然地发生了下一 问题： 要傅里叶级数的收敛，仅有产生这级数的函数连续这一性质 
是否就够了呢？早在1876年，杜.布瓦-雷蒙 ( P.du Bois - Reymond ) 已经对这问题作 
了否定的答复,他作出了一个连续函数的例子，其傅里叶级数在若干点发散. 

勒贝格 （ H . Lebesgue ) 在1906年作出了一连续函数的例子，其傅里叶级数处处 
收敛，但是并不一致收敛. 

在这里,我们要依照费耶所指出的方法，作出具有“杜_布瓦-雷蒙奇异性质’’及 
“勒贝格奇异性质”的一些例子. 


在这两种情形下，都要用下列有限三角多项式 ( m 与 n 表示自然数）作为作法 
的 要素： 




cos mx cos(m + l)x 


n n —丄 

cos(m + n + l)x 


- I • . • ■ j.i 


cos(m + n — l)x 
1 


+ ••• + 


cos(m + 2 n — l)x cos(m + 2 n)x 




sin mx sin(m + l)x 


4 9 % 


n 


n —1 


+ 


n —1 
sin(m + n — l)x 
1 


n 


sin(m + n + l)x sin(m + 2 n — l)x , sin(m + 2 n)x 

-- 1 


1 


n —1 


n 


事先推出这些多项式的若干性质： 

1°第一,不论变数： r 及指标 m 及 n 的值是怎样， 一 定有一个常数 M 存在，使 
得 

\ Pm , n ( x )\ 《 M 及 \ Qm , n (^)\ ^ M . (14) 

为了要证明这性质，变换多项式 p 与 g ， 合并其中具有相同系数的各项.这样， 
在第一个多项式中，令（当 " =1，2, • • _ , n 时） 


cos(m + n — v)x cos(m + n + v)x 


v 


v 


2 sin(m + n)x 


sin vx 


v 


我们将它化成下列形式: 


同样， 


♦ v 

Pm , n ( x ) = 2 sin(m + n ) x ^2 


sin vx 
v 


Qm y n { x ) = -2 C 0 S(m + 7 l)x 



E 



sin vx 
v 




[702] 


§4. 傅里叶级数的收敢特性 


• 411 • 


因为在这里两种情形下，所出现的和式的乘数显然有界，所以问题归结为和式本身 
的有界性.我们过去已将这和式表成下列形式 [690,3)]: 


n 

U = 1 


sin vx 
v 




2 sin I 



tdt 4^ 



(n+§)x 


smu , 

- au. 

u 


在这旱，右端的第二项当 n — oo 时一致趋近于零，所以它有界 [698,1°]; 又因积分 

/ 0 °° — du 收敛,所以第三项也有界.由此推得所需要的结论. 

T 多项式 PRQ 的部分和（即在多项式中从第一项起任意个相连各项的和) 
的情况则有所不同.如果取多项式前 n 项的和，则当 x = 0时，它的值是 

rr , 1 1 

丑 n = l + 5 + ••. + _, 

2 n 

即随着 n —同发散于无穷大 [365,1)]. 因为， 显然， 

1 r +1 dx , , 1X , 

一 > / — = ln(i/ + 1) — In 

^ Ju ^ 

所以可 求得札 的下一熟知的估计值 


H n > Inn. 

当 X = 0时，多项式 Q mi n ( x ) 的部分和全都等于零.但是如果我们计算多项式的前 
n 项 在靠近于零的 (当 m 及 n 很大时）点 a ； = -―^ ~ r 处的和，则得 

2(m + n) 


n 


E 


7T VTK 

z/ Sm V 2 2(m + n) 


根据熟知的不等式 sin ^ > -^ (o < ^ < ^),这和式比 

7T V Z / 



H n 


n 


m + n 


> In n — 1 


更大，并且 也随着 n 无穷 增大.实际上在这里已经包含着（杜 • 布瓦-雷蒙及勒贝格 
的）两种奇异性质的胚胎了. 

3 。如果我们取任意正数 e , 限制变量 x 在区间 [ e , 2 tt - e ] 上变化 ，® 则两多项 
式的一切部分和（的绝对值）都以同一与 m 及 n 无关的常数 L ( e ) 为界，只需关于表 


7 K 式 


I 





cos{p ± \)x 

A 



A=1 


sin(p ± \)x 

A 


( 15 ) 


①或取从 + e 到 2 (fc + - e 的区间（其中 fc 为任意整数)，像这样并没有什么不同. 




■ 412 ■ 


第十九章傅里叶级数 


[703] 


证明此点就够了，因为容易看岀在一般的情形下，各部分和可写成两个类似表示式 
的差. 

现取表 7 K 式 

E l cos(p + \)x 

A 

A=1 

为例，并且为了求它的估计值须应用阿贝尔引理 [383] . 当标数 A 增大时，因子$减 
小,但总是正数.至于因子 cos(p + A )^, 则其任意个的和 

A 0 sin (p + A 0 + 

cos(p + X)x = - 

A =1 



的绝对值不超过常数 



. e . 

sm - 


由此可作结论: 


i 


E 


A 


cos(p + A) 

A 




1 


sin 


e 

2 


对于 （15) 中其他的表示式，这个结论还是成立.这样，可以取常数作为上述的 

sin 2 

界 L ( e ) • 

所有这些性质在下款中都要应用到. 


703. 奇异性质的作法 现在取正数序列 { a fc }, 使得级数5]办收敛.又取两个 
无穷增加的自然数序列 { mj 及 { n fc }, 作岀两级数 

oo 

a kPm k ,n k (^) = 中⑷ ⑴ 

fc = l 

及 

OO 

a kQm k , n k (^) = 屯 ㈤ . ( II ) 

k=l 

则因根据 (14), 这两级数都以收敛级数 MEa k 为强函数,所以它们绝对且一致收敛. 
因此 [431] 函数中⑻及 ^ f ( x ) 显然连续. 

我们先取及使其适合下列两个要求： 

1) m fc+ i > m fc + 2 n k (关于 k 二 1，2,…)， 

2) 当 A: — ^ oo 时 , 《 2 fclnnfc — +oo . 例如可令 




爪 fc = = 


2 fc3 
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两 个不同的三角多项式 ㈦ 或 a k Q mk , nk ( x ) 分别在级数⑴或 （ n ) 中 
出现，由 1), 它们不包含具有: r 的相同倍数的项.如果现在简单地依次 一一 写岀 （ I) 
或 （ II) 中的多项式序列的一切项，即去掉所有括号，则得两个三角级数（一个是余弦 
级数,另一个是正弦级数) ，就是函数及 ^( x ) 的傅里叶级数. 事实上，例如如果 
用 cospx 乘等式⑴的两端并从0到 2 tt 积分，则由级数的 一致收 敛性，能够进行级 
数的逐项积分法.然后将每个积分 

/ a k Pm k , n k { x ) cospxdx 

Jo 

用有限 个积分的和来代替， 则 除了在 a k P mk ^ k ( x ) 中含 cospx 项的情形以外，一切积 
分都是零，由此可知 cospx 的系数是傅里叶系数. 

现在研究这些傅里叶级数收敛及其收敛的特性问题.如果限制: r 在区间 [£,27 T 
- e ] 上变化，则这两级数也与级数 C 0 及（ II ) 一样，是收敛的，并且甚至是一致收敛 
的.这是因为（例如）函数伞 ㈨ 的傅里叶级数的任一部分和，与级数（ I )的某一部 
分和 

S — 1 

>二 a kPm k , n k (^) 

fc=l 

的差只是三角多项式 


asPm 




中的某一部分和，而由702,3°,这一部分和的绝对值不会超过 a s L ( e ). 并且当 s 无 
穷增加时一致趋近于零. 

由于 e 的任意性，因此就保证了函数与 ^( x ) 的傅里叶级数在 （0,2 tt ) 内 
的一切值: r 处收敛.然而第一个级数在 x = 0( 或 2 tt ) 处发散，即有“杜.布瓦-雷蒙 
奇异性质”！实际上，如果一般地用 5 m (^) 表示它的第 m 个部分和，我们有 


Sm k + rik-\{x) - Sm k -l{x) = a *： 


cos rrikX 
rik 



+ 


cos(mfc + nfc — l)x 

1 


因此[参考 702,2°] 


^mfc+nfe — 1 (0) - - 1 (0) = QjkH nk > 

结合要求 2)， 此式证实了级数收敛的基本条件 [376,5°] 不能成立. 

至于函数 ^( x ) 的傅里叶级数则仅含正弦，所以当然它在^ = 0( 或 2 tt ) 处也收 

敛.但是这时在点 : r = 0的邻域内， 收斂性不是一致的， 因而我们在这里体现了“勒 

贝格奇异性质”！为了要证实这一点， 一 般地用 5 m (^) 表示它的第 m 个部分和，并且 

计算在点 x = — ^一~ r 处的差数 

2 (mfc + n k ) 


— 1 (^) — —1(^) = 


sm UlkX 
Tlk 


+ … + 


sin(mfc + nfc - l)x 
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由702,2°,它比 

Ofc(lnnfc - 1) 

还大,并且随着 fc 增加到无穷大. 

将作法加繁，则能确定以 2 tt 为周期的连续函数 Hx ), 使得它的傅里叶级数在区 
间 [0, 2 tt ] 的任一部分有发散点. 

然而直到现在为止，关于连续函数的傅里叶级数是不是可能处处发散的问题还 
没有解决. 115 )的确,处处发散的傅里叶级数曾由柯尔莫戈洛夫院士用精密的方法作 
岀了一例，但是他的例子已与性质较复杂的函数有关，并且利用了较通常更普遍的 
(勒贝格的）积分定义. 

§5. 与函数可微分性相关的余项估值 


704. 函数与其导数的傅里叶系数间之关系 考虑以 2 tt 为周期并有直到 fc 阶 

( k ^ l ) 导数的函数 f ( x ). 当然，前 fc - 1个导数是连续 函数； 而假定第 fc 阶导数为 
(绝对）可积.与在前面一样，我们用 a m ， b m 表示函数/(岣的傅里叶 系数; 对于导数 
/⑷ ㈤ (i = 1，2,... , fc ), 则用,6^表示其傅里叶系数. 

分部积分,求得 (Xt m = 1,2, •••) 


na m = I f ( x ) cos mxdx = f ( x ) 
J —7T 


sin mx 
m 


7T 




一 7T 



f \ x ) sin mxdx . 


因此 


bi 


a 


m 


m 

m 


同样 


bm 


a 


m 


m 


如果将所得公式应用到系数 d 则得用 d 表示它们的式子，将这些式子代 
人 CL m ， b m 的公式中，则有 


a 


= 一 


" 

m 


m 


2 5 


bm = — 




m 


2 


继续应用这种方法，我们分别 偶数与奇数的 情形，归纳作出最后的公式 


当 fc = 2 /i 时： a m = (― 1) 


⑻ 


m 


k 


b m = (一 1) 




m 


k 


( la ) 


当 fc = 2 /i + 1 时： a m = (—1) 


/i+i 


说 ) 


m 


k 


b m = (-1) 


⑻ 


m 


fc • 


( 16 ) 


115 ) 所述问题的否定解答由 L . 卡尔列逊 （ LCarleson ) 于1966年发表的论文中得到 
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我们提岀的问 题是： 在对 fc 阶可微分函数的 fc 阶导数加上若干条件时，利用上 
列公式求岀这函数的傅里叶级数的余项估值.在前一节的开始，我们研究了傅里叶 
级数的一致收敛性的问题，即它的余项一致趋近于零的 问题； 的确，在这里，在更严 
格的假定下，利用函数的可微分性求岀余项的无穷小阶后，我们甚至能估计这种趋 
近的速度. 


705. 在有界函数情形时部分和的估值 现只假定函数/⑷有 界: 


在这里，例如，可把 M 了解为 \f(x)\ 的上确界.我们预先要给出傅里叶级数的部分 
和 s n (x) 以及与它共轭的级数的部分和 s n (x) 的估值. 

由熟知的公式[参考 681,(4)], 


■5 n (^) = — 

7T 



7T 


0 


sin ( n + - ) ^ 

[f(x + 0 + /(^ - ^)]- 1 - dt. 

2 sin 


由此逐步有: 


|^n (^) I ^ 


2M 


7T 



7T 


sin ( n + - ) i 


dt < M 


o 


2 sin -t 



7T 


sin n + - U 


o 


t 


dt ① 


M 



(n + 士 )tt 


0 


sin w 


u 


du <M, 1 d u + Mf {n+ ^ du 

0 Jl 



u 


M 


1 + In ( n + - ) 7 r 


< M(lnn + 1 + In 2n). 


如果将 4 理解为一充分大的常数，则（当 n > 2时）在最后一个括号中的表示 
式比 Alnn / jN , 因此最后得 


\s n (x)\ ^ AMlnn ② （n 彡 2). 

转到共轭级数,我们回忆 [696,(20)] 


7T 


、⑻二 - ；/ 0 [/(叫- /( H )] 


cos -t — cos + - U 
2 sin 


dt. 


① 参考 699 目迪尼判别法下的脚注. 

② 例如可以取 

A = 2 + 

但是这当然不是常数 A 所能取得的最好值. 


1 + ln7r 
In 2 


( 2 ) 
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因此 


\ s n ( x )\ ^ 


2 M 


7T 



cos -t — cos n + - U 


dt 


o 


2 sin -t 



. n . n + 1 


• n + 1 

4M r 

sin —t - sin ―-— t 

/it 

4m r 

sm 2 ^ 

—/ - 

•i 

•dt < - / - 



dt. 


7T 


0 


2 sin -t 


7T 


0 


2 sin -t 


再与以上同样进行推理,我们得到类似的 估值: 


|5n(a;)| ^ AM Inn (n > 2) 


(3) 


其中 4 是新的常数，一般说来与前面的4不同，但是与它相似的是这个4也与函 
数 / Or ) 的选取无关.然而当然能在两种情形下采用同一常数——即两数中较大的 
一 数. 

差式 R n ( x ) = f ( x ) - Sri (： T ) [只有当 s n ( x ) 收敛于函数/时，它才是傅里叶级数 
的余项]的估值与 （2) 相仿： 


Rn (^)\ ^ AM Inn (n > 2)， 


事实上, 


Rn ( x )\ ^ \ f ( x )\ + |5 ri ( a ;)| 彡 M + AM Inn , 

因此只要适当地增大常数隼即得所需要的不等式. 

对于随着 n 增加到无穷大的数量在不等式右端这个事实，读者不必感觉惊讶. 
的确，我们知道对于若干有界（甚至于是连续的，参考 703) 函数 f ( x )， 量 (岣确 
乎能够无穷增大，而我们的不等式则必须对于一切有界可积的函数都成立. 

706. 函数有 fc 阶有界导数时余项的估值 现在再转而考虑以 2 tt 为周期并有 
直到 fc 阶 （fc > 1) 导数的函数 f ( x ), 而且这次假定 fc 阶导数有界 •. 

|/ ⑻⑷| 彡 A 4 


并且有常义积分. 

我们将证明 S . N 伯恩施坦院士所发现的重要结果 :在已 作的假定下，有一个绝对 
常数 A 存在,使得（对于 n > 2) 


Rn(x)\ ^ AMk 


Inn 

n k 


在证明时， 我们将分别为偶数及奇数两种情形. 


⑷ 
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1° 设 k = 2 h . 如果利用公式 ( la ), 则可将函数/ ㈤ 的傅里叶级数的余项的表 
示式 ® 


R n ~ Rn i x ) — a m cos mx + b m sin mx 


n+l 


写成下列形式 


丑 n = (―1 广 ^2 ~ k( a 7 n ^osmx + 6^ sinma;). 


n+l 


在括弧中，我们有函数 f ( k )( x ) 的傅里叶级数的第 m 项； 引用这个级数的部分和 


(7 m — (7 • 


0)，则可用 


—G. 


1来代替 此项: 




n + l 


除去括弧并换一种方式集合诸项[参考 383], 我们得到级数 


(— l ) h R n 


(n + l) k 


E 


1 


1 


n+l 


m k (m + l) k 


可以这样变换的理由是 


lim 」 

m—oo 771 


o 


这是由不等式 


cr m | 彡 AM k Inm 


( 5 ) 


⑹ 


推出的，而这个不等式则是将不等式 （2) 应用于函数 f ^( x ) 而求得的.由 （5) 及 （6) 
推得估值 

1 1 


1 -^nl < Alnn ▽ 

14 ^ (n +iy fc " ^ ^ L 


m=m+l 


m 


k 


(m + 1) 


k 


lnm . 


最后和式重新变换为下列形式1参考 371]: 


E 


1 


ln(n + 1) 

(" + 1 )" _ m £^ +1 ( m + x ) fc 


[ ln(m + 1) — lnm ] 


如果利用不等式 


ln(m + 1) — In m = In ( 1 + 二 I < 

mJ m 


及 


oc - 

V 」 


n+l 


— - - 

m k+1 k n k 


①在已作的假定下，傅里叶级数处处收敛于函数/⑻ [ 684 ], 
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[参考 373， a )]， 则逐步求得它的估值: 


ln(n + 1) 
(n + l) k 


E 


n+l 


1 ln(n + 1) 

m(m + l) fc < (n + l) fc 


oo 工 

+ m fc+1 

m=n+l 


< 


Inn 

n k 


1 1 1 In n + 2 

n k+1 + fc n k 〈 n k 


回到 | iU 关于它的大小我们得到这样一个 估值： 

2 A Inn + 2 A 

>2)， 

当然，适当改变牵由此容易推出 （4). 

2°现假定 A : = 2/ i + l . 依靠公式（16)，我们改写瓜为 


^ = E ^ ( a ^ sin mx — 6巧 ) cos mx ). 


n+l 


这次我们看岀在括号内的表示式是与函数 f ㈨ ( X )的傅里叶级数共扼的级数的第 m 


项 [696]. 因为我们有它的部分和 


( x ) 的估值 


o - m \ ^ AM k lnm 

[参考 （3)], 所以其余的推理与上面已说过的没有什么不同. 

707. 函数有有界变差的 fc 阶导数的情形 首先考虑以 2 tt 为周期且在区间 

[-7 T , 7 T ] 上其本身有有界变差的函数 f ( x ). 转用斯蒂尔切斯积分并应用分部积分的公 
式 [577], 我们将函数/⑷的系数&表成下列 形式： 

a n =-(S) ^ f(x)d^^ 

7 T J _ 貫 n 


• 7T -i /»7T 

" x sin nx 1 /。、 / . ^/ 、 〜、 

= f ( x ) -- ( S ) / sinnxdf ( x ). (7) 

nn _ n nn J_ n 

积分号外的一项为零，至于最后一个积分，则用通常对斯蒂尔切斯积分所应用的方 
法 [582,2°] 来估值，我们得到 

/ sin nxdf ( x ) 彡 max | sinnx \ - V ^ n f ( x ). 

J — 7T 


这样，如果用 F 表示函数 f ( x ) 在区间 [-7 T , 7 T ] 上的总变差，最后得 




系数 6 n 的估值也是这样. 
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如果与同一变量有关的两变量《及/?具有下述性质，即它们的比值保持 有界： 

- ( M -常 数)， 

a 

则用下列方式写出这个 事实： 

/3 = 0 ㈣ .① 

应用这符号，我们能表示岀有界变差函数的傅里叶系数 a n ， b n 的已证明的性质 如下: 



现在对于以 2 tt 为周期的函数 f ( x ), 设其 fc 阶 （fc > 1) 导数 f ^( x ) 存在并在区 
间[- 7 T ,7 T ] 上有有界 变差； 则对于函数 f ( X ) 的傅里叶系数，估值 

I a n|, |^>n| ^ — * (n = 1,2, * * ■) 

7 r n K . L 

为真，其中14是函数 f ( k )( x ) 在区间 [-7 T ? 7 T ] 上的总变差. 

比较刚才所证明的结果与第 704 目中的公式 （ la) 及 （ 16) 立即得到上述命题. 
因此，这一次， 

a n=° (^f!) ， K=^0 . ⑻ 

知道了傅里叶系数的阶次，现在就不难估值傅里叶级数的 余项： 在同样的假定 
下，对于函数 f ( x ) 的傅里叶级数的余项 R n ( x ), 我们有不等式 


事实上, 


■Rn ⑻ | < 


v k 



队 ⑻ K (U + H) 

m=n+l 


7T 



2V k 1 ^ V k 

kn n k n k 


这样，对于函数的第 A : 阶导数加上某些较严格的条件（与上目中的条件比较)， 
则可引导出余项 Rn{x) 的较好的估值:在估值的分子中， Inn 不再岀现. 


附注我们再次强调在本目与前目的推理中，函数/化）及其导数的周期性起着 
主要的作用.如果函数预先只是在区间 [-7 T ，7 T ] 上被给出，则必须有下列条件 成立： 

/(-7T) = /(7T)，/’( —7T) = /’(7T) ， … ， / ⑻ (-7T) = f ⑻⑻. 

在这里各导数理解为单侧导数.只有这时才能保证周 期地延拓出的函 数有连续的逐 
级导数，而且上面所作出的估值也才能成立. 


® 比较这个符号与我们在第60目中所引用的符号 o ( a ). 
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708. 函数及其导数的不连续性对于傅里叶系数的无穷小阶的影响 我们已看 

到如函数有一系列连续导数，则能保证其傅里叶系数迅速减小，并且因而能保证傅 
里叶级数迅速收敛. 

然而在数学的应用上,时常要遇到这种 情况： 在从 -7T 到 7T 的范围中，由若干个 
在各自的区间有一定个数导数的函数“接连”而得一函数，要把这函数展开为傅里 
叶级数.这样，在“接连”点处，这函数本身以及它的各级导数都有跳跃.这种不连 
续性降低了傅里叶系数的无穷小阶，并且不难了解，同时也降低了傅里叶级数的余 
项的无穷小阶.我们来详细研究这个问题. 

1°设除去“接连点” 


Sl 』 2, … ， 6n ⑼ 

外，函数/( X )在区间 [-7 T ,7 T ) 上连续，而它在各“接连点”处有第一种不连续，即具 
有跳跃 

必 0) = + 0) - /心 - 0) = 1，2,… . ， m ). 

如果差数 

以 0) = f (—冗 + 0) - /(7T - 0) 

不等于零，在不连续点中，还必须加人点匕= -7T, 因为周期地延拓函数时，在这点 
出现了不连续性. 

又假定只除去在所指出的各点外,有限的导数 f ( x ) 处处存在，并假定它在区间 
[-7 T ,7 T ] 上绝对可积.对于函数/@)的 系数& 的表示式，我们重新应用斯蒂尔切斯 
积分与分部积分法[参考等式 （7)]. 如果在最后一积分中分岀与函数/( ㈨ 的跳跃相 
对应的项 [579,(15)], 则得 








sin - 



或较简单地 


其中已令 



并与以前相同 ，用^ 表示函数 f f ( x ) 的傅里叶系数.同样能断定, 



(11) 
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其中 

- m 

B n= cosn ?M, (13) 

p =0 

而 < 同样也表示 f ( x ) 的傅里叶系数. 

现在我们假定导数 f ( x ) 在区间 [-7 T , 7 T ] 上 有有界 变差.因为在这个假定下，它 
的傅里叶系数有阶 o ( i )[707], 所以也能将公式 （10) 与 （12) 写成 这样： 


an = 令 + 0 (去)， (14) 

(15) 

这些公式明白 指出： 如果函数有不连续点，则虽然在其余一切点导数存在，傅里叶系 
数的无穷小的阶仍是怎样立即降低. 

反之，现在设已知某一函数 f ( x ) 的傅里叶系数有 （14) 与 （15) 的形式，而且 
A n , B n 的大小由公式 （11) 与 （13) 所确定，其中{4 0) }是已给的一组 m + 1个数. 
则函数 /( x ) 就在点 （9) 处一定有第一种不连续，并且有跳跃，且其跳跃分别等于 
哎 ) (M = 1,2,…， m ); 此外，对于这函数，极限 /(-tt + O ) J ( tt - O ) 存在®并且它们 
的差是成，在其余各点处，函数连续. 

为了要证实此点,例如用内的线性函数作出补助函数 /(X), 使得它在 
所指定的点恰好有所指定的跳跃.与 （14) 及 （15) 类似，对于它的傅里叶系数我 们有: 

a n = — + 0 (^ 2 ) , b n =—-\-0 ( 4 ) , 

n \n z / n \n z / 


其中人与凡有前述的值.这时差数/⑻ - /⑷有如下列形式的展开式 

1 oo 

-a 0 + cos nx + /3 n sin nx ) ， 


其中 




1 


n 2 


即 


K 


/3 n \^^ (K = 常数) 


①在这里以及在后面，我们总是认为 


/瓜）= 5 [/(釦 + 0) + /(釦-0)]， 


同时 


/( 一兀） =/㈦=- [/(-^+0)+/(7r-0)j; 


从而一切不连续点都是 正则的 [参考 684]. 
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这个级数以收敛级数 2 KYT ^ 为强函数，它处处一致收敛.由此已可见，差数 
f ( x ) - f ( x ) 表示以 2 tt 为周期 的连续 函数，从而 / Or ) 也与 / Or ) 在相同的点处有相 
同的跳跃. 

2°除去已述过的假定以外，现在还假定一阶导数 f ( x ) 有极限值 

/'( —7 T + 0)， /，(心 ±0)， /'(TT — 0) 


而且二阶导数 f / f ( x ) 处处（“接连点”除外）存在，并在区间 h 7 T ,7 r ] 上 有有界 变差. 
利用已经证明的结果，则可断言这时 



此处用 A f n , B f n 表示类似于 （11) 及 （13) 的量 



(16) 

(17) 


也 D = /' (心 + 0)— 尸(心 — 0) (M = 1 ， 2,… ， m), 

4” = /'(— 兀 + 0)— 尸(兀 一 0). 

将这些4 与义 的表示式代人公式 （10) 及 (12), 则对于所考虑的情形，最后得 
到： 


An 

Ojxi 一 

n 


(18) 

h B n 

O n = 

n 

卜 # +0 0 

(19) 


在这里同样可证明在某 种意义 下的逆断语.设函数的傅里叶系数有如 （18) 
及 （19) 的形式，其中 A n , B n , A f n , B f n 的大小由公式（11)，(13)，(16)，(17)所确定，而 

则为先给出的一组数.可以断言函数 /(X) 在区间（- 7T,7T) 内除 去点^ 
外处处连续并且有连续导数 f (X) ， 而在点^处，函数及它的导数有跳跃,且其跳跃 
分别等于^及此外 

/(-7T + 0) - /(7T - 0) = 4 0) 

并且 

尸 (— 7T + 0) — //(7T — 0) = 屯 ) . 
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与上面相仿，也要作出补助函数/@)来证明这 断语. 在这次能用二次函数作补助 
函数,使得它与它的导数就在所指定的点有所指定的跳跃.容易看出差数 f ( x )- f ( x ) 

将展开成为有阶系数的傅里叶级数.这时不仅这个级数，而且由它逐项微 

分所得的有0 (^)阶系数的级数，均一致收敛，从而差数/(4 - /(4与它的导数 

同是周期的（以 tr 为周期）及连续的.由此推得所需要的断语. 

3。在一般情形下，设 /，/ V _. ,/( fc-1 ) 在 [-7 r ,7 r ) 上除去点 = , m ) 

外连续，而在点 匕处, 这些函数有跳跃,且其跳跃分别等于 

私 0) ，也 D ,. ■、哎 — ” （M = 0， l ，...， m ). 

此外,假定导数/ ⑻ 处处（“接连点”除外）存在，并且在区间 [-7 T , 7 T ] 上有有界变差. 
引用 符号： 






0,1，…， — 1; n = 1,2 


则当 a 为奇数及偶数时,下列公式分别 成立: 


H A { ^ 1] 




K 

n 2 


r 

n 3 


n 4 


+(—DT 十 + 0 ^ 




bn 


B n 


K_K_K 

n 2 n 3 n 4 


+(- 作^^十 0 


n fc+i 


4 


+0 


fc +1 


( 20 ) 


( 21 ) 


如果已知类似的公式成立,则反之，关于函数本身及其 A : - 1个导数的不连续点 
与跳跃量可以（如上所述）作出结论. 

709. 在区间 [0, tt ] 上给出函数时的情形 如我们所知，如果函数 / Or ) 只从0 
到 7 T 给定，则当适当的条件成立时，可将它在这区间上展开成余弦级数 


/⑷ 


ao 


+ 0/71 COS nX (0 ^ x ^ 7r), 


( 22 ) 


也可展开成正弦级数 


f( x ) = Y1 b n sin nx (0 < x < tt 


( 23 ) 
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[689]. 在实用上最常遇到这种展开式.上目的结果也能应用到所考虑的情形，如果 
设想将函数 f ( x ) 用下列方式延拓到区间 [-7 T , 0) 上的话： （ a ) 用偶的方式——为的 
是得到余弦 级数; 或者 （6) 用奇的方式——为的是得到正弦级数. 


设 




是在区间 (0,7 T ) 内的点，函数与它的一直到 0-1) 级导数在这些点处都有跳跃，并 
且与在前面一样，用 





(" = l ,2,-_. , m ) 


表示跳跃量. 

在用偶的方式延拓函数的情形下，在点 - ^处也重新产生点&处的跳跃，但其 
符号 相反； 当用奇的方式延拓这个函数时，在点 - &处产生跳跃， 而其符号不变 .又 
对于偶函数， 


/(+0) - /(-0) = 0 ， /(-7T + 0) - /(7T-0)=0, 

对于奇函数,跳跃 


/(+0)-/(—0) = 2/(+0)， 

_ 

/( — 7T + 0) — /(7T — 0) — — 2/(7T — 0) 


一般地可能异于零.最后，我们还注意当微分时，偶函数变为奇函数，而奇函数变为 
偶函数.如果考虑到所有这些说明，则关于我们的函数的余弦或正弦展开式的系数 
a n 与 b n , 分别得到形如 （20) 及 （21) 的公式，但与则有这样的 数值： 




2 

7T 



松 ) sin 


= 聲 4*) cos + / w (+0) - cosmr . / ⑷ (tt - 0)} 

(n = 1,2,--■) 


(24) 


与这些公式相关，我们作出下一重要的说明.设在整个区间上，函数 f ( x ) 与它的直到 
(k 一 1 ) 阶导数 连续； 此外，设阶导数也存在.并且在这区间上有有界变差 .然而一般说来，对于 
展开式 （ 22 ) 与 （ 2 3) 的系数如与 & n ， 不可能断定它们的阶是 O [再参考707公式 （8)!]. 

实际上，虽然在这种情形下一切和数是零，但是不可能说和数 

Bi l) = -{/ ⑷⑼ 一 COS717T . / W (7T)} 

丌 

也是这样.用奇的方式扩充函数，在 : c = 0处人为地造成了不连续性，或破坏了函数与它的偶数 
级导数的周 期性； 而用偶的方式扩充函数，则使得奇数级导数也是这样！ 
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因此，如果需要完全利用函数的可微分性，将所述函数 f ( x ) 在区间 [0, tt ] 上展开成迅速收敛 
的级数，则为了这个目的，用下列条件所确定的 (2 fc - l ) 次多项式将函数延续到区间 [- tt ,0) 


r(0)-/(0),r / (0)=/ / (0),.*- ，/知—”⑼ 二 /(^⑼， 
r(-7r) = f(7r) ， r f (-7r) 二 /’( 兀)， … ， r (/c —”( 一 7r) = / (/c -”(7r). 

[例如可用在第 257 目中所指出的方法作出这种多项式」用这种方法，我们使函数在整个的区间 
[-7 T , 7 T ] 保持可微分性. 

设对于0 0彡兀,/ ( 岣=怎— I . 为了作出这个函数的有 0(^) 阶系数的展开式，我们用 
多项式 n 



12 2 30 20' 


I 5 

丌 4 


30 4 


20 
丌 2 



扩充它.如果对这样扩充出的函数作出通常的傅里叶级数，则对在区间上的函数 /( re ), 就 
能得到所求的迅速收敛的展 开式： 



II 12 

A2u- l) 4 _ tt 2 (2u~ l) 6 


这里叙述的是马立叶夫所指出的方法. 


cos (2^ — l)x + 


1440 1 . 

7 77TT7 Sin 2 ux 

7 T 4 乙 (2 u ) 5 

u=l 


710. 分离奇异性质法 设函数 f ( x ) 在区间 [0, tt ] 上是由; r 的倍角的余弦级数 
(22) 或正弦级数 （23) 所给岀 ，① 而且这些展开式的系数有如 （20) 或 （21) 的形式，其 
中 必, 是由公式 （24) 所确定.这些级数收敛得较慢,并且我们知道函数与它的 
导数的不连续性是造成这种现象的原因.对于这种情况，克雷洛夫院士提出了首创 
的分离奇异性质法,应用这种方法可以改善级数的收敛性. 

实在 说来，这种方法的本质已经包含在前面的叙述中.它在于用熟知的 三角展 
开 式作出（逐段为多项式的）补助函数/( X )，使其好似吸收了已给函数 /( x ) 的展开 
式中所明白表出的奇异性质.从函数/( X )中减去这个补助函数,并且相应地从已给 
函数的展开式中减去补助函数的展开式，这样我们就分离了已给展开式的收 敛得较 
慢的一部分， 从而余下的级数已 经迅速收敛. 

然而，如果利用已知的展开式,知道能直接求收敛得较慢的部分的和,则可最简捷地获得上述 
结果. 

1°设已给余弦级数 (22), 并且 


a 




其中 



2 




^ sinn^x. 



(25) 


® 实用上时常遇到的情 况是： 展开式是在区间 [0， Z ] 上用 f 的倍角的余弦或正弦作出的,这种 

情况可由课文所考虑的情况中简单地将$换成 f 而得. 

6 
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给出点 


0 < < $2 < • • • < < 7T 


并且给出一组数 { c M }- 直接确定级数的和 


g ( X ) = ^ 


cos nx 


用简单的变换可引导出下面的 结果: 


9( x ) 


m r oo 

E 

u=l Ln=l 


sinn(x — 


E 


sinn(x + 




其中和式 


仰⑷= X ] 


sinn(x — 


-E 


sinn(x +^) 


是容易算出的，如果我们回忆到熟知的 [690,2)] 展开式 


E 


sm nz 


的话，这展开式的和当0 < 2 < 27 T 时是而且当 -2 tt < 2 < 0时显然是这样 

A Zi 


Pm ⑻ 


7T + 工一 7T - X - 


7T — X + ^ 7T — X — ^ 


-7 T + ‘，对于 X 




对于 X > ^ 


于是在每一区间 (^,^+ i)(m = 0,1,...， m ) 的内部，① g { x ) =常数= 7 m ; 而在点 ^( M 
1，2,…， m ) 处，它有恰等于 c M 的跳跃.因此我们有 、一 从而 


= 70 


E 


c \ 


(26) 


又因为 VV (0) = -7 T + ‘所以 


7 o 


. EXE 必 - E 〜 


(27) 


这样，函数 〆 : c ) 便完全确定了 
例如，设我们有展开式 


9( x ) = ^2 


• 丌 

smn — 

2 


cos nx . 


在这里 


2 . 7 T 

n =- ci sinn—j 

7 T 2 


①为方便计，我们令= 0 ,^ m+ i = 7T. 
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而且 Cl 


吾，6 =[这时 


70 


1 7T 7T 7T 7T 

7 T * 2 ^ 2 + 2 = 4 


或者直接有 


丌 


70 = 9(0) = ^2 


sm 


n 2 


n 


E 


(-ir 

2u-l 


丌 

4 


n 


v 


然后 


丌 


7i = 7o + ci = — — • 


因此，最后求得函数 g { x ) 当 0 < < $ 时等于 f ，当 $ < < tt 时等于 


2° 现在考虑余弦级数 （23)， 而且 


石 n 


n 


n 


+ o 




其中 


2 


B n = — < cos n《 M + co - Cm+i cos mr 




但在这次我们的目的是直接求级数 


k^) = Y1 


B n • 

—— smnx 
n 


n 


的和.我们有 


而且 


显然 


释 E，E 


M 


sinn(x + 


n 


E 


sinn(x - 


n 


•n 


n 


+ 2 co y.si 

丌 


sm nx c m +i 


n 


丌 


n 


E 


sin n(x - f - tt ) sin n(x — tt ) 


n 


n 


•n: 


公 -4 — ⑷， 




= " - ( ! + 7r) — K; — 70 = -X ， 关于一切 a 116 ) 


w ⑷ 


2 

2 一 

TT — (： C +^) 


2 

2 

卜（怎 + ‘） 



2 


2 


丌 


关于 x 


X , 关于 X > ^ 


/ l (+0) = C 。， / l (7 T — 0) = Cm +1; 

+ o) — - 0) = c M (// = 1，2, • • ♦ ， m) 


(28) 


116 ) 所指的是 X G (- 7T ， 7T). 
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同时导数 h f { x ) =常数= 7 处处（除去不连续点外）存在，其中 


7 ~ ~ | c m+l - C 。 - 〉: j . 


函数 h { x ) 在每一区间 (^,^+ 1 ) 内都是: c 的线性函数，其中: c 的系数是7: 

当 〜 c < 〜+ 1 时， h ( x ) = 7 怎+心 (M = 0,1，…，爪)， 


而且 


^0 = Co, A = Co + Cl，. • • ， 

容易作出函数 h ( x ) 的图解（图 136). 连接点 


Co + Cl + • ♦ • + Cm 


(0， C 0 ) 及 I 7T, Cm+i - ^ 




的直线显然有角系数 7. 余下的作法可以从图上看出, 


c 0 =2, C|=-2, 〔 2=3, c 3 =2, c 4 = l . 


n x 



图 136 


图 137 


例如，设 




cos 


in 2 

—— sin nx 
n 


因此 


B n 


- cosn ^, c 0 = c 2 - 0, ci = -1, 

7T 2 


因此，在这里（图 137) 


h ( x ) 


当 0 彡 : c < ^ •曰 t ， 


—X — 1 = — (x — 7r), 当 ^C 彡 7T 时, 
7T 7T 2 


为了改善级数 




n 2 


丌 . 

cosn — sin nx 
2 


n=2 


的收敛性，我们要应用这一结果.因为 


n 2 


n + n ( n 2 — 1) 
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所以在所给的情形下， 


bn 


丌 

2 cos n — 


7T 


71 


2 7T 

- cosn — 

7 T 2 


1 

n ( n 2 — 1) 


如果从函数 f ( x ) 中减去刚才求得的函数 h { x ), 则得差数 f ( x )- h ( x ) 的展开式 


2 

丌 


OC 

E 

71=1 


cosn 


丌 

2 



sin nx ^ 


它的系数已经是 0(+) 阶！ 

3°回到余弦级1^22)，我们现在假定 


a 


An_K 

n n 2 


+ o 




其中 人是 由公式 （25) 表岀 ，而况 则由 （28) 中将常数 coA ,...， c m +1 换成其他常数4, ci ， …， 
4 +1 而得.因为我们会[参考1°]分离三角级数中与系数展开式的第一阶诸项相关的部分，所以 
我们转到第二阶诸项. 

设（为了简化符号，用代替 


9 i { x ) 


cos nx . 


显然必是工 的连续函数.逐项微分这级数,得到新级数 


9 i ( x ) = ^2 

n=l 


B n . 

—— sin nx . 
n 


我们已经会求这级数的和 [2°]. 因为在区间 [0, tt ] 的任一个不含区间端点及不连续点的闭合部分 
上，新级数一致收敛， ® 所以（除去这些点外）实际上它的和表示函数汛 Or ) 的导数.因此，由2°， 

9 i ( x ) = 7^ + ^ 关于 (m = 0,1, ••- , m ) 

其中7及知是由公式 (29) 及 （30) 确定的.积分后，求得（考虑到连续性!) ： 

gi ( x ) = ~^ yx 2 + 5 ^x + 关于 ^ ^ ^+i (// = 0,1, ■ * • , m ). 

函数 9 l ( x ) 在分点处的值可同时由两个公式求得,所以 

^7^+1 + ^^+1 + h = ^7 ^+i +心+1^+1 + b + i - 

由此（如果回忆到心 +1 =心 + c M+1 ): 


如果已知印，则由这公式可逐步得到，…，至于印，则由等式 


^0 


仍⑼ = _5 Z 告 


①这是由级数 


smn2 


n 


的熟知的性质推出的. 
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确定.这级数的和也能求出为有限的形状，只要回忆到的表示式，并且利用已知的 [690,9)] 
展开式 OC 

E cos nx Zx 2 — 6 ttx + 2 丌 2 ^ ^ ^ ^ x 

— =-^-㈣… 兀 ). 


例如，如果已给 


则在这里 


(0 彡 ： C 彡 27T). 




1 — cos n 
n 2 


cos nx 


i 7T 

1 + cosn— 


为了确定 


2, 


eo 


E 


E 


丌 

cosn— 

n 2 


我们在上述展开式中先令: C = 0,然后令二 I ;结果求得印 q I . 这时= £o - Cl 6 

O oD 

最后得 


9i(x) 


K , 如果 


36, 


如果 ~ ^7 T . 


4° 现在在正弦级数 （23) 中，令 


b n = & + 

71 


n 2 


+ o 


( 去 ) 


其中 S n 与前面一样，是由公式 （28) 所表出，而则按照 （25) 的形式作出 
在这里，只讨论第二阶的项就够了. 

考虑级数（又用代替 O 


36 


但将 c 换成 




sinnx 


它显然表示连续函数.微分: 


h [( x ) — - cos nx — g ( x ) 


[参考 1°]. 与以上同样，不难证实（除在区间的端点及点^ ^ b ) g ( x ) 实际上是 h ^ x ) 的导数 
由1。， 

h [( x ) = 7^ 关于 ^ <x < (// = 0，1，... ， m )， 


其中 7 m 是由公式 （26) 及 （27) 所确定 • 因此 


hi ( x ) = + 8^ 关于 ^ ^ x ^ ^ + i . 



[710] 


§5. 与函数可微分性相关的余项估值 


• 431 • 


而且知= 0[因为/ II (0) = 0], 其余的心则由函数 h ^ x ) 在点^+1处的连续性的条件所逐步 
确定： 


+ 心= 7 m + i $ m+i + Vm O = 0,1 ，…， m - 1) 


由此得 


例如，设已给级数 


它可表成下列形式: 


在这里 


6 


丌 

2 


[参考1°中的例]，因此 


心+1 =心 — c M + i^ M +i 


hi ( x ) = sin x ~ sin 3 a : + 一 sin 5 x 


9 


25 


h \{ x ) = ^2 


sinn 


n 2 


丌 

2 sinw . 


n 


7T 7T 7T 

ci = — —, 7 。 = T ， 7i = — 了， 而 = 0 ， Si 


2 


4 


4 


丌 

1 


2 


办 iOr ) 


丌 

— a : 

4 


丌 


如果 0 < a : < ^ 


2 


7T 7T 7T > v m 7T 

- r + T ^4 (7r -^^ 如果 


5° 用适当的方式,对 于三角 级数，也能求出与其系数展开式中较高阶项相关的部分的和.现 
不建立一般的方法，而在所给的每个具体情形下，进行在上面考虑一般形式的级数时所做过的手 
续，更为实际. 

为了举例，我们重新回到级数 (31); 在这次令 


n 


n 2 


- h 

n 


1 


n 3 n 3 ( n 2 — 1) ， 


将 h 表成下列 形式: 


bn 


2 7T 1 2 7T 1 2 7T 1 

— cos n — - - cos n — - -- cos n — - —■ —- - -r 

7 r 2 n 7 r 2 n 3 7 r 2 n 3 ( n 2 — 1) 


与此相应，将函数 f ( x ) 分成三部分.其中第一部分是在2°中已经计算过的函数.考虑第二部分 


5⑻ 


2 


丌 


E 


cosn 


n 3 


丌 

— sin nx . 


n 


微分两次，我们得到 


⑷ 


2 

丌 


E 


丌 

cosn — 
_2 

n 2 


cos nx 


n 


⑻ 


2 

丌 


E 


cosn 


丌 

2 


sin nx . 


n 


n 
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最后的函数只与 h ( x ) 相差一符号: 






如果0 < x < 


——(X - 7 T )， 如果 ~ X ^ 7T. 
7T Z 


由此积分，得 




P + 70 , 


关于0 < a : < ^ 


^(x - 7 T ) 2 +71，关于-< a ； < 7 T . 


如 " Ad 

令此处所得的 V (|)的两个值相等，得 w 二％.在 g ^ x ) 的展开式中直接令 
70的值: 70 = 再积分一次，并且注意 9 ( 0 )= g ( 27 r ) - 0,我们得到 


0,容易确定 


9( x ) 


6 ^ X + 70 工， 


关于0 < 工 < 百 


—(x - 7r) 3 +7o(^ - 7r), 关于 ^ < a: < 7T •① 
07T Z 


这样，函数 g ( x ) 就完全确定了，并且我们最后有 


f ( x ) = h ( x ) + g ( x ) + < p ( x ), 


其中函数 ^( x ), 虽然其有限形式我们不知道,但是能由展开式 


_ 丌 

2 00 cos n — 

咖卜 一 2 ” sinTO 

n=2 


给出，其中系数已是 o 阶,并且显然迅速减小. 


§6. 傅里叶积分 


711. 傅里叶积分作为傅里叶级数的极限情形 在这里我们要在实质上作出傅 

里叶对于他的积分公式所作的讨论，这种讨论虽然不严格，可是因其简洁所以值得加 
以注意 .® 

如果在有限区间 [-1,1 ] 上给出函数 /( x ), 则在确定的条件下（我们在这里不研 
究这些条件)，可在这区间上将它用三角级数表示出来： 


f( x ) 


ao m7rx . . rmrx 

—+ > , Qm cos ——— h b m sin — r ~ 


® 取此处所得 s 的两值相等，又得到 7D = & 

©柯西也曾经不依赖傅里叶而独立推出过这公 4 
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其中 



f(u) COS 


rmru 


du (m = 0,1 ， 2, 


bm 



f(u) sin - du (m = 1 ， 2, ...) 


[参考 688]. 将 a m 与 6 m 用它们的表示式来代替，则级数可改写成下列形式 


/㈤ 



f(u)du^ 



m 丌 


f(u) cos —^—(u — x)du. 


(i) 


现设函数 f ( x ) 被定义在整个无穷区间 (- 00 , + 00 ) 上.在这种情形下，不论 I 是 
怎样 ，对于任意的 Z > | x |, 相应的值 f ( x ) 由展开式 （1) 表出.在这里取 Z 4 +00 时的 
极限，我们设法求出这展开式的“极限形式”. 

关于等式右端的第一项，自然可设它趋近于零回到无穷级数，我们能将余弦 


符号后的因子 


m 丌 


看作某一（从0连续变到+00的）参数2所取的间断的数值 


Z 1 


7T 27T 

了， Z 2 = 丁 


m 丌 


并且当 Z — +00时,增量 


= ^m+l — 


显然趋近于零.用这这符号，级数可改写成: 


E 



-1 



f(u) cosz m {u — x)du 


它好像是区间 [0，+ oo ] 上的^的函数 



-foe 


f(u) cos z(u — x)du 


的积分和.取 z 4 +00 时的极限，我们得到的是积分而不是 级数; 用这种方法就得到 
傅里叶积分 公式： 


/( 工) 



+ OC / » + oc 

dz I f(u) cos z{u — x)du. 


展开差角余弦的表示式，可表这公式成下列形式: 


f(x) = I [a{z) cos zx + b{z) sin zx)dz 

Jo 


①例如如果假定积分如收敛,则这结果就成为明显的了. 
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其中 

1 /* + 0O 1 /»+oo 

a(z) = — I f(u) cos zudu^ b(z) = — I f(u) sin zudu. 

7T J _ oc 7T J 

在这里显然发现与三角展开式相似 之点： 只要将取自然数值的参数 m 换成连续变 
化的参数 A 而将无穷级数换成积分.系数 a ( z ) 与 6(2) 的构成也与傅里叶系数相像. 

当然，所有这些讨论都只有导人法的性质；还需说明傅里叶公式成立的实际条 
件.但是当作出严格的推理时，我们将要依照对傅里叶级数推理的基本步骤. 

712. 预先的说明 琢假定函数 f(x ) 在无穷区间 [- 00 , + 00 ] 上绝对可积.在这 

个假定下，考虑积分 


1 pA 广 +oo 

J(A) — — I dz I f(u) cos z(u — xo)du^ 

^ Jo J — oo 

其中 4 是任意的有限正数，而耶是: r 的任一固定的值.这个积分与傅里叶级数的 
部分和相似：对它取4 4 +00时的极限,则得到傅里叶积分： 

1 /» + OC /* + OC 

— I dz I f(u) cosz(u — xo)du. ( 2 ) 

^ Jo J —oo 

因为对于任一有限的 B > 0,函数 f ( x ) 在区间 \- B , B ) 上也绝对可积，故由第 
510目的定理 4' 我们有 

pA pB pB pA 

j dz j f (u) cos z(u —xo)du= / f(u)du / cos z(u — xo)dz 

Jo J-B 


但积分 


以根据假定为收敛的积分 


为强函数，所以积分⑷在它的值的任一区间上对于2 ( 当 U = +00及 U - OC 
时) 一致 收敛.这样，积分 J^ B f(u) cos z(u - x 0 )du 当 S 4 + 00 时一 致趋近 于极限 
(4). 因此，在等式 （3) 中取 B ~^+ oo 时的极限,则在左端的积分中可 在积分号下取 
极限[第506目的定理 1].® 由此，关于 J ( A ) 得到形如积分 

丌 J-OC U-XQ 

i 参考秦 508 目的定理 IV ， 在那里我们假定被积分函数是连 续的 . 在这里我们不作这样的假定. 



B 





0 



B f(u) Sin ^ U - X -°hn 


B 


U — Xq 


( 3 ) 



+ OC 


f(u) cos z(u — xo)du 


⑷ 



+ OC 


\f(^)\du 
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的表示式，它与狄利克雷积分相像 [681], 而且实际上也正是起着同样的作用，应用 
初等变换，容易将它化成以下形式. • 


J ⑷= 3 



+ OC 



+ OC 


A/ x sin At , 
f(xo + t ) —-— dt 

V 

r A/ 、 A/ X1 sin At , 
[/( x 0 + i ) + f ( x 0 - ^)] —-— dt 


( 5 ) 


为了以后的叙述起见，对于第682目的基本引理，必须作显而易见的补充 如下: 
如果函数 〆 i ) 在无穷区间 [ a ,+ oo ] 上绝对可积，则 


lim 

p—>*+oc 



+ OC 


g ( t ) sin ptdt 


(同样 


lim 

p—►-l-OC 



+OC 


y ( t ) cos ptdt = 0) 


证明可仿照第 682 目中的引理（在函数/ ㈤ 有奇异点的情形下）的证明 
713. 充分判别法 用常数积分 （2) 的假定值]乘等式 



sin At 


dt (A > 0) 


的两端,从等式⑼的两端减去这个结果.如果也与第683目中一样，为了简便起见, 
令 


< p ( t ) = f ( x 0 + 0 + f( x 0 - i ) ~ 2 ^ 0 , 


我们便得到 


J { A ) — So 



, .sinAt , 


⑹ 


在这里，我们也只限于两种情形 ：（ a ) 函数 f ( x ) 在点:处连续，或 （6) 在这点 
两侧只可能有第一种不连续.而且我们假定 


在情形 ( a ) ^-/( xq ), 

在情形 (6) so = f(x ° +o) y ~ - Q) 

id 


在这种假定下，我们现有 

迪尼判别法 如果对于某一 h >0 , 积分 



I 沪 ⑷I 


dt 


收敛，则函数 f ( X ) 的傅里叶积分在点 X 0 处收敛，并且有值^ 
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把积分 （6) 表成两积分 的和: 



丌 




由第682目中的基本引理，两积分中的第一个当4 — +00时趋近于零.至于第二 
个积分,则将^⑷的展开式代人，我们又分解这积分为 两项： 

1 r s]nAtdt _ 2 5o smAt dt 

冗 Jh ^ ^ Jh ^ 


由于假定函数 / 绝对可积，函数 


/(XQ + 0 + f(Xp - t) 

t 

也绝对可积.由上目末对于基本引理所作的补充说明，前式第一项当 A ^+00时趋 
近于零.最后，直接根据反常积分的定义，积分 

f°° sin At , f°° sin^ 7 

I - at = j - az 

Jh t J Ah z 


显然趋近于零. 

于是，与第684目中一样，可得一些较简单的特殊判别法.作为一例，我们 提出: 
函数在点抑处有有限的导数或至少有两个有限的单侧导数，就足够了. 

对于傅里叶积分,我们也可应用 

狄利克雷-若尔当判别法如果在以 x 0 为中点的某一区间 [x 0 - Kx 0 -^h) Ji, 
函数 f(x) 有有界变差，则函数 f(x) 的傅里叶积分在点吻处收敛，并且有值洗 . 

如果把积分 


J ( A ) = - [ [f(x 0 + ^) + f(x 0 - t)P^dt 

^ Jo t 


表成两积分 的和: 



则刚才已证实第二个积分当 4 — 00 时趋近于零.而第一个积分趋近于 

—. [/ ( x o + 0) + /(xo — 0)] = 

丌 L 

——这次是根据第685目的基本引理.实际上，函数 /(xo + 0 + /( 工 0 - 0 在值 6 的 
区间 [0,/ i ] 上有有界变差,从而可表示为两个增函数之差的形式，对于每个增函数可 
分别应用引理. 
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714. 基本假设的变形 直到现在为止，我们的推理建立在第712目开始所作的假定上•.函 
数 f ( x ) 在从 - DO 到 + DO 的整个无穷区间上绝对可积. 然后在所讨论的点抑的近邻，对函数的 
性质加以各种补充的条件，我们得到了函数在这点可用傅里叶积分表出的若干充分判别法 .， 
然而在实用上有时嫌上面所指出的基本假定过于狭溢，而只假定： 

1。 函数 f ( x ) 在每个有限区间上绝对可积，至于 无穷大的条件则换成下面的条件. 

2° 对于 M 彡 / f , 函数 f ( x ) 是单调的，①而且 


lim f ( x ) = 0. 

—► 土 oc 


⑺ 


我们记得到第712目的推理中，积分⑷ 



+OC 


f ( u ) cos z(u — Xo)d 


当 u = + oo 及 u = — oo 时 Xt 于 2 的一致收敛性起着实质上的作用.因为关于 a > 0 



u 


cos z(u — xo)d 


H 


< -^ - 
之 a 


所以由第 515 目 2° 的判别法，我们现在就能断定这个积分对于2 —致收敛，但是如我们就要看 
到的，在这次只有对于值 z > a 的一致收敛性，其中 a 是任意的，但是固定的正数.这样使我们不 
得不考虑积分 


J ( A , a ) = - dz 

71 Ja 



f ( u ) cos z(u — xo)du ( A > a > 0), 


而不考虑积分 J ( A ), 取这积分当 A — + oo 及 a — 0 时的二重极限，即得傅里叶积分.完全与在 
第712目中所做的一样，已可得积分 J { A , a ) 的表示式 


J ( A , o ) = ~ 

丌 



丌 



… \ " tf 、，sin 也， • 

[ f(xo + 亡)+ f(xo - t )] —-— dt 

oo , 

[ f(xo + 亡）+ f(xo - 


⑻ 


因此 


J ( A , a)-So = ^ 

丌 



二 


t 


7T 



[ f(xo + i ) + f ( x 0 - 


⑼ 


首先我们要证明 


lim 

a ― ►O 



[ f(xo + 勹 + f(xo - i )] S1 ^ t a -dt 


0 


( 10 ) 


把我们的积分表成下列形式 



A 



0 JA 

其中 △ 在任一情形下都假定是充分大，使得吻- △' < - H ， x 0 + △ >丑.现在立刻显而易见 



A 


A 

< a / [\ f ( x 0 + i )| + |/(^o - t)\]dt 

0 



® 正确地说来，对于 X 彡 if 与 X < -好它分别是单 调的. 
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因此不论 △ 是怎样，积分当 a — 0时趋近于零. 

转到第二个积分,根据第二中值定理 [487], 并考察到关系式（7)，我们有 



A 


fixo±t )^dt 


f(xo ± A) 



A〆 


A 


sin at 
t 


dt — f(xo ± A) 



aA' 


a A 


smz 

Z 


dz (△’ > A). 


因为在这里第二个因子是有界量（我们已经不止一次提到此 点)； 而由 （7), 增大 △ 时能使第一个 
因子任意小，所以整个表示式也是如此，这样证明了关系式（10)，并且与从前一样，表示式 （8) 或 
(9) 的性质也只与含 A 的积分有关. 

从前我们依靠函数/在无穷区间上的绝对可积性，证明了极限等式 


lim 

A —►+<» 



[/( 怎 。+ 0 + f(xo - t)} 


sin At 

~ T ~ 


dt = 0 


(其中 / i 是某一固定的正数).利用我们的新假定也能证明此点.事实上，取 △ > / I ，我们有 




我们能与处理含参变数 a 的类似的积分一样来处理右端第二个 积分; 由第682目的基本引理，第 
一个 积分当力4 + OC 时趋近于 0. 

现在已经显然 ，在对于函数 f ( x ) 所作的新假定下，迪尼及狄利克雷-若尔当判别法 [713] 还是 
成立. 

由整个以上所述，特别，得到这样一个应用傅里叶 公式的 条件： 如 果函数 f ( x ) 在整个无穷区 
间 [- oo ,+ oo ] 上 有有界变差，而且极限等式 （7) 成立，则在 每点吻 处，傅里叶积分收敛并且有值 
S Q . 

实际上，在所作假定下，可表示函数 f ( x ) 成两 个有界 增函数之差的形式，并且这两函数当 
x — > +oo 及 a : — > — ex ) 时有 相等的[由 ⑺]极限： 


/ l (+ OQ ) = ,2(+00) = C ’， 


fi (- oo ) = / 2 (— oo ) = c . 


现引用函数 





/i ⑻ - c ’， 


关于 x ^ 0, 
关于 a : < 0, 



/ 2O ) - c ’， 

f 2( X ) — C ” ， 


关于 x ^ 0, 
关于 a : < 0 


来代替 A 及 /2 • 则与从前一样， 



但是在这次 


lim < pi ( x ) = lim <f 2 (x) = 0, 

X — ^±00 X—>*±00 


因此对于函数 (^1,(^2 中每一个，条件 1) 及 2) 成立； 此处显然在任一点对这两函数可应用狄利克 
雷-若尔当判别法. 
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715. 傅里叶公式的各种形式 假定可应用傅里叶公式的充分条件成立，为了简 
单起见，我们设函数/⑻在所考察的点: z ； 处连续，如果不连续，则设条件 


/㈤ 


f(x + 0) + /(x - 0) 


成立，即设所考虑的点是 正则的 [684]. 在任一情形下，得 





+ OC 


f(u) cos z(u — x)du 


(ii) 


由于内层积分显然是 z 的偶函数，所以也可将这公式换写为 


f ( x ) 


2 tt 



+ OC p + oo 

dz I f(u) cos z(u — x)du. 


( 12 ) 


又容易证明在第 712 目[或第714目]对于函数 /( x ) 所作的一般假定下，积分 



+ OC 


f{u) s\nz{u — x)du 


也存在.而且，这积分是2的连续函数, ® 并且显然是奇函数.虽然不可能保证这函 
数从 - OC 到 + OC 的反常积分存在，但是它在 主值的 意义下 [484] 一定存在，而且 

疒 + 0O 疒 +0O 

V . p . / dz I f(u) sin z(^i — x)du = 0. 


i 


用； ^ 乘这等式，并且再与 （12) 相加，便得关系式 

Z7T 


/⑷ 


2 tt 



+OC / »+oc 

dz f(u)e iz{u ~ x) du 


(13) 


其中外层积分是被了解为在主值意义下的积分.柯西首先将公式表示为这种形状 
回到公式 (11), 我们将它写作下列 形式： 



+ OC 


f(x) = — / cos zxdz 

7T Jo 


+ — / sin zxdz 

^ Jo 


f(u) cos zudu 



+ OC 


f(u) sin zudu. 


如果 /( w 是偶函数，则 



+oo 


f(u) cos zudu = 2 1 f(u) cos zudu 

Jo 



+ OC 


f(u) sin zudu 


①如果以第 714 目中的假定为基础，则只有在^ = 0处可能有例外. 
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而我们得到只含余弦的简化了的公式 


m = - 




cos zxdz I f ( u ) cos zudu 

0 


(14) 


同样，在 / ㈤ 为奇函数的情形下，我们得到只含正弦的公式: 


/⑷ 


2 




sin zxdz / f ( u ) sin zudu . 

o 


(15) 


现在设函数 /( x ) 只是在区间 [0,+ oo ) 上被给出，并且在这区间上满足的条件与 
以前对于整个区间（- oo ，+ oo ) 所加的条件相类似,利用等式化 > 0): 


/( —工）=/⑻或 /(-^) = _/㈤ 


延拓函数到区间 （-00,0), 则在第一种情形下，我们得到在区间（- oo ,+ oo ) 上的偶函 
数，在第二种情形下，得到奇函数.因此，对于正值 x ( 当相应的充分条件成立时)，我 
们既能应用公式 (14), 又能应用公式 (15). 

如果假定函数 f ( x ) 在点 : r = 0处连续,则在这点也能应用公式（14)，因为用偶 
的方式延拓出的函数在这点保持连续性.一般地在点 x = 0处不能应用公式 （15): 只 
有在/(0)是零的情形下，它才能给出这个值. 

这些讨论完全与第689目中对于傅里叶级数所述的相类似. 


716. 傅里叶变换 我们假定傅里叶公式 （12) 可能除去在有限个点外，关于 Z 


在区间 (-00,+00) 上的一切值成立.可设想这公式是由下列两公式叠加 而得: 


F ( z ) 


V2 丌 



f ( u ) e tzu du , /( x ) 




V2 



F ( z ) e ~ ixz dz .® 


(16) 


函数 F ( z ) 根据第一个公式与函数 f ( x ) 对照，称为后者的傅里叶变换.而根据第二个 
公式，函数/⑷是函数 F ( z ) 的 傅里叶 （逆） 变换 (区别在 i 的符号 !). 我们注意 ，一 
般说来，即使当/取实数值时，函数 P 取复数值，然而在这里可假定原始函数/也 
取复数值. 

当函数/化彳已给时，等式 


f( x ) 


V2 



F ( z ) 


IXZ 


dz 


oo 


可当作对于（在积分符号后的)未知函数 F ( z ) 的积分方程.方程的解由公式 




V2tt 



+ OC 


f { u ) e izu du 


给出，自然，我们也可更换这两个等式的次序. 


® 如果只对函数/(岣作上面所说到的假定，则最后的积分被了解为在主值意义下的积分. 
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现在回到公式 (14); 如果除去前述的例外值外，它对于一切正值 x 成立，则能表 
示它为下列两个（在这次是实值的并且是完全对称的）公式的 叠加： 



同样,公式 （15) 也能分解为两个 公式: 


F s {z) 



f ( u ) sin zudu 




F s { z ) sin xzdz 


(17) 


(18) 


函数 巧 ㈡ 及 F s ( z ) 分别称为函数 /( x ) 的傅里叶余弦变换或正弦变换.如我们所看 
到，由 F c (或巧）求得函数/与由/求得 F C ( F S ) 完全一样，换句话说，函数/与 
圮(巧)互为余弦（正弦）变换.柯西将函数对 f 与 F c 或 f 与 F s 分别称为第一种或 
第二种共轭函数.在这里， (17) [或 (18)] 中的每个等式又可当作 为积分方程, 其中积分 
以外的函数是已给的，而积分号后的函数是要求的；方程的解由另一等式给岀. 
比较函数^凡及巧，可叙述如下.在 f ( x ) 是偶函数的情形下，我们有 


m = f c {z) 

(用偶的方式延拓函数 F c ( z ) 到值 2 < 0)，而在 /( x ) 是奇函数的情形下: 


F ( z )= iF s ( z ) 


(用奇的方式延拓函数 F s { z ) 到值^ < 0). 在一般情形下，将函数 /( x ) 分解为偶函数 
与奇函数 


= 3 ， 峪 )= 生1- /(- 4 


2 


2 


的和.因而 


F ( z )= G c ( z ) + iH s ( z ) •① 


由于这种情况，我们只举出余弦及正弦变换的例子就够了. 
1) 设函数 f ( x ) = e~ ax (a > 0 ,x > 0); 则函数 


Fc{x) 



cos zxdz 



a 2 + x 2 


是它的余弦变换，而函数 


F s { x ) 



sin zxdz 



7 r a 2 -h x 2 


表示函数 pO ) 的余弦变换，而 H s { z ) 表示函数的正弦变换 
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是正弦变换. 


因为在区间 [0, + oo ] 上可积分，所以下列相互的关系式一定 成立: 


2 a 



7 r / Q a 2 + z 2 


COSZX dz = e — 


(x > 0) 


与 


2 

7T 



2 sm zx 
a 2 + z 2 


dz = e 


ax 


(x > 0) 


或 



COS zx 


7T 




ax 



zsmxz 


o 1 0 0 

在这些积分中我们可看出已知的拉普拉斯积分 [522,4°]. 
因此，在下列函数对的形 式下： 


a 2 + z 2 


dz 


7T 

2 6 


ax 


e 


ax 



a 2 + x 2 


及 e 


ax 



X 


n a 2 x 2 


我们在这里有（柯西的）第一种与第二种共轭函数的例子.如果不知道拉普拉斯积分,则上述的理 
论指出了计算它的方法. 

2) 现在考虑由下列等式所定义的 函数： 


1，关于 0 < x < a 


/⑻ 


2 


, 关于 x = a , 


(a > 0) 


0,关于 x > a 


在这种情形下 


F c { x ) 



a 


cos zxdz 



sm ax 


x 


如果为了要在这个例子上证实傅里叶公式，求出所得函数的余弦变换，则得到狄利克雷的 
连续乘数 ”[497,11)] 


不 


2 

7T 



sin az 


z 


cos zxdz 


实际上它的值与原始函数 f ( x ) 一致！同样 


疋⑻ 



a 


sin zxdz 


存 


cos ax 


x 


等等. 


读者将在第 718 目中找到傅里叶变换的许多例子. 


717. 傅里叶变换的若干性质从对函数 f { x ) 的种种假定出发，研究它的傅里 
叶变换 F ( x ) 的性质. 

首先，如果函数 f { x ) 在区间 [- 00 , 4 - 00 ] 上绝对可积，则函数 

F ( x ) = -^= j : f ( u ) e ixu du (19) 
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在整个区间上连续，并且当 X — 士00时趋近于零. 

函数的连续性是由于所写岀的积分以不含参数0：的收敛积分 



f { u)\du 


为强函数,从而当 u = 士00时，它关于 x —致收敛.证明仿照第 518 目的定理 1 与 
第 520 目的定理2,并参照第 510 目的定理 1( 代替第 506 目的定理 1 ). 至于函数 
F 在无穷大的性质，则建立在第 712 目最后说明的基础上. 

现在假定 x n f ( x ) 也在区间 [- 00 ,+ 00 ] 上绝对可积，其中 n 是自然数.则函数 
F ( x ) 有 n 个逐阶导数 


它们当 x — 土 oc 时都趋近于零. 

在积分号下逐次对参数 x 求积分 （19) 的微分,我们得到 


F ㈨ (x) = 



V2n 



f ( u ) u k e ixn du 


( A := 1，2, ...， n ). 


这个积分关于 x —致收敛，因为有强积分 



\ f ( u ) u k \du 


存在，于是我们可应用莱布尼茨规则.证明仿照第 520 目定理 3 的证明，并参照第 
510 目的定理 3 *( 代替第 507 目的定理 3 ). 在这里，导数在无穷大的性质是借第 712 
目最后的说明来建立的. 

因此，函数 F ( x ) 的微分性质主要是由函数 f ( x ) 在无穷大的性质所确定，反过 
来说，由函数 f ( x ) 的微分性质能在某种程度上判断函数 F ( x ) 在无穷大的性质.这 
就是说： 如果函数 f ( x ) 与它的前 n — 1 个导数当 a : — ■士 00 时趋近于零，而 n 阶导数 
/ ㈤㈤ 在区间[-00, +00] 上绝对可积，则 


^ n F(x)=0. 


这点可直接由 F { x ) 的表示式 


F(x) 


\/27r Vx 



+oo 


f ^( u ) e ixu du 


推出，而这表示式是逐步用分部积分法求得的. 


718. 例题与补充 1) 证明函数 e ~ i x 2 的余弦变换与这函数本身相同.实际上，由第519 
目 6), ( a ) 的公式： 



cos zxdz 




5 
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对于 r 微分这等式，我们得到另一结论：函数 xe~i 

2) 证明公式 


的正弦变换与这函数本身恒等 


⑷ 


2 



sin 2 


2 2 


cos 2 zxdz 


1 ~ x 

CK 


⑹ 


2 



oo 


In 


\/1 + 


z 


cos xzdz 


如果0 
如果$ > i . 

% 

- {x > 0). 


提示计算右端所列出的^的函数的余弦变换,并利用两函数的共轭性（适用傅里叶公式的 
条件成立!) . . 

3) 关于下列两种 情形： 


( a ) /㈤ 


2 

— sin X , 关于0彡怎彡 


0 


关于怎彡 


或 


2 


COSO ： 


(6)/0) 


0 


关于 0 x < 

X = 7T, 


关于0； > 


解积分方程 



g ( z ) sin zxdz = f ( x ). 


提示函数的正弦变换是它的解. 117) 

/、 sin 7tx ,_、 x sin ttx 

答 ⑷口 ⑹ T ^ r . 

4) 证明函数 ^ 同时是它本身的余弦变换及正弦变换. 


例如，我们有 


y/x 



sinxz 




dz 


[2 1 「 sint a 


y/x 


[522,5°] 


5) 利用函数 


1 


e 2nx + 1 

的正弦变换求新的积分. 

根据第519目 8)(6) 的公式，所述的变换是 


1 


y/27T 


2 


117 )因此这里可能会发生 3) 题中积分方程求解的 唯一性 问题.如果从一开始我们即约定仅仅考虑 
使形如 （15) 的傅里叶公式成立的函数 p ( x )， 答案将是肯定的.在一般情况下可以证 明：对 3) 题中 
积分方程右端的无论怎样的 f ( x ), 其两个解仍⑻与 似 ( x )( 关于其中每一个仅假定 3) 题中积分方 
程左端的反常积分存在）仅相差一个等价于零的函数[参看 733]. 这一论断在完全一般的情况下， 
由 A . 奥福特 （ A . Offord ) 在1940年证明了，这已超出了本书的 范围; 特别，由此立即推出上述积分 
方程可能有不多于一个的连续解. 
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因为原始函数满足于适用傅里叶公式的条件，所以它是刚才所引的函数的正弦变换. 
注意积分 


的值，由此容易得到 


或最后用另外的记号 


6) 证明函数 



(^>0) 

2 2 



smxz 


e2 — e 


dz 


n e — e 


2 e nx + 



sin ax 

ShTTX 


dx 


备 th 誉 (a > 0). 


1 


1 


e V2nx _ I ^/2tTX 


的正弦变换恒等于这函数本身. 


提示 利用第 519 目 8)( a ) 的公式. 

7) 关于函数 cos 及 sin ~ x 2 , 证实傅里叶公式 （14).( 顺便指出，这两函数不适合我们推演 

傅里叶公式时所假定的条件!） 

我们有 



2 


cos ~z cos xzdz 


cos 


(k - 



xz \ dz + I cos -2 + xz\dz 


(2 


2 


00 


(2 


2 


cos -2 — xz \ dz 


或者令 + 并且考虑到已知的弗烈内尔积分的值 [522,5°]: 

士乂 + cos 1 -^- x^)du 


, — .cos -x 

l 2 


2 



--00 


00 


cos ~ u 2 du + sin 〆 
2 2 



--00 


sin ~ u 2 du 

Zi 


2 


— t cos -x + sm 

y/2 V 2 


2 ) 


同样 



sin - z 2 cos xzdz 
2 


2 


^ , cos -x — sin 

y/2 V 2 


in - a : 2 ). 
2 ) 


现在已经显而易见所得函数的余弦变换就是原始函数,而这点与傅里叶公式的正确性等价 

8) 证实⑷关于函数 

^OO . 

cost 


f ( x ) = cix 



t 


dt 


X 


(积分余弦)的傅里叶公式 （14) 成立 
(6) 关于函数 


g ( x ) = sia : 



sin 亡 


dt 


X 
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(积分正弦)的公式 （15) 成立. 

对于这些公式是否适用，我们所建立的条件没有讨论到. 
( a ) 解 根据第 49 7, 23 )( a ) 公式： 


F c ( x ) 



cos xudu 



cost 


dt 


\/ E ， 关于 z 〉 1 ， 
H 关于 z =i ， 


关于 a ; < 1. 


其次 



F c { z ) cos xzdz 



cos xz 




dz 



cost 


dt = cix . 


(6) 提示利用 497,23)(6). 

9) 关于函数证实两个傅里叶公式 （ M ) 及（15)，其中0 < s < 1. 
由 539,3), 


2 I cos zx 

^ Jo ZS 


f¥ x 3 - 1 
V 2 r( s ) cos ^ 


dz 


然后 


cos zx 




T ( s ) COS ^ Jo zl ^ s 


dz 


r ( s ) cos ^ 2 r(1 _ s) cos 7 T ( l - s ) 


这就等于如果考虑到关于 r 函数 的余元 公式531, 5°). 

同样€证实公式 （15). 

10) 关于有零指标的贝塞尔函数 J 0 ( x ), 证实傅里叶公式 (14). 
在 524,5) 中，我们有过 



Jo ( z ) cos zxdz 


当$ > 1时, 
当 a : < 1时. 


因此 


2 厂 f 2 f cos ux 2 n 

一 I cos uxdu I Jo ( z ) cos zudu — — I - dn . = — I cos ( a : sin ip)dip 

^ Jo Jo ^ Jo Vl - u 2 nj 0 


这实际上等于 Job ) [参考 695]. 

11) 考虑由等式 

/⑻ ： 


( l - x 2 ) 71 -^ 关于0彡 a : < 1 
0， 关于 a : > 1 


所确定的函数 f ( x){n = 0,1,2,...)- 它的余弦变换等于 


F c { x ) 


—I (1 — z 2 ) n ~^ cos zxdz 


0 
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或者展开余弦为级数并且逐项积分： 


F c ( x ) 





z 2 ) n ^^dz 




但由 5344) 



T[u + 




因此，回忆到有指标 n 的贝塞尔函数的展开式 [395,14)], 最后得 





W ( 2 n ~ 1)!! 


x 


Jn (^) 


因为关于原始函数，适用傅里叶公式的条件成立，所以函数 F c ( x ) 的余弦变换一定就是原始 
函数.这样引出了有趣的积分： 



Jn(2) 


1 


cos zxdz 


z 


(2 n - 1 )U 

a 


( l ~ x 2 ) n ~ i , 当 0 彡 a : < 1 时 

当 a : > 1 时. 


当 n = 0 时，由此得到已知的公式 [524,5)] 
12) 在积分对数的表示式 

" dt _ 

\nt 


liz 



( 0 < z < l ) 


中，令 2 = e^ x (x > 0)，及 f = e _ u ， 我们得到 


lie 



du 


ue 


因为当 a : > 1 时 



du 


< e 


ue 


而当 0 < a : < 1 时， 



du 


ue 


< I lna;|, 


所以 lie '" 从 0 到 + oo 可积分，并且显然适用傅里叶公式 （14) 及 （15) 
现在求函数 lie "" 的余弦 变换： 



lie^ z cos zxdz 



cos zxdz 



du 


ue 


分部积分,将它化成下列形式: 



^ Z smzx . 

e - dz 

z 



arctga : 


x 


[522, 2°]. 于是，其逆为 



arctg2 ： cos zx d z — ^ lL \ i e ~ x ( a : > 0), 
z 2 
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这样就求得了新积分的值. 

用类似的方法,利用正弦变换，求得另一 积分： 

J I n (l + 2 ) sin zxdz = _7rlie— 工① (x > 0). 

13) 证明在傅里叶公式 

1 ooc r+oo 

f(x) = — / dz I f(u) cos z(u — x)du 

n Jo j-oc 

中，当前面所指出的任意的充分条件成立时,可将里面的积分换成在任意有限区间上的积分 

f b 

I f(u) cos z(u — x)du^ 

J a 

只要点 a : 在 a 与 b 之间就可以了. 

提示不取 f ( u ), 我们考虑当 a < u < b 时等于 f ( u ), 而对于其余的 u 值等于零的新函数. 

14) 设函数 f ( x ) 在区间 （0,+ oo ) 内（在广义下）单调减，并且当 z — + oo 时趋近 于零； 我 
们假定这函数在点 r 二0的邻域内可积分 . ® 证明这时它的正弦变换 F s ( x ) 关于 a : > 0是非负 
的函数. 

由所作假定，首先推得积分 


F s ( x ) 



f ( z ) sin xzdz 


存在 [ 476 , 482 ], 我们能将它表示成级数和的形状: 



f ( z ) sin xzdz ^ 


这级数的各项正负相间，而且它们的绝对值递减（“莱布尼茨型”的级数， 381 ). 由此得到所要求的 
结论 • 

15) 设 f ( x ) 是在区间 [0, + oo ] 上 的有界 单调减函数，当 a : — + oo 时趋近于零.此外，我们 
还假定当^ > 0时，这函数有负的（在广义下）单调增加的导数 f { x ). 证明这时余弦变换 F c { x ) 
是在区间 [0, + oo ] 上的 非负的可积分 函数. 

如果0 < a < A < + oo , 我们有 

/ A p A 

\ f ( x)\dx = - / f { x)dx = /(a) - f ( A ), 

J a 

因此由于函数 f ( x ) 有界，导数 f ( x ) 在区间 [0, + oo ] 上可 积分. 从而推得 


^ x ^ + oo 日寸， f { x ) 0. 


@对参变数 X 求微分，容易算出中间积分 



， cos xz — \ , 

e" z - dz 

z 


②如果函数 f ( x ) 在点 a ; = 0变为无穷大，则它可能在非常义下可积. 
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分部积分,我们得到 

F c ( x ) = 



f ( z ) cos xzdz 



X 



f f ( z ) sin xzdz ; 


如果对最后一积分应用 14) 中所证明的结果，则有 F c ( x ) ^ 0. 

因为关于函数 f ( x ), 可应用傅里叶公式的条件成立,所以当 r = 0时，我们得到 



/(+0) = \/ 三 / dz I f ( u ) cos zudu 

o Jo 

在这里已包含了关于函数仄⑷的可积分性的断语. 



F c ( z)dz 


附注我们强调这两个定理中的任何一个对于其他型的变换都不是真实的.关于第716目 
的例 2) 中所考察的函数 /( x ), 相应的余弦变换 


F c ( x ) 




sm ax 


x 


改变符号.如果取 f { x ) 


[同目的例 1], 则正弦变换 


F s { x ) 



X 


7T a 2 ~h X 2 

虽然关于 r > 0保持正号，但在区间 [0, + oo ] 上不可积分. 

719. 二元函数的情形 傅里叶公式也能推广到多元函数 /( mm . •，: v ) 的 
情形.我们较详细地研究二元函数 f ( x U X 2 ), 并且假定这函数确定在整个平面 (-00, 
+ 00; - 00, +00) 上，而且分别对每一变数可微分. 

又设当任意固定 x 2 时，函数 f ( x u x 2 ) 对于 A 在区间 [- oo ,+ oo ] 上绝对 可积; 
同样，当任意固定 Xi 时，它对于 X 2 在同一区间上绝对可积分.当 X 2 固定时，对于 
单变数 A 的函数 f ( x u x 2 ) 应用已知的傅里叶公式叫11),便得到 


/(¥) = ; 



dz 


0 



+ oo 


f(Ui 1 X 2 )cOSZi(ui — X\)du\. 


同样，当 m 固定时，变数❿的函数 f ( u u x 2 ) 也能用下一公式表示: 


/( 叱 ，处 



dZ2 


0 



+ OC 


f(ui,U2) COSZ2{U2 — X2)dU2 


代入前式，我们就得到所求的公式: 




7 T 


2 



dzi 


X 



0 
+ oo 



+ OC 


coszi(ui — x \) du \ jf dz2 

0 



f{U\,U2) COSZ2{U2 — X2)dU2 


丌 2 /o 



dzi 



+ OC 


du 



dZ2 


0 


X 



+ OC 


/( 以 1 ，以 2) COS2i(Ui - Xl) COSZ2(U2 — X2)dU2 


@根据所作假定，在这里适用这公式的条件成立.当然我们也能改变这些假定的形状. 
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与 715 中所做的一样，在这里也能转换到含指数函数的 公式: 


f(^l, 工 2) 




f(u u u 2 )e i ^ Ul -- X ^du 2 , 


( 20 ) 


只要将对 A 及对& 的积分了解为在主值意义下的积分. 

如果函数 f ( x U X 2 ) 对于 A 及对于 X2 都是偶函数,则能将整个积分区间化成区 
间 [0,+ oo ] 7 而且只保留着 余弦： 

4 p OO n OO pOO 

f(Xu x 2 ) = ? J COSZiXidzi j COSZlUidUi j COS Z 2 X 2 dz 2 

pOC 

X / f(uijU 2 ) COS Z 2 U 2 dU 2 . (21) 

J 0 


在奇 函数情 形下，在这里必须处处用正弦代替余弦. 

对于只在第一象限 [0,+ oo ;0,+ oo ] 上给出的函数 /( x 1? x 2 ), 这两公式也成立，因 
为能随意用偶的或奇的方式将函数延拓到整个平面上 .( 关于含正弦的公式，坐标轴 
上的点除外!） 

在所有这些公式中，积分的次序必须如所指出的那样（只可能交换指标1 与 
2) .如果我们有理由交换两个中间积分的次序， 则公式 （20) 可取特别对称的形式 .在 
这种情形下， 公式 （20) 与下列两个公式 等价： 

1 /*~hoc f+oo 

F(z u z 2 ) = — / d Ul / f{u u u 2 )e i ^ u ^ z ^dn 2 ^ 

J ~oc J — OO 

1 r+oc f + oc 

f { x 1 , x 2 ) = 7 T dzi / F ( z 1 , z 2 ) e ~^ ZlXl + Z 2 X 2) dz 2 ] 

2 冗 J 一 OO J — OO 


函数 F ( z u z 2 ) 称为函数 f ( x u x 2 ) 的 傅里叶变换. 

与这相仿，公式 （21) 也可分解为两个公式，在这次,两公式的形状完全 相同: 


2 


Fc (之1，之 2) = — 




dui I f(Ui,U 2 ) COS Z\U\ COS Z2U2dU2 
0 


/( 尤 1 ，处 ) 


2 



dzi j F c { z \ , Z2 ) COS Z \ X \ COS Z2X2dZ2 ^ 

Jo 

在这里 F c ( zi , z 2 ) 是函数 /( xi , x 2 ) 的余弦变换；显然 /( xi , x 2 ) 也是函数 F c (zi 
Z 2 ) 的余弦变换. 

请读者将以上所讲的推 到正弦 变换. 


§7. 应用 

720. 用行星的平均近点角所作出的它的偏近点角的表示式 函数的傅里叶级数展开式引 

导出函数的一种便利的分析表示法,它 对于计 算往往是有帮助的.在下面,我们从理论天文学中取 
出这种类型的一个重要的例子. 
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我们已经遇到过表示行星的偏近点角五与平均近点角 M 之间关系的开普勒方程[83;452,3讣 


E = M + esin E (0 < e < 1). 


⑴ 


根据这个方程，五是 M 的单值可微分函数，而且是奇函数，将 M 增大 2 tt 时，则 显然五 也增大 
2 tt . 由此可知 sin 五是 M 的（以 2 tt 为周期的）周期函数，并且可用 M 的倍弧的正弦展开成为 
级数： ^ 


sinE 


^2 sin 


现在要确定系数 

由第689目的公式 (21) 


2 


bn 


sin E sin nMdM 


sin E - 


cos nM 


n 


M ： 


H — 
n 


cos nM d - dM . 

dM 


m=o ^ 

因为当 M = 0( 或 w ) 时 ，五二 0( 或 w )， 所以积分外面的项等于零.在后面的积分中用变数五 
代替变数 M ( 像这样，变化的区间没有改变)，并且考虑到开普勒方程，我们得到： 


2 bn = n 


cos nM cos EdE = 二 / cos(nE — nesinE ) cos EdE 

71 / 


2 n 


cos(n + IE — nesinE)dE + / cos(n — IE — nesinE ) dE 

o Jo 


由已知的贝塞尔函数 J m Or ) 的积分公式 


7T 



cos(mE — a ; sin E)dE = J m ( x ) 


[例如，可参考第695 g ], 因此 


bn — — [<^n+l(^^) + <7n— 1 (^^)] ♦ 

Tb 


在另一方面，不难证明恒等式 


X 

2 n 


[<^n+l(T) + (^)] = (^) 


因此 


故 


bn = h Jnijie) 


sin 五二一 ^ : sin nM . 


最后得 


E ~ M -\-2 ^2 —Jn ( ne ) sin nM 


所得到的用平均近点角 M 表示偏近点角五的表示式在天体力学中起着重要的作用.从前我 
们已经将五展开为含离心率 e 的乘幂的展开式，它的系数与 M 有关 [452,2)]. 但是这展开式只 
有当 e < 0.6627 --• 时适用，譬如关于离心率较大的彗星轨道就不适用；在这里所建立的公式没 
有这种缺点. 
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721. 弦振动的问题 傅里叶级数（与积分）的最重要的应用是在数学物理方面.想用例子 
说明这类应用，我们从古典的弦振动的问题开始.它对于函数可否有三角展开式这一问题的提出 
起了重要的作用. 

我们所谓弦就是指能自由弯曲的很轻的线.设 
有长度是 Z 的弦，它的端点固定在: r 轴上: r = 0及 
M x = l 两点，并且在张力孖的作用下，弦沿着 o ; 轴 

平衡（图 138). 设在 f = 0时，弦离开了平衡位置， 
广 ,丄： - — V — 而且它的各点具有某些在铅直方向的速度.于是弦 

0\ M dx N I x 

上各点开始在这铅直的平面上振动 .® 如果假定弦 
图138 上的每点 M (有横坐标: r ) 严格铅直地振动，则在 

时间 t > 0,它与平衡位置的偏差 y 是两变量: r 与 


图138 


t 的函数: 




现在的问题就是要确定这函数. 

我们只讨论弦的小振动.这时量2/与 If 都很小（从而弦离开平衡位置不远并且弯曲不大 
因此我们能省略这些小量的二次项. " 

取在时间 t 的弦元素心= M ' A ^ 见 图)； 由以上所述，我们可将它的长度算作与它在开始时 
的原长 cte = MN 相等.这是因为 


ds 


1+ (l!) dx 


dx 


既然我们将长度的改变略去不计,就可将弦的张力也算作没有改变. 

在所取的弦元素上，张力 H 作用于点 M ', 它的方向是沿着在这点的切线 向左； 同样大小的 
张力作用于点 iV ', 它的方向是沿着切线向右.如果用 a 与石分别表示切线的斜角，则这两张力 
在铅直方向的分力的和是 


if (sin a — sin a ) 






在这里，我们又已省略了小量的二次项：例如，我们已经令 


sin 


tga 

r+t? 


tga 


dy_ 

dx 


函数 # 的微分代替它的增量. 

果用 P 表示弦的“线性”密度，则弦元素的质量是 


pds = pdx . 


t 9 

于是由牛顿运动定律，弦元素的质量与加速度的乘积必须等于上面所求得的作用于这 

ot z 

段元素上 的力： 

▲ A ▲ 


, d 2 y d 2 y 」 

pdx .w = I ^ dx . 


①我们假定图 138 所在的平面是铅直的. 
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令 

— 〆 

最后我们得到描述所研究的现象的 偏微分 方程： 

9 2 y jid 2 y /0 、 

d^' ⑵ 

除了这个方程以外，未知函数 2 /二 y ( x , t ) 必须还要满足一系列条件,首先就要满足表示弦端 
点固定不变的所谓边界或极值 条件： 

y (0， t ) 二0， y ( l , t ) = 0. (3) 

其次，如果函数 / Or ) 与 g ( x )® 表示弦上的点在 t = 0时的偏差与速度, 则初值条件 

y ( a ;，0) = f ( x ), dy 智)- = g ( x ) ⑷ 

必须成立. 

因此,问题化为求满足方程 （2) 及条件⑶与⑷的函数 2/0 r ， t ). 

依照傅里叶所指出的方法，先求方程 （2) 的 特解， 而且使它满足极值条件（3)，并与 零解不 
同(我们暂不考虑初值条件).我们开始求形状为两函数的积的特解，并且这两函数中的一个只与 a ; 
有关，另一个只与 t 有关： 

在这种情形下，方程 （2) 有下列 形式： 

或 


其中撇号表示对于各函数的变量的导数，因为等式 （5) 的左端与: r 无关，右端与 f 无关，所以它 
们的共同的值必须与^及 t 都无关，于是为一常数，将它取为- a 2 A 2 (A > 0) 之形式.这时方程 
(5) 分解为两个 方程： 

r " + a 2 A 2 T = 0, X " + A 2 X = 0; (6) 

它们的解一般积分”）的形 状是： 

T = A cos a\t + B sin a \ t } 

X = C cos Xx + D sin 入: r , 

为了要使得函数 y = XT 满足极限条件 （3), 函数 X 必须满足这些条件.令 : r = 0,我们立刻看 
到 C = 0; 又令^ = 并且考虑到 D 不可能为零,就得到条件 

sin XI = 0, 

①当 a : = 0或 a : = Z 时，两函数显然必须为零. 


y ^ X ( x ) T ( t ). 


XT " = a 2 X 


rjnff 

l 7 


X 


X 


(5) 
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从而，当 n 是自然数时，= nTr . 因此 A 可取下列各值中的 一值: 


当入= A n 0寸，令 
我们得到一系列特解: 



入2 


2 了， • 


入 


n 


9 9 

n l 


① 


AD = a ni B D = bn ， 


⑺ 


2/ n — (a n cos a\ n t + b n sin a\ n t) sin \ n x (n — 1 ， 2, ... 

不难看到任意个这些解的和也满足上面所提出的条件.因此推想到考虑所有这些解构成的无 
穷级数，并且令 


y = y^(a n cos a 入 sin a 入 n t) sin 入 


⑻ 


我们暂且假定这个级数收敛,并且它的和满足方程 （2); 条件 （3) 显然成立.现在轮到来讨论初值 
条件(4)，我们设法定出常数 an , 6 n ， 使得这些条件成立.假定可以将级数 （8) 对于 t 逐项微分，从 
而 

dy _ 

I 


(- a n a 入 n sin a 入 + b n aX n cos a 入 n t) sin 入 


⑼ 


在⑻与⑼中，令 t = 0,我们得到条件 


a n sin X n x = /(a;), a\ n b n sin X n x — g(x). 


( 10 ) 


因此只要 f 与 g 满足可展开为傅里叶级数的条件,则由第 689 目的公式 （25) 最后确定出所求的 
系数： 

2 f l 2 f l 

a n = - I f ( x ) sin \ n xdx , b n = ■ - . / g ( x ) sin X n xdx . (11) 

1 Jo aXnl Jo 

这样，我们至 少在形式上求 得了所提出的问题的全解，其形状为级数 （8), 而级数的系数则由 
公式 UP 所定出. 

的确，它 实际上 是否是解的问题暂时还没有解决.为了要回答这个问题，对于函数 f 与 g 还 
要加上一些条件，就是要设函数 p 可微分，函数/二次可微分，而且假定导数/ 〃与 〆 在区间 
[0,/] 上有有界变差.这时下列估计值 成立： 

an = °( 去)’ An6n = °(^)® 

" ①如 果我丨 门 _ 取比值 （5) 的常数值为 a 2 A 2 的形式，则只有恒等于零的函数 X 可能满足极限条件. 
②这是由第708目的一般公式 （21) 与第799目的说明推 得的； 在这里用区间 [0， Zj 代替 [0， tt ] 

当然不关重要.这时，从与弦端点固定这一性质相关的自然的条件 

/⑼= /W = 0 ，沒⑼ = 沒 ⑴= 0 

出发，恰好能推出上述各目中用 s n 所表示的数量是零. 
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两展开式 （10) 实际上在整个区间 [0， Z ] 上 成立； 展开式 （8) 也收敛，而且由它所确定的函数既满 
足极限条件,也满足初值条件[由于级数 （9) 一致收敛,现在我们知道可以对 t 逐项微分!] . 证实这 
函数满足微分方程要比较复杂些 .® 

我们注意级数 （10) 在区间 [ CM ] 的范围内也 收敛； 与从前一样，用 / Or ) 及 g ( x ) 表示它们的 
和，由此得到这两函数在整个无穷区间上的开拓，而且只可能除去在 W 形的点处外 （ A : 为整数), 
它们保持 着可微分性. 我们可逐项积分（在任一有限区间上一致收敛的） g ( x ) 的级数，从而 

oo 1 

- > bn cos \ n x ^ - g \{ x ), 

a 

1 

其中 gi ( x ) 是函数 g ( x ) 的一个原函数.解除 （8) 中的括号，可将这表示式换写为下列形式 


r OO OC 

< a n sin 入 n (: r + af) + a n sin 入 n ($ — at) 

oo oo ^ 

b n COS Xn(x + at) + b n cos X n (x — at) > 

1 1 ) 

{/(工 + at) + f(x - at) + + at ) - ~ a ^)} 


对*并对微分两次，不难证实这函数满足方程 （2)! 

对于在这里所考虑的问题，也可直接求得上面的形式的解答，但是三角级数 （8) 形的解答有些 
优点，因为它揭露出所研究的现象的重要物理特性，合并 （8) 中在括号内的两项，将展开式换写为: 



我们看到弦的全振动是由一系列各别的振动 


A . tvk • (mra 1 \ 

y n = A n sin — a ; sin + a n ) 

所组成的.在这个振动元素中，弦上各点振动的频率相同，如果愿意的话, 
也可说振动的周期相同，而与一定高度的音相应.每点振动的振幅与它的 
位置有关，并且等于 

. • U7T 

A n sin —x • 

V 

将整个弦分为 n 个相等的部分，在同一部分上的点恒有相同的相，而在 
相邻的部分上的点有恰好相反的相.在图139上，画出了当 n = 1,2,3,4 
时的弦的位置.每两部分的分界点静止不动，这就是所谓“波节”.各部分 
的中点（“波腹”)则有最大的振幅.这种现象称为驻波，因此通常称傅里叶 
法为驻波法. 


基音是 由第一个分音 2 A 所 确定； 频率心 


7 ra 


f 及周期 



图 139 


T x 


21 则与它相应.与基音同时，弦所发出的其余的音（或称 泛音） 表征出确定的声音的 


①只有当对函数/与9加上特别强的限制以致于系数与 6 n 的无穷小阶增高，才能用逐项 
微分法证实此点. 
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“色”或音色.如果用手指压住弦的中点，则基音以及奇泛音立受 阻碍； 对于这种音，弦的中点是波 
腹.但偶泛音则都保持 不变; 对于这种音，弦的中点是波节.这时,在偶泛音中，以： r 2 = 为周 
期的第二泛音起着基本的作用，并且弦开始发出原音的八度.所有这些结果都能从所得问题的解 
答推演出来！ 

722. 在有限长杆上的热传导问题 设有一长度为 Z 的均勻细杆放在: r 轴上的点: r = 0与 
x ^ l 之间.设杆的断面的面积 a 是充分小，以致于在每一瞬时断面的一切点都可算作有相同的 
温度，假定杆的侧面对于周围的介质绝缘设已给出在开始时刻 t = 0时， 温度 u 的沿着杆的分 
布，并用函数 /(^)(o 来表示它，此外，又已给出在杆的端点处的热的状况.我们的问题 

就是要确定杆上的点的温度为点的横坐标： r 与时间 i 的 函数： 

U = u(x y t). 


我们考虑在断面: r 与 : r + da 之间的杆元素.在无穷小的时间区间出内，经过左方的断面传 
入元素内的热量可表示为[参考666,例子的 2)]: 


其中 A : 是杆的 
热量 


-ka^dt 

OX 

内导热系数”取负号是由于热从高温传到低温的地方.同样，在同一时间区间内 


7 (du d 2 u , \ 

- k<7 \Tx + d^ dx ) dt 


经过右方的断面 传出； 改变这里的符号后，我们得到从右向左经过这个断面的热量，即传人元素的 
热量.因此，在时间区间由内，在这段元素内积蓄起来的总热量是 

ka^^dxdt. 

从温度的增高 ~ dt 是由热量所制约这一事实出发,我们可用另一种方法算出这热量.如果用 c 
及 p 分别表示#成杆的物质的热容量与密度,则在此消耗的热可表 示为： 

cpadx - ^ ； dt. 

C7C 


令两个表示式相等，我们得到基本的热传导微分方程: 


du 

dt 


d 2 u 

dx 2 


( 12 ) 


其中为简单起见，已令 


cp 


(然而，从第672目，3°中对于空间所导出的一般方程 


du 

^dt 


Au 


①我们也能用平面 z = 0与 
平面上热的状况保持不变， 


之间的无限巨壁来代替细杆，但须假定在每个与$轴垂直的 
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出发，也能导出这个方程,不过要将^算作与 y Rz 都无关 .：） 

( a ) 首先假定在杆的两端点处，温度保持为常数,譬如为 0. 这样就导出了边 界条件 


u (0^ t ) = u ( l , t ) = 0 (t ^ 0) 


在上面我们已经提到 过初值条件: 


u ( x y 0) = f ( x ) (0 < a ; < 0, 


(13) 



/(0) - f ( l ) - 0. 为了求满足方程 （12) 以及所有提出来的条件的 
函数我们应用傅里叶的方法. 

与前面一样，令 u = XT , 因而方程成为下列 形式： 


XT 、 a 2 X， f T 或 ^ 


a 


2 


X 


X 


如果令这两个比的常数值为 - a 2 A 2 (A > 0)，则这方程可分解为两个方程 


T ， + a 2 \ 2 T = 0,从而 T = Ce 


a 2 X 2 


(14) 


与 


X " + X 2 X = 0，从而 X = A cos \x + B sin \x 


为了要使得函数 xr 满足边界条件，必须有 


(15) 


A = 0, AZ = 717 T (其中 71 = 1，2, • • • )• 

因此与在前面的问题中一样， A 只可能有值⑺® 令 BC = b n , 我们得到一系 列特解 






sin \ n x (n = 1， 2 …） • 


取通解为级数的形状: 


u = 


y^b n e 


^^smXnX 


要想满足初值条件，必须令 


b n sin = f ( x ) (0 x ^ /)• 


(16) 


如果函数 f ( x ) 连续并且有有界变差，则要使这展开式成立，只需取 


2 I 1 •, 、 . nn 


b n = - f ( x ) sin 

7T 


三 dx . 


这时，证明形 式上的 解就是 实际的 解没有困难.既然有因子 


e -^ = e -^ 


①参考第454页上的脚注. 
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的出现，于是我们可将级数 （16) 对于 t 逐项微分，并且对于: r 两次 微分； 因为所得的级数对于 
x (0 彡 ； c < Z ) 与彡 a > 0) —致收敛. 

(6) 现在设在端点 : r = /处温度如保持不变，而另一端点^ = 0对外不传热，因此经过它完 
全没有热的运动.下列边界条件与这些假定相 对应： 


吣， , ) = W0 , ^1=0. 


(17) 


初值条件还是保持从前的形状. 

为方便计，引用新的未知函数 t ； 来代替％令^ =如+仏对于 I ；.我们显然有这样的方程: 


dv 02 


dt 


a 


2 


d z v 

dx 2 


极限条件则被换为较简单的 条件: 


.(M) = o, ^1= 0 . 


300 C C 


•4; 分. 



250°C 


200°C 


温 

度 


\ 50 °C 


100 c C 


50°C 



0 

生铁 5cm 4 


图 140 


dx 

最后，初值条件变换为 

v ( x y 0) = f ( x ) — UO . 

与通常一样，令〃 = xr , 我们对于 r 与 x 
得到前面的表示式 （14) 与 (15). 因为 


dX 

dx 


—入4 sin 入 : r + XB cos 入 : r 


所以第 

推得 



5 = 0,而由第一个条件 


cos XI = Q 


因此这时 A 可取下列的值 


入 1 = A 2 = 3 — , ■ • * , A n = (2n — 1) 


21 


最后我们得到特解如下: 


_ a 2 x2 t 

v n = a n e n cos \ n x 


由此就可作出通解 


21 


(n = 1,2, •••), 




v = y a n e_ a Xnt cos X n x . 

l 


在这种情形下,初值条件化为非标准形状的展 


开式: 


7TX 


a n cos (2 n - 1) 孟 = f ( x ) - u 0 
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[参考第690目的问题 25)]. 但不难证明当函数 f ( x ) 适合通常的条件时，如果 



2 ' f ( x ) cos (2 n ~- l)^-dx 
0 21 

则这展开式实际成立. 

因此，用刚才所指出的系数值,最后我们得到 


4 1 

n U °^2^i 


U — Uo 






COS \ n x 


证实它是实际的解的方法，也与情形 （ a ) 相同. 
特别，如果 }{ x ) = 0,则有展开式 


U — Uo 


4u 0 




在这公式中，当= 300, a 2 = 0.139 时, ® 对于不同的 f 与; c , 已经算出了 w 的值，并且由此在 
图140上作出了表示在不同时刻杆上温度分布的图解. 


723. 无穷长杆的情形我们现在对于两端无穷长的杆要解决热传导的问题,譬如说这杆是 
放在 x 轴上（或者可对于整个空间解决这个问题，只要每个垂直于: r 轴的平面上的各点温度相 
同)，这时微分方程还是与从前的 一样; 初值条件 

咖0) = f ( x ) 

则必须在整个区间 (- oo ,+ oo ) 上成立，而自然没有任何边界条件. 

与在前面的情形一样，我们得到如下列形式的 特解： 

一 a 2 入2亡 

u = (a cos 入: r + 6 sin 入: r ) e -a ; 

但是在这里没有理由从参数 A 的一切正值中挑选某些值.因此，考虑到常数 a 及 b 与 X 有关： 

a — a ( A ), b = 6( A ), 


则要得到通解自然是不用和式而用积分 




[ a (入 ） cos 入 : r + 6( A ) sin 入: c]e 


a 2 \ 2 t 


dX 



为了使得这个——暂且还是形 式上的 ——解满足初值条件，必须选择函数 a ( A ) 与 6( A ) 使得对 

于一切0；, 

[ a ( A ) cos \x + 6( A ) sin Xx ] d \ = f ( x ). 



①设有一根 5 厘米长的生铁杆，则在这种情形下 


p = 0.0072 


千克 


0.13 


大卡 


千克.冗 


k = 0.00013 


大卡 


厘米 • 冗秒 


因此 a 2 =0.139. 
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现在假定函数 f ( x ) 满足可应用傅里叶公式的条件,则这公式可写成下列形式: 


/㈤ 



cos \x 



+oo 


f ( z ) cos 入 + sin 入 : r 



+oo 


f ( z ) sin Xzdz \ dX . 


由此函数 a ( A ) 及 6( A ) 显然可由公式 


a ( 入 ) 



+oo 1 广 +oo 

f ( z ) cos Xzdz ^ 6( A ) = — / f ( z ) sin Xzdz 

7T I 

•OO t/ 一 oo 


确定，在这种情形下，解 （18) 有下列 形式: 



a 2 \ 2 t 


d \ 



+oo 


f ( z ) cos \(z — x)dz 


如果函数 f ( x ) 在区间 hoo ,+ oo ] 上绝对可积，则 [521, 定理 5] 在这里可交换对 A 及对 
积分的次序： 



+00 


f ( z)dz I e^ a A 4 cos A (^ — x ) d \. 


我们可依照第 519 目的 6)( a ) 直接计算内层 积分; 它等于 


2 a 


pK 一 (卜 f 2 

\j 一 6 4a 2 t 


因此，最后可将问题的解表示为简单积分的形式 •. 


2 a\/irt 



+oo 


/( 咖 


(卜 5)2 

4a 2 1 


dz . 


(19) 


在积分号下对 i 并对： r 微分（对: r 微分二次)，不难证实这确乎是一个解. 

我们还要考虑“半无穷大”的情形，即杆的一端为无穷长的情形，例如设这杆是放在: r 轴的 
正的部分上（如果愿意的话，或者考虑半空间^^0的情形).设在端点: r = 0处，温度保持为 0. 
对于这种情形，我们可应用前面的解 (19), 不过只要将函数 / Or ) (在这里，它只是对于0与 +oo 
之间的值给出的)，延拓到: r 的负值上，使得 



+ 00 




dz 


因为指数因子是偶的，所以显然只需 用奇的 方式延拓函数 / Or ). 这时新问题的解可写作 


2 ay /7 ri J 0 


f ( z ) 


(卜 5)2 

4a 2 1 


(z + x) 2 ] 

4a2f dz . 


如果当 : r = 0 时，需要有 u = uo , 则引用新未知函数 v = u-uq, 不难得到 


1 f°° ( 卜二 ) 2 

u = uo H - j = I [/ ⑷ 一 uo ] • e —4 a 2 1 — e 

^CLy/7rt Jq - 

在这里我们注意 f ( x ) = 0时的特殊 情形； 这时解有如下的 形式： 


(Z + X) 


dz 


u = Uq < 1 — 




p — £_ 

I 2ay/t 

Jo 


I 


di 


当如 = 300, a 2 = 0.139 时， ® 对于不同的 x 与 t ， 用这公式计算 w 的值，并且由此作出在不 
同时刻杆上温度分布的图解.这些图解画在图141上，把它与图140上的图解相比较是有趣的. 


①这与生铁杆的情形相应，参考第 459 页上的脚注. 
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300 e C 


250°C 


724. 边界条件的变形 我们回到 （722 中所讨论的）在有限长杆上的热传导问题，但是 
要改变边界条件.这就是说，与从前一样，假定端点 x = 0处的温度保持为零，但设在端点 
= /处 ，到（温度为0的）周围介质中有自由辐 
射.在时间区间出中，传到这个端点的热量是[参 

考 722] 

OX 

又根据牛顿定律[参考 359,3)] 辐射出的热量等于 

hcru{l ， t)dt, 

其中是“外导热系数”.因此，在端点 x = ! 处, 

下列条件必须 成立： 

_ k ^M = hu(lJ) , 

OX 

如果考虑形如 u = XT 的特解，则与在第722目 
中一样，我们得到 


200X ： 


温 

度 


150°C 


1001 


T=Ce 


2 \ 2 t 


X — A cos Ax + 5 sin Xx . 


由在端点 x = 0 处的边界条件得到 4 = 0; 由在端 
(工=/处的边界条件导出等式 


501 


—kXcosXl = /isin XI 


0 



0 


2 


3 


4 


5 cm 


或 


tg\l 


A 

Td 


XL 


图 141 


因此，我们得到一系列 A 的值： 


An 




其中 f n ( n = l ，2， M _；) 是超越方程 


k 




的正根[参考 679,4)]- 通解的形状则为 



f > e -心 
1 


sin A n x, 


而与 （16) 相似，但是（我们强调指出这是重要的) 在这里数 An 的性质要复杂得多. 

由 初值条件导出展开式 ^ 

bn sin = f ( x ); (20) 

l 

我们可将它看作函数 f ( x ) 在区间 [0， Z ] 上 的广义 傅里叶级数,并且利用函数 
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的正交性 [679,4)] 可用通常的方法确定系数 k 

So f ( x ) sin ^ir dx 

bn = t • 

i > 2 宇& 

应当加什么条件在函数 f ( x ) 上就能使等式 （20) 成立，这一问题还是没有解决，我们只讨论 
了所提出的问题的形式的解. 


725. 在圆盘上的热传导 我们还对于一种情形——以 i ? 为半径，以坐标原点为中心的圆 
盘的情形——考虑热的问题.假定圆盘是这样薄，以致于它的温度不因高度而有所变更，并设它 
的上下表面都是绝缘的.而且我们限于研究温度 w 只与极动径向量 r 有关（而与极角0无关）的 
情形： 为了进行研究，只需假定初值与边界条件是怎样的 .( 在这里，也可考虑用上下两方无穷长的 
圆柱来代替表面绝缘的圆盘 .：） 

取一般的热传导微分方程： 

^h a2Au 

[672,3°], 首先由于 u 与 z 无关，我们将它换写为 


du 

dt 


a 


2 



在平面上换用极坐标，则必须改变括弧中的表示式如下： 

d 2 u 1 d 2 u 1 du 
dr 2 r 2 dO 2 r dr 

[参考 222,1)], 最后，考虑到 u 与 0 无关,我们得到这样的 方程: 


du 

di =a 



d 2 u 

dr 2 


1 du \ 

+ rd^J 


( 21 ) 


设给出温度的初 值分布 如下: 


u { r , 0) = tp ( r ) (0 < r < R ), 


而 边界条 件化为 


u ( R ^ t ) — 0. 

在这里也采用傅里叶的方法，我们先求方程 （21) 如下列形式的 特解: 

u — R { r ) T { t )\ 


这时我们得到确定这两函数的方程 

> 

T ’ + a 2 A 2 T = 0 及 + A 2 -R = 0- 

T 

由其中第一个方程，: T = Ce ~ a2x2t . 如果令 r =~zRR Qz) = J ( z ), 则第二个方程变为贝塞 
尔方程： 


+ + J = 0 - 
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将 J 看作有零指标的贝塞尔函数，亦即令 i ?( r ) = Jo ( Ar ), 则由边界条件得 

Jo ( Ai ?) = 0. 

在679, 6) 中，我们已经提到函数 Jo ( x ) 有无穷个正根 《 n (n = 1, 2, …）； 因此， A 可能有一系列的 
值 如下： 


|n 


(n = 1，2, 


下面的特解与这些值相对应: 


a 2 x ^M\nr), 


与通常一样，由此作出 通解: 


E 


a 2 \lt 


J 。（ An『)• 


1 


再只要确定系数 C n . 在这种情形下，从没有应用过的初值条件可推出 


E 


1 


“(智) 


^ p ( r ) (0 < r < R ). 


在679, 6) 我们已看到，函数系 { Jo ( Cnx )} 在区间 [0,1] 上“加权”: c 广义 正交； ①显然, 
函数系 { Jd 在区间 [0， i ?] 上“加权” r * 正交.用通常的方法确定这 个广义 傅里叶级数的 
系数，我们得到 

f^Mr)J 0 (^) dr 

在这里我们也只满足于求得 的形式的解. 

读者看出最后的两例已经越出了通常的傅里叶级数的范围.现在举出它们是为了使读者明了 
傅里叶级数的应用问题在数学物理中的正确地位.它们在那里起着重要的作用.可是还远不能满 
足数学物理上的 需要: 只要问题的条件略有变更，则必须应用另一种展开式.因为傅里叶级数永远 
是“正交展开式”的最重要且最简单的实例，所以上述情况丝毫不能减低傅里叶级数及其理论上 
发展的 价值； 其他一切类似的展开式都是以它为典范而作出的，它们的理论与傅里叶级数的理论 
有着最密切的联系. 

726. 实用调和分析.十二个纵坐标的方法 在机械及电机工程等许多纯粹实用的问题中， 
函数的傅里叶级数展开式 或调和分析是 不可缺少的.但在这些情形下，很少要直接利用 欧拉- 傅里 
叶公式来计算展开式的 系数： 


do 


2tt 


f ( x ) dx ® 


f { x ) cos nxdx , b n = ~ f ( x ) sin nxdx 


(n - 1, 2, - • •) 


( 22 ) 


① 参考在第 679 目 6) 的脚注. 

② 在这里，我们回到用叫(而不用来表示三角展开式中的常数项. 
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我们要对给出的函数应用调和分析，但是问题在于这些函数通常是用数值表或图解给出的.因此， 
我们没有函数的分析表 示式； 有时应用调和分析就是为了用这种方法求得函数的分析表示式（即 
令是近似的也好).在这些条件下，必须用近似法计算傅里叶系数,当然，在实用上只需要用到三角 
展开式的前若干项,在多数情况下，傅里叶级数的系数迅速减小,而较远各调和素的影响也随着迅 
速减小. 

通常先给出（或用图解画出）一系列等距离的纵坐标，即函数2/的一系列数值（与变数 x 的 
等距离的各值相对应).应用第九章 （§5) 中所述的方法，可由这些纵坐标近似地计算出 （22) 中各 
值.但是在这里，计算十分复杂，为了使计算简化，或如所谓使其自动化，已经得到了许多不同的 
方法，现在我们说明其中一种方法. 

譬如设将0到 2 tt 的区间分成 A : 个相等的部分，并且已知与分点 

°， T ， 2 . T ， …，卜 1 )令 ，加 

相对应的纵坐标是 

2 / 0 , 2 / 1 , 2 / 2 , •…， yk ~ i,yk — yo - 
这时由梯形公式 [322], 我们有（当然只是近似地!） 

1 2 tt 「1 

ao ^ 2 ^ * T L ^ 0 

由于函数的周期性，灿= 2/0,就可将 ao 的值 写作： 

kao = 2/o + 2/i + 2/2 H - h 2/fc-i- (23) 


+ 2 /i +2/2 H -卜 2/ fc-i + 


同样，对于 （22) 中其他的积分应用梯形公式，求得 


1 

dm ~~ 

7T 


2tt 2tt 47t 2(k — l)7r 

— 2/o +2/i cosm— + t /2 cos m— H - h yk - 1 cosm—~^ ― 


或 

k 2 tt 47t 2(k — l)7r 

-am = 2/o + 2/i cosm— + 2/2 cosm— H - h yk-i cosm - - - ， 

同样得到 

k u • 2 兀 • 4 兀 • , • 2(k - l)7r 

-bm = 2/1 sinm— -f 2/2 sin m— -f - ht/fe-isinm— 一 " ■ • 


首先令 & = 12,并且从十二个纵坐标 


(24) 

(25) 


2/0,2/2,… ，2 /ii 

出发，与之相当的有等间隔的变量 数值： 

^ 7T 7T 7T 27T 57T _ 77T 47T 37T 57T 117T 

0 ’ 百’百’ 3 U ,7r ’ U ’ T 1 ~3' ~6~ 

或用度数表示，则有 


0。,30° ,60° ,90°，120。，150。,180。，210。,240。，270。,300°，330。 • 


根据公式，需要用来乘这些纵坐标的所有因子不外于下列几个: 


土 1; 土 sin 30° = 士 0.5; ± sin 60° = 土 0.866. 
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亦即容易证实 

12a 0 = yo + 2/i + 2/2 + 2/3 + 2/4 + 2/5 + 2/6 + 2/7 + 2/8 + 2/9 + yio + 2/n ； 

6ai = ( 2/2 + yio - 2/4 - ys) sin 30。 + (yi + yn - 2/5 - 2/7) sin 60° + (yo — ye )； 
6a 2 = (yi + 2/5 + 2/7 + 2/ii - 2/2 - 2/4 - 2/8 - 2/io) sin30° + (t/o + 2/6 - 2/3 - 2/9); 

6a 3 = 2/o + 2/4 + ys - 2/2 - 2/6 - yio; 

6bi = (yi +y5- y7 - 2/i i) sin30° + (2/2 + 2/4 — 2/8 — 2/io)sin60。+ ( 2/3 - 2/9); 
6^2 = (yi + 2/2 + 2/7 + 2/8 - 2/4 - 2/5 - yio - 2/ii) sin 60°; 

663 = yi + 2/5 + 2/9 - 2/3 - 2/7 - yiu 等等 • 

例如 


(26) 


6ai = yo + yi cos 30° + 2/2 cos 60° + 2/3 cos 90。+ 2/4 cos 120。 + 2/5 cos 150° 
+ 2/6 cos 180。 + 2/7 cos 210° + 2/8 cos 240° + 2/9 cos 270° 

+ 2/10 cos 300° + yii cos 330° = yo + 2/1 sin 60° + 2/2 sin 30° — sin 30° 
— 2/5 sin 60° — 2/6 — 2/7 sin 60° — ys sin 30° + yio sin 30° + 2/11 sin 60°， 


即与上面所写出的表示式相符合. 

为了使计算（特别是乘法）减少到最低限度，可用龙格 ( C . Runge ) 所提出的方法来计算. 
先依下面所指出的次序写出纵坐标，并且对每一组上下成对的纵坐标作加法与 减法： 




纵坐标 



2/0 yi 

V2 

2/3 

2/4 

2/5 2/6 


2/U 

2/10 V9 ys 2/7 

和 

乜 0 乜 1 

U2 

U3 

U4 

u 5 ue 

差 

晒 

^1 

V 2 

V3 

V4 

V5 


然后同样抄下这些和与差，并且再对它们作加法与 减法: 



和 

差 


Ui U2 U3 

Vi V 2 v 3 


ue U4 

V5 V4 

和 

So Si S2 S3 和 

(T\ (72 <TZ 

差 

do d\ d2 差 

Si S2 


作了所有这些加法与减法后，就得到了一系列数值我们可用它们表示出未知系数如下: 


12ao = so + + S2 + S3 , 

6ai = do 0.866di + 0.5^2, 

602 = (so — S3 ) + 0_5 (si — S2 )， 

603 = do — / 


6bi = O.bai + 0 * 866^2 + 内， 

662 = 0.866(<5i + (^2), 

663 = ai - as 等等 • 


(27) 


不难证实这些公式恰与公式 （26) 相对应. 
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727•例 1) 在图142上，给出了某蒸汽机（在曲柄梢处）的切线力的图由于曲柄轴的 
扭转振动的问题,选定切线力 r 的调和素作为曲柄转角^的函数是有趣的.从图上取出十二个 
等距离的纵坐标，并且用上面所指出的方式进行调和分析： 


T 

-7200 

-300 

7000 

4300 

0 

-5200 

-7400 


250 

4500 

7600 

3850 

-2250 


U 

V 

1 

-7200 

-50 

-550 

11500 

2500 

11900 

—3300 

3850 

-3850 

-7450 

-2950 

-7400 


U 

-7200 

-7400 

-50 

-7450 

11500 

3850 

11900 

V 

—550 

-2950 

-2500 

—3850 

-3300 

S 

-14600 

一 7500 

15350 

11900 

<7 

-3500 

-1350 

—3300 

d 

200 

7400 

7650 


5 

1 

2400 

6350 



现由公式 (27): 


12ao : 

=—14600 - 7500 + 15350 + 11900 = 5150， 

CL 0 

= 429; 

6 ai = 

: 200 + 7400 x 0.866 + 7650 x 0.5 二 10433, 

ai 

=1739; 

602 = 

: (-14600- 11900) + (-7500 — 15350) X 0.5 = 

一 37925^ CL 2 

= -6321; 

603 = 

: 200 — 7650 = -7450, 

03 

= —1242; 

6 bi = 

—3500 x 0.5 - 1350 X 0.866 — 3300 = -6219, 

bi 

= -1037; 

662 = (2400 + 6350) x 0.866 = 7578， 

62 

=1263; 

663 = 

: -3500 + 3300 = -200， 

& 3 

— —33. 


因此 

T = 429 + 1739 cos(p — 1037 sin (p — 6321 cos 2(p + 1263 sin 2(p — 1242 cos 3<p — 33 sin + • • • 

集合含同一角的正弦与余弦的 各项： 

T = 430 + 2020sin(c^+ 121。）+ 6440sin(2vp + 281。）+ 1240 sin(3p + 268。）+ .. • 

我们可看到：在这里，第二调和素的影响最大. 

2) 用函数的图解上的十二个纵坐标，可以求得傅里叶系数.为了要知道这种方法的精确度是 
怎样，我们将它应用到若干有分析式的函数，并且将近似的与精确的结果加以比较. 

先考虑函数 f ( x ), 它在区间 [0, 2tt] 上是由下一公式 给定： 

V = f { x ) = 2^2 (^ 3 - 37 HC 2 + 27 T 2 X ), 

而对于其余的值 X ， 则由周期规律所 确定： 

/0 + 27 T ) = f ( x ). 


这函数的图解画在图143上. 


@考虑到惯性力，可由指标图作出类似的图. 
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在这里可应用不难证实的恒等式: 


/(2 tt -x) = -f(x) 


用龙格的方法，由这些2/的值求得 

bi = 0.608, 62 = 0.076, 63 — 0.022 

一 切数的都是零，从而一切系数如也都是零 [690,(22)]. 

同时，由公式 （22) 直接推出（应用分部积分 三次》 


bm 


2tt 3 



2n 


( x 3 — S 7 tx 2 + 27 r 2 x ) sin mxdx 


m 


3^r2 


因此 


o o 

bi = ~, = a 6079， b 2 = —Z = 0.0760， b 3 = — = 0 . 0225 . 

7 T 2 4 tt 2 9 tt 2 

与上面的结果相符合！ 

3) 但是并不是永远可以得到这样精确的结果. 

作为第二个例子，我们取一以 2tt 为周期的函数，它在区间 [ 0 , 2tt ] 上定义如下 


/㈤ 


(x — 7 T ) 2 . 


它的图解画在图144上. 


^ln 


In 


利用显而易见的恒等式 


作出下表: 


77 T 

T 


图144 


f ( 27 r - x )^= f ( x ), 


2?r 

T 


57 T 

T 


0.694 0.444 0-250 0.111 0,028 


47 T 

T 


37 T 

T 


57 T 

T 


117 T 


2tt 


0.028 0.111 0-250 0-444 0.694 


这时由龙格的方法，求得 


ao = 0.338; ai = 0*414; = 0.111; az = 0.056; 
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在这次，数％与系数都是零 [690,22)]. 系数的正确的值是 


do 



2 tt 


q . (x — 7 r) 2 dx = = 0.333 

2tt 6 l 0 3 


dm = 



2 tt 


—3 / (x — 7r) 2 cos mxdx 


m 2 7r 2 


(m 彡 1)， 


特别， 


ai 


7T 2 


0-405 ； 


7T 


2 


0.101; a 3 


4 
97T 2 


0.045. 


这样，即令前两个系数的相对误差不超过 1.5%-2%, 而后面的系数的误差则达到 10%(a 2 ) 
甚至 20%(a 3 )! 以后 [730] 我们还要研究求得的近似公式的精确性的问题.但是现在已经可以看 
出要提高精确性，必须取较多的纵坐标. 

728. 二+四个纵坐标的方法假定已经给出或已经从图解取出与幅角的值 


或 


相对应的二十四个纵坐标 


0 , 



7T 7T 7T 237T 

12 ' 6， Z ， •…， ~ 12 ' 

15°, 30°, 45°,… ， 345° 

2/0, yi, 2/2, 2/23. 


在这次，近似计算傅里叶系数时所必须与纵坐标相乘的因子不外乎下列几个: 

土 1 ， 土 sin 30 。 ， 士 sin 45° ， 土 sin 60° ， 士 sin 75°, 


我们现不详细讨论（因为与前面的讨论完全相仿)，而立即引入还是由龙格所提出的计算方法. 
在读者有了经验后，不必加以说明，这种方法也是很明显的.它 就是： 




纵 

坐 

标 




2/0 2/1 2/2 2/3 

2/4 2/5 

2/6 2/7 

2/8 

2/9 2/10 

2/11 2/12 


2/23 2/22 2/21 

2/20 2/19 

1 2/18 2/17 : 

J/16 2/15 

2/14 2/13 

和 

Uo til U2 Uz 

^4 ^5 

U6 U7 

^8 

^9 ^10 

乜 11 ^12 

差 

V\ V 2 Vz V4 V5 

ve v 7 

V 8 

V9 V 10 

^11 



和 

差 


Uo U1 U2 U 3 U 4 U 5 Uq 

ll 巧以3 14 仍汐 6 

1 


Ul2 Uio Ug Us Ur 

i 

Vn llO 19 18 P 7 

和 

P0 Pi P2 P 3 P 4 P 5 P6 和 

ri r 2 T3 T4 rs r6 

差 

qo qi <}2 <15 差 

Si S2 Ss S4 55 


和 

差 


po pi P2 P 3 

si S2 Ss 


P6 P 5 P 4 

S 5 54 

和 

ko k \ k2 kz 和 

mi m2 爪 3 

差 

lo h h 差 

m ri2 
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我们注意不要对于 q 与 r 各数量作加法及减法. 

由所指出的方法求得数量及 r 后，用它们将傅里叶系数表示 如下: 


24ao — ko + ki + 允 2 + 允 3 ， 

I2ai = [go + 0.5^4 + 0.6124(^1 + 仍 )]+ [0.8660^2 + 0.7071^3 + 0.3536(^1 — q^)], 
12a2 — lo + O.866O/1 + 0.5/2, 

12(23 =(如 一 ？ 4) + 0.7071(^1 ― 奶一奶)， 

1204 = (ko — ks) + 0.5(/ci — /?2 )， 

12a5 = [go + 0.5^4 + 0.6124(gi + gs)] — [0.8660^2 + 0.7071^3 + 0.3536(gi — 奶）]， 
12(X6 — lo — ^ 2 ? / 

12bi = [0-5r2 + a + 0.6124(n + rs)] + [0J071T3 + CK866O4 - 0-3536(ri — rs)], I 


1262 = 0.5mi + 0.86607712 + 饥 3 ， 

1263 = (D - a ) + 0.7071 (ri - rs ~ rs )， 

1264 = 0.8660(ni + 打 2 )， 

1265 = [0.5r*2 + r 6 + 0.6124(ri + rs)] — [0.7071r*3 + 0.8660*4 — 0.3536(ri — rs)], 
I2be = mi — m3 ， 等等. 


(28) 


用二十四个纵坐标，求其余的系数，则其精确度逐渐减低. 

请读者注意一个细节的问题.为了得到系数以与 a 5 必须先分别计算在方括弧中的表示式， 
然后将它们相加(在求 W 时）及相减(在求 a 5 时).计算系数 h 与& 5 也与此相仿. 


729.例 1) 再回到图142上所作出的切线力的图，从其中取出二十四个纵坐标，应用新的 
方法重新进行调和分析： 


T 

-7200 

-4150 

—5150 

-300 

250 

3250 

2300 

7000 

4500 

7450 

6800 

4300 

7600 

2750 

6400 

U 

-7200 

-9300 

—50 

5550 

11500 

14250 

11900 

9150 

V 


1000 

-550 

950 

2500 

650 

-3300 

-3650 


! 

T 

0 

3850 

—2650 

650 

-5200 

-2250 

-7700 

-4850 

-7400 

U 

3850 

-2000 

-7450 

-12550 

—7400 

V 

-3850 

-3300 

-2950 

—2850 



U 

-7200 

一7400 

-9300 

-12550 

-50 

-7450 

5550 

-2000 

11500 

3850 

14250 

9150 

11900 

P 

-14600 

-21850 

-7500 

3550 

15350 

23400 

11900 

q 

200 

3250 

7400 

7550 

7650 

5100 



V 

1000 

-2850 

-550 

—2950 

950 

-3300 

2500 

-3850 

650 

-3650 

-3300 

T 

一 1850 

—3500 

-2350 

-1350 

-3000 

-3300 

S 

3850 

2400 

4250 

6350 

4300 
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P 

-14600 

11900 

—21850 

23400 

-7500 3550 

15350 

s 

3850 

4300 

2400 4250 

6350 

k 

-2700 

1550 

7850 3550 

m 

8150 

8750 4250 

1 

• 

晒 

-26500 

—45250 - 

-22850 

i 

n 

i 

一 450 - 

-3950 

于是按照公式 （28) 






ao - 

二 427, 

ai = 1685, 

a 2 = —6426, 

a 3 =—： 

1175, a 4 

- -783, 

as : 

二 -163, 

ae — —304, 

bi = -938, 

62 = 1325, 63 

= -87， 

&4 = 

二 -318, 

― —398, 

b6 = 325. 





故求得展 开式: 


T = 427 + 1685 cos(p — 938 sin (p — 6426 cos 2 (p + 1325 sin 2 (p — 1175 cos S(p — 87 sin S(p 
—783 cos 4 <p — 318 sin 4 <p — 163 cos 5 <p — 398 sin 5 <p — 304 cos 6 <p + 325 sin 6 <p + …， 

或者合并各项并加 括弧： 

r = 430+ 1930 sin ((^+ 119°) +6560 sin (2(^ + 282°) + 1180 sin (3^ + 266°) 
+845 sin (4(^ + 248°) + 430 sin (5^ + 202°) + 445 sin (6(^ + 317°) + ... 

比较这个展开式与第 727 目， 1) 中所求出的同一量: T 的展开式，我们看到对于前三个调和 
素，其符合程度多少令人满意. 

2) 请读者计算第 727 目 ,3) 中所提出的曲线 • 

4(卜-) 2 

的二十四个纵坐标，并且利用已指出的方法，求出系数 a 0 , a lj a 2 , a 3 , a 4 , a 5 , a 6 的近似值. 

答 a 0 士 0.334; ai = 0.407; a 2 = 0.104; a 3 = 0.047; a 4 = 0.028; a 5 = 0.019; a 6 = 0.014, 而 
这时正确的数 值是： 

ao == 0.333; ai = 0.405; a2 = 0.101; = 0.045; a 4 = 0.025; 0.016; ae = 0.011. 

为了近似计算函数三角展开式的系数,除了上面的方法以外，还有其他的 方法： 例如十六个或 
三十二个纵坐标法（在航海中，当研究罗盘的偏差时，通常要用到这种方法)，三十六个纵坐标法 
(在电机工程上采用)，等等.也还有自动安排计算的各种方法.在所有这些情形下，当实际计算傅 
里叶系数时用来简化计算的方法，其实质与上面的方法相同. 

730. 傅里叶系数的近似值与精确值的比较 如果函数 y = f ( x ) 是在区间 [0, 2 tt ] 上用分 
析式给出的并且是二阶可微分的，则可与通常一样 [326], 对于上面所得到的傅里叶系数的近似公 
式，求出误差.在这里，我们还有另一目的，就是要作出已给系数的近似值与这系数及其他系数的 
精确值之间的关系式.虽然从这些关系式不能导出误差的估计值，但是还是阐明了整个问题，并且 
指出了问题应有的方向. 






cost 


, 2 (n + m )7 r 


i=0 
•fc — 1 


+ ^ 2 Bn ^2 


如 啤 m ): 

k 


i=0 


在这里，也只有当余弦和式所含的因子 n 土 m 是 fc 的倍数时（也就是当 n 的值具有 pk ± m ^ 
形式时，其中 p 是整数)，这些和式才不等于零（而等于 fc ). 如果为了明确起见,设 2 m < &则对 
于 a m , 得到级数如下： 

~ Am + Afc—m + Afc+m + ^2fe—m + • • ♦ • (30) 
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我们假定所考虑的函数2/ = f ( x ) 的区间 [0, 2 tt ] 上有傅里叶展 开式: 

OO OO 

2/ = Ao + A n cos nx + B n sin nx . 


在这里，我们故意用大写字母表示傅里叶系数，使得它们与小写字母所表示的近似值有所区别.在 


所写出的等式中，令 : T 


2 t 7 T 


0,1, • • • ， fc - 1)，我们计算出函数的各特别值 2/ i : 


Ao + COS 


2 imr ^ . 2 imr 




sin 


它们是要在系数近似值的公式 （23),(24) 与 （25) 中出现的. 
将讲代人上述第一个 公式； 交换求和的次序，我们 求得: 


k-l 




fc —1 


ao 


• 2 zn 7 r 
sin — : — 
k 


i=0 


i-0 


可是不难看出和式 


fe-1 fc — 1 • 

E 2 m 7 r - 2 m 7 r 

cos 丁， ^sm^- 

i=0 i—0 


除去 n 是 fc 的倍数的情形外，都等 于零； 而在 n 是 fc 的倍数时，第一个和式的值是 fc (这时第 
个和式等于零).由此立刻得到 


ao = Ao + Afc + A2k + A^k + .. ‘ 

将讲的表示式代人公式（24)，并且重新交换求和的次序,我们 得到: 


(29) 


O^m 


■ { A 。 亡 cos i 甲 + ； f > ^>s i 


• 2 m 7 r • 2 n 7 r 
%— — cost — — 

fc k 


i=0 


i=0 


w V ♦ 

+ E 凡 E 


t 2 m 7 r • .2 n 7 r 

cost — ； — smt —； — 
fc k 


2 Ao ^^cosi 


.2 m 7 r 


i=0 


i=0 



与这完全相仿，可得 


bm = Bn% 一 -j- Sfe-j-rn _ 召 2fc—m + 


» « • 


(31) 
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这就是我们所想要建立的公式. 

由此我们就 看出： 譬如说，只要 k 欠而 m 并不太大，与 A m 的差是若干个有较大的附标的 
系数 A 的和式.显然在近似值的精确性的问题中,傅里叶系数减小的速度起着重要的作用，而我 
们知道 [706 〜 708] 这种速度又与延拓在整个区间 （- oo ，+ oo ) 上的函数的可微分性相关.第727 
目的例 2) 与 3) 很好地表明了这种 情况： 请读者注意例 3) 的图解上的尖点！ 

令 A = 12,我们特别有（限于取余弦的系数为例)： 

o,o — Ao + A.12 + ... ， di = A.\ + An + •.. ， 

<22 = A.2 ~h Aio + • . . ， 0-3 = A 3 + -Ag + •.. 


并且同时有 

a 5 = A5 A7 + - ■ • , a% — 2 Aq + ...(!) 

等等.由此 可见： 超出了前而两、三个调和素的范围以外,不可能期望有多少令人满意的精确性. 
当转到 A = 24时，就立刻改善了这些 结果： 

do = Ao + A2A + . ‘ . ， di = Ai + A23 + . • . ， 

a6 = Aq Ais + …， 等等. 

在这里，一般说来，对于前面七、八个调和素，可期望有较好的精确性. 


二十章傅里叶级数（续产 


§1. 傅里叶级数的运算 • 完全性与封闭性 


731. 傅里叶级数的逐项积分法 与通常一样，假定函数 f ( x ) 在区间[- TT ，7 T ] 上 
绝对可积.设它的傅里叶级数是 


/⑻ 


^0 


+ 0,71008 nx s in nx% 


(i) 


考虑关于 -7 T < X < 7 T 的函数 

F(x)~- 



/⑻ ~ T dx 


( 2 ) 


显然它是连续的，并且有有界变差[486,7°;568,4 0 ];而且因为 


F(tt) — F(—tt) 



f(x)dx —丌 ao 


( 3 ) 


所以它有周期 2 tt . 在这种情形下，由第686目的定理，可将这个函数在整个区间上 
展开为傅里叶级数： 


F(x) = 


A OO 

f 心 

n=l 


cos nx + B n sin nx 


⑷ 


①第十九章主要是讨论函数的傅里 叶收敛 级数展开式;在那章中，这些级数是作为计 算的工 
具而研究的.在本章中，我们要从较一般的观点出发，并且叙述一系列主要在理论上有意义的重要 
问题. 



[ 731 ] 


§1. 傅里叶级数的运算.完全性与封闭性 


. 475 - 


(而且根据699,这级数一致收敛于这个函数). 

级数 （1) 及 （4) 的系数之间存在着简单的联系.实际上，如果利用第580目， 9) 
中所推广了的分部积分公式，则有（对 n ^ l ) 



/ F{x) cos nxdx 

-7T 


戶) 


sm nx 


n 


n 丌 



f(x) sin nxdx. 


即 

A = 

71 n 

同样,在这次考虑等式 （3), 我们得到 



为了求出 A 0 , 在⑷中令 x = 0: 


A oo oo , 

T 一 = (5) 

n=l n=l 

在展开式 （4) 中，代入所求得的各系数的值,则能将它改写为下列 形式： 




a n sin nx + b n (l — cos nx) 


由此,如果考虑等式 （2)， 我们有 



f(x)dx = / ~-dx 
0 2 



[a n cos nx + b n sin nx]dx 


o 


显然，对于任意区间 [X' ， X〃] (其中 - TT < 〆 < X" 



^7 T ), 相似的关系式 成立: 

[a n cos nx + b n sin nx]dx. 


⑹ 


因此 ，函数 /( x ) 的积分可将与它相应的傅里叶级数逐项积分而求得 .我们已经证 
明： 即令不假 定傅里叶级数 (1) 本身收敛于函数/( X ), 还 恒可将 它逐项积分，这个事实 
很值得注意. 

显然可选取另外任一个长为 27 T 的区间来代替 [-7 T , 7 T ] 作为基本区间.关于在区 
间 [0,7 r ] 上且只含余弦或正弦的级数 [689], 这里所讲到的一切也还是完全一样. 

积分已知的三角展开式，可得到另外一些展开式.如果还是要得到三角展开式.则应将 （6) 中 
的¥这一项移到等式的另一端.需要注意常数 项#: 直接由级数 （5) 求和，或者按照下一公式 
求 ▲ 

L/ x i m ~ ^ ]dt ' 
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就能 得到# 的有限形状. 

我们举例说明此点.如果从0到: T 积分下一展开式 


[参考690, 2]，则得 


于是 


其中 c 或为级数之和 


所确定，或为积分 


E 


sin nx 7r — x 


n 


2 


(0 < x < 2 tt ) 


n 


E 


1 — cos nx 
n 2 


7T 1 2 

rrX - -X 

2 4 


n 


E 


COS nx 丄 ；2 7T 


n 2 


—x 一 — X ~h c (0 ^ CC ^ 27 T )， 


n 


E 


7T 


2 


n 2 6 


n 



2tt 


7T i* 2 、 ， 7T 


2 


2 . / 0 ( 2 "- 4 " )&= 6 


所确定.这样，我们得到了 690,9) 中已经独立求得的展开式.同样， 7)( a ) 中的展开式可由 7)(6) 
中的展开式求得，等等. 


附注我们着重指出已作的讨论顺便证明了这个事 实:不 论区间 [-7 T ，7 T ] 上的绝对可积函数 
f(x) 是怎样，级数 

E b f (^) 

n=l 

必收敛，其中〜是 f(x ) 的傅里叶级数的正弦项的系数[参考692,2。].在下面758中，我们要用 
到这个附注. 


732. 傅里 叶级数的逐项微分法 设在区间 卜 7 T ，7 T ] 上给出一连续函数 /( X ), 它 
满足条件 /(-7 T ) - /(7 T ) ; 并且有（只可能除了在有限个孤立点处外）导数 f ( X ); 又设 
这个导数在所述的区间上绝对可积分.这时 

/⑻=/ /’0)血 + /( o ) 

[310,481], 并且如我们刚才已看出，函数/⑻的傅里叶级数 （1) 可由函数广⑷的 
傅里叶级数 

oo 

/' ⑻ 〜 XX cos nx + b f n sin nx (7) 

n=l 

逐项积分而得，因为根据对/( X ；) 所加的条件， 上一展开式中没有常 数项： 


a o = 



^[/ W -/ M ] = o . 
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在这种情形下，显然反过来—— 导数 f ( x ) 的级数⑺可由函数 f ( x ) 的级数⑴逐 
项微分而得. 

我们请读者特别注意函数/( X )的 周期性 /这一假定在这里所起的作用.当这个条 
件不成立时， f f ( x ) 的傅里叶级数的常数项_不等于零，因此这个级数不能由级数 
(1) 逐项微分而得！例如在展开式 （ a 不是整数） 


丌 sin ax 
2 sin q/k 



sin nx 


[690,7(6)] 的情形下，逐项微分后得到级数 


E(- 

n=l 

它显然不可能是傅里叶级数，因为它的系数甚至不趋近于零 [682]. 


附注 直到现在为止，我们已 讲过: 将原有函数 f ( x ) 的傅里叶级数逐项微分，可 
能求得导数 f ( x ) 的傅里叶级数 （7). 我们完全没有说到级数⑺ 收敛于 f ( x ); 应当 
利用若干充分判别法，来特别判断这种收敛性 [684,686]. 

必须注意：由于在微分 cosnx 与 sin nx 时有自然数因子 n 出现，所以系数的无 
穷小阶降低，并且收敛的机会也减少了.然而在利用傅里叶级数解决数学物理中的 
问题时，往往必须微分这些级数，而且甚至于要重微分.为了保证所得的级数收敛, 
依照克雷洛夫 [710] 的方法，预 先分出收敛得较慢的部分有 时是有用的.这时，已知 
分出了的部分的和的有限形式，从而可以直接微分，而余下的级数的系数必须达到 
的这样的无穷小阶，使得微分后还是得到一致收敛级数. 


733. 三角函数系的完全性如果在区间卜 7 T ，7 T ] 上的连续函数/( X )有全等于零 
的傅里叶系数，则这函数本身恒等于零 .实际上，在这种情形下，由等式 （6) 显然 可知: 
对于一切 

nX 

I f ( x)dx = 0; (8) 

Jo 

由此对 x 微分,根据被积函数的 连续性 [305, 12 。]， 我们就得到恒等式 


/(x) = 0. 

换句话说 ，除了恒等于零的函数外，在区间 [-7 T ，7 T ] ①上 没有连续函数与三角函数系 

1 ， cosx ， sinx, cos2x，sin 2x ， … ， cosnx, sinnx, … (9) 

中的一切函数正交 [679]. 这个事实可说是表明 :三角 函数系在连续函数类中是完 

全的 . 

①或在另外任一^为 2 tT 的区商上.一 
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如果两连续函数有相同的傅里叶系数，则它们必恒等，因为它们的差 / i ( x ) - 
h ( x ) 有 完全等于零的傅里叶系数.因此， 连续函数由它的傅里叶系数唯一地确定. 
这只是三角函数系的完全性的另外一种表述法. 

如果转而考虑不连续函数，则情况可能不同.譬如说，只在有限个点处不等于零的函数已 
不“恒”等于零，但显然这时它与 （9) 中任一函数正交，而且也 与每个（常义或非常义）可积 
分函数 正交.我们可作出一个在无穷点集上不等于零的函数， 但仍具有上述性质. 例如下一函数 
/( x )[70,8),300,1)] 就是这样：如果 r 是形如土< 7 T ) 的既约分数，则 f ( x ) 等于\而在区 

间[- 7 T ，7 T ] 上的其余各点， /( x ) 等于零. 

然而在所考虑的区间上, 与每个 一般可积分函数正交的函数“在实质上”与零没有 区别； 我们 
称这种函数与零等价. 

现在可证明:如果 在区间 [-7 T ,7 r ] 上绝对可积分函数/(4 的傅里叶系数都等于零，则这函数必 
与零等价. ' 

实际上，如果 g ( x ) 是常义可积分的任一函数，则由 579,1°, 

广 7 T 广 7 T 

(R) / f ( x ) g ( x)dx = (S) / g ( x ) dF { x ), 

J 一霄 J — 7 V 

其中 F ( x ) = f Q x f ( x ) dx . 在所作的假 定下， 二 0 [参考 （8)]， 因此 f ( x ) 与 g ( x ) 正交. 

由此不难转到 g ( x ) 是非常义可积的情形.例如设点 7 T 是它的唯一的奇异点.则在 [-7 T ,7 T - £ ] 
上 （e > 0), 令 g *( x ) = g ( x ), 在 （7 r - e ，7 T ] 上，令 g *( x ) = 0,由前证可知： 

广霄一 e 广 tt 

/ / • gdx = / f • g*dx = 0 . 


现在只要取 e — 0 时的极限. 

推广“完全性”的概念，我们可断定 :三角 函数系 （9) 在绝对可积函数类中是完全的 .这个断语 
的意义是:除 了与零等价的函数外，在区间 [-7 T ,7 T ] 上没有绝对可积函数与 （9) 中一切函数正交. 

最后，如果两个绝对可积函数有相同的傅里叶系数,则它们的差与零 等价. 如果不认为这种 
函数 “在实 质上”有区别，我们在某种意义上也可说绝 对可积函数是由它的傅里叶系数所唯一确 

定的. 


附注 关于只在区间 [0,7 T ] 上的函数系 


1 ， cosx, cos 2a;, … 


cosnx, - - - 


或 


sin a;, sin 2x, …， sin nx , …， 


以上所述的一切还是成立. 
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734. 函数的一致近似法.魏尔斯特拉斯定理 如果用函数接近”①在区 

间 [ a , 6] 上的某一函数 /( x ), 则能根据各种情况，分别估计这种近似法 的性质 .但是当 
然在所有的情形下，基本上还是要考虑差式 

r ⑻ =/⑻⑻. 

如果我们同样注意一个函数与另一函数 在一切分别取出的点 处的小偏差， 则 可取它 
们的最大偏差，即数 

6 = sup \ r ( x )\ 

作为近似的尺度.在这种情形下，我们说这是函数/( X )借助于函数 〆X )的一致近 

似法. 

我们将导出关于连续函数一致 近似法 的两个基本的魏尔斯特拉斯定理，在第一 
个定理中用到三角多项式，在第二个定理中用到通常的（代数）多项式. 

定理1 如果函数 f ( x ) 在区间 [-7 T , 7 T ] 上连续并且满足条件 

/(—7 T ) = /(丌)， 

则无论数 e > 0 是怎样，可找到三角多项式 

n 

T ( x ) = ao + ( a m cos mx + ( 3 m sin mx )^ 

m=l 

使得对于在上述区间上的一切值 X 不等式 

\ f { x )- T ( x )\ < s (10) 

一 致成立. 

首先作出逐 段线性 的函数 < P ( X ), 使得在 [-7 T , 7 T ] 上不等式 

\ f ( x )~( p ( x )\ < - (11) 


处处成立. 

为了要达到这个目的，用点 


一丌 = Xo < XI < ^ < Xi < Xf+1 < • • • < Xfc — 丌 

将区间 [- tt ^ tt ] 分成这样小的部分,使得在每一个部分上，函数/的振幅< f 我们 
在区间 [-7 T ,7 T ] 上确定函数 ^( x ), 令它在每个个别的区间上等于线函数 


f { Xi ) + 


/( 工 i +1) -/ (工 i ) 


Xi^i — Xi 


(x-Xi), 


①这就是近似地表不的意思 
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则它在区间的端点与/( X )符合.在实质上,这就是在由方程 y = /(X) 所表示的曲线 
上作内接折线.如果用叫及风表示函数/在第 S 个区间上的最小值与最大值，则 
根据条件， Mi-mi <|,又因为在这个区间上，函数/与#的值均包含在叫与 紙 
之间，所以不等式 （11) 在整个区间 [-7 T , 7 T ] 上成立. 

与/⑻一样，函数在区间[- 7 T ,7 T ] 上连续，并且满足条件 

W (-丌 ） =^(丌)； 

而且作为逐段单调的函数，它在这区间上有有界变差 [568,1°]. 在这些条件下，根据 
狄利克雷-若尔当判别法 [699], 可将 < p ( x ) 展开为一致收敛的傅里叶级数： 

OO 

(p(x) = ao + otm cos mx + (3m sin mx. 

m=l 

因此当 n 充分大时，如果取这级数的第 n 个部分和作为多项式 T ( x ), 则它与 ^( x ) 
的差小于^ : 即关于所考虑的 x 的一切值， 

\< p ( x ) - T ( x )\ < (12) 

从 （11) 与 （12) 就得到 (10). 

我们现在取递减到零的正数序列 { s fc }, 并且对于每个数 e 作出在已证的 
定理中所指出的多项式 T = T fc ( x ); 这样得到一个三角多项式的序列 ( T fc ( x )}, 它在 
区间 [-7 r ,7 r ] 上一致收敛于函数 f ( x ). 用通常的方式 [427] 从序列转到无穷级数，我 
们得到这定理的另一种表述法，它与前面的表述法显然是同 等的: 在定理 1 中所指出 
的条件下，可将函数 f ( x ) 展开为一致收敛的级数，其中各项是三角多项式. 

由定理1就不难导出 


定理 2 如果函数 f { x ) 在区间 [ a , b ] 上连续，则无论数 e >0 是怎样，可找到这 
样的整 118 )代数多项式 


P { x ) = Co 十 Cix + C 2 x 2 H - h c n x n , 

使得关于在 [ a ,6] 上 X 的一切值，不等式 

. \ f ( x )- P ( x )\ <£ 


(13) 


致成立. 

通过简单的代换 


x = a + ^-(6- a ) 

丌 


118 )在涉及代数多项式时，使用形容词“整”，是为了强调在记法 P ( x ) — CQ + C\X + C2X 2 - • + C n X n 

中出现的仅仅是变量 a : 的自然数幂. 
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我们能够在区间 [0,7 T ] 上讨论这个问题，因为/的整多项式显然也是^的整多项式. 
为了不使符号复杂，认为原来给出的区间就是 [0,7T]. 

现在将函数 f ( x ) 延拓到整个区间上，令 

/( — X ) = f(x) (0 < X ^ 7 r ). 

这样函数还是保持着连续性，并且显然满足条件 /(-7 T ) = /(7 T ). 在这种情形下，根据 
定理1,可以找到这样 的三角 多项式 T ( X ), 使得关于在 -7 T 与 7 T 之间的一切值％我 
们有 

1/⑻ — r ⑻ |<|_ (14) 

如果将 r 中的每个三角函数用它的^的幂级数展开式 [404] 来代替，则也可将函数 
T 表示为处处收敛的幂 级数： 


oo 

T ( x ) = c 一' 

m=0 

这个级数在区间[- 7 T ,7 rj 上一致 收敛； 因此当 n 充分大时,如果令这级数的第 n 个部 
分和就是多项式 P ( x ), 则关于在区间[- 7 T ,7 r ] 上 z 的一切值,我们有 

\ T { x )- P { x )\<~. (15) 

现在只要比较 （ I 4 ) 与 （15), 即得 (13). 

与前面相仿，我们能给出这个定理的另一种表 述法： 我 们可将在区间上的 
连续函数 f ( x ) 展开为一致收敛的级数，其中各项是整代数多项式. 

735. 函数的平均近似法.傅里叶级数的部分和的极值性质 当用函数 〆 岣接 

近在区间 [ a , 6] 上的函数 /( 岣时，我们可不用一致近似法，而在另外一种观点上，要 
求两函数只是“平均”近似.在这种情形下，可取它们的平 均偏差 

5 1 = — f \ r ( x)\dx 

0 — a J a 

或均 方偏差 (在下面，我们总是用这种偏差） 


s// = \] b ^ J a ，血 

作为近似的尺度.而且不考虑这一表示式，而考虑比较简单的 数量: 

rb 

A = / r 2 ( x)dx = (6 — a ) 6 f/2 ^ 


则更为便利. 
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我们重新考虑区间 [( Z ，6] 上平方可积函数的任一正交系 { ifm ( x)}(m = 0,1, 
2,…） [679]. 设 f ( x ) 是在同一区间上所给出的一个平方可积函数，并且 n 是一 
个固定的自然数.我们提出这样的 问题： 当任意选取系数70，^，…，7。时，从前面 
n + 1个函数#的一切线性组合 

On (x) = 70 仰⑻ +7m ⑻ + - \-Jn(fn(x) (16) 


中，找出那样的函数，在均方偏差的意义下，最好近似于函数/( X ).换句话说，就是 
需要使数量 


A n 



b 

[/ ⑻一 a n (x)] 2 dx 


达到最小值. 


在这里，代入 a n ( x ) 的展开式，我们得到 

pb ^ pb 

An = / f 2 ( x)dx - 2 ^ 7m / f ( x )( Pm ( x)dx 

m=0 

八 pb pb 

+ ^ + 2 » / ^Pk(x)(Pm(x)dx 

m =0 Ja k<m Ja 

由于函数系的正交性，最后一个和式等于零.引入常数 


入 m 



b 




及函数/ ㈤ 的（广义）傅里叶系数 


b 


Xm J a 


f(x)ip m (x)dx 


则可将的表示式改写成下列 形式: 


A 



b 


t V 9 V 

f 2 (x)dx — 2 E E ^m7m 


为了要在和式符号后得到完全平方，必须在那里再引入 A : 
加号及减号，最后就 得到： 


诸项.对这些项附加 


A n 



b 


/ 2 ⑻ (fe - ^ \m(?m + ^2 Am(7m 




) 2 . 


现在显然 可见： 当最后一个和式等于零时,也就是当 


70 = co, 
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时， An 达到它的最小值. 

因此，在一切形如 （16) 的多项式中，恰好是 （广义） 傅里叶级数的部分和 

Sn (^) = Co ^ o (^) + Ci ( fi ( x ) 4-- h C n ( p n ( x ) 

使得数量 An 达到它可能取得的最 小值： 

pb pb n 

[ f ( x ) - S n ( x)] 2 dx = / f 2 ( x)dx - Y 2 X mC 2 m . (17) 

』 a 』 a m=0 

在某种意义下，傅里叶系数作为一切可能的系数中 “ 最好”的系数,重新吸引了我们 
的注意！重要的是在这里应当指出：如果某些系数对于固定的 n 是“最好的”，则它 
们对于较大的值 n 也还是“最好的”，不过这时还要加上一些新的系数罢了！ 

等式 （17) 称为贝塞尔恒等式.从这恒等式可推得不等式 

0 rb 

A ^ C m < / f 2 ⑻咖 

m—0 a 

及（如果当 n 4 + oo 时取极限） 

OO fb 

E < / f 2 ( x ) dx . (18) 

m =0 

这是贝塞尔不等式.巧妙的是只要函数/(4 平方可积分， (18) 中的级数永远是收敛的. 

当 n 增加时，既然、的表示式彳 17) 中加入了新的负数项， 所以 心减小 . n 越 
大, 则和式〜 Or ) 越“平均’’接近于所考虑的函数 f ( x ). 于是自然产生了这个 问题: 
增大 n 是否 可以得到任意小的均方偏差 ，即是否可以使得当 n — oc 时、 趋近于零？ 
如果这点成立，则可说和式〜 Or ) “平均”收敛于函数 /( 幻[我们强调 指出： 这样 
完全不假定 5 n ( x ) 在通常字面的意义下“点性”收敛于 /( x )]. 由贝塞尔恒等式，显 
然可见这时（并且只在这时) 等式 [参考 (18)] 

[ = f f 2 ( x)dx 

m—0 J a 

成立.我们随着斯捷克洛夫称它是封闭性方程.但是通常称它是帕塞瓦尔 ( M . A . 
Parseval ) 公式， 即由19世纪初年考虑过 （三 角函数系的）类似公式的一位数学家而 
得名（但是他的讨论是没有根据的). 

如果封闭性方程对于每一平方可积分的函数 f ( x ) 成立，则函数系 {(^ n ( x )} 称为 

封闭的. 

现在我们将整个所讲到的特别应用到三角函数系 （9). 则在进行讨论时，须用三 
角多项式 


S n ( x ) = Ao + ^ Am cos mx 4 - sin mx 
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来代替 （16), 并且研究由它所给出而由数量 

An = / lf ( x ) - S n ( x)] 2 dx 
J —7T 

所 表征的“平均，’近似法.我们看 到：当 n 固定时，傅 里叶级数的相应的部分和 



cos mx + b m sin mx 


使得数量 An 达到它的最小值. 这个最小值是由等式 


S n 



[/( x ) — s n ( x)] 2 dx = 



+ ^2 ( a m + ^m) 



(“贝塞尔恒等式”）所给出的.与一般情形一样.由此可见由傅里叶系数的平方所组 
成的级数收敛： ^ ^ 

^ ( a m + ^ m ) ^ ~ / f 2 、 x、dx 

m—l —7r 

(“贝塞尔不等式”). 

关于所考虑的具体的函数系（9)，我们就可完全解决在一般情形下所提岀的问 
题,解见下目. 


736. 三角函数系的封闭性_李雅普诺夫定理 下面一个值得注意的定理首先 
是由李雅普诺夫所严格证明的（关于有界函数的情形). 


定理 无论平方可积分函数 f ( x ) 是怎样，永远有 


lim 5 n = 0 


并且封闭性方程 成立： 

y + £ («m + ^ m ) = ^ / f 2 { x ) dx . (20) 

m=l —7r 

我们将证明分成几个 阶段： 

1。如果函数 /( 岣在区间 [-7 T ? 7 r ] 上连续并且满足条件 /(-7 T ) = /(7 T )， 则根据 
魏尔斯特拉斯第一定理,有三角多项式 T ( x ) 存在（我们在这里用 7 V 表示它的阶次), 
使得 

其中 e 是预先任意给出的正数.这时 

f [ f ( x ) — T ( x)] 2 dx < e . 

J —7 T 



[736] §1. 傅里叶级数的运算.完全性与封闭性 

既然可将 T ( x ) 随意看作任一阶次为 n ^ N 的三角多项式，则根据傅里叶级数的部 
分和的极端性质 [735], 当 n > 7 V 时,更应有 

Sn= [/ ⑻ - S n (x)] 2 dx < e, 

J 一 7T 

因此当 n — oo 时， — 0. 

2°为了要延拓这个结论到另外的情形，我们先建立一个辅助的不等式. 

如果将一个平方可积分函数 f ( x ) 表示为两个平方可积分函数之和的 形式: 
fix ) + r ( x ), 则当用撇号表示与它们相对应的数量时，我们有 

/ 0 ) — s n {x) = [f(x) - s f n (x)} + [f\x) - s^(x)l 

从而 

[/ ⑻一 5 n ( x )] 2 < 2{[/'⑻一 4(^)] 2 + [/ 〃⑻一 < W ] 2 }, 0 

而且进一步有 

* 

[ [/ 0 ) - s n (x)] 2 dx < 2 ! / [f(x) - s ( n {x)fdx+ f [/" ⑻ - s f ^{x)] 2 dx\ 

J —7T —7T J —7T ’ 

或者简单地 写作： 

5“2{<+<}. 

最后，我们注 意：从 （应用到函数 r 的）贝塞尔恒等式[参考 (19)] 可推得 

r r 2 dx . 

J —7T 

因此,结果得到 ^ 

Sn < 2{s f n + r f a dx). ( 21 ) 

J —7 T 

这就是我们需要的不等式. 

3。现在设函数/@)在区间 [-7 T , 7 T ] 上常义可积分（那么它是有界的).我们可 
认为 /(-7 T ) = /(7 T ), 因为如果需要的话，只要改变函数在区间的一个端点上的值.与 
证明魏尔斯特拉斯第一定理 [734] 时相同，作出辅助函数 4 >( X ), 但在这次我们选取区 
间的细分法使得 

< 忐， 

i 

i 在这我们 i 用了病不蘇 


(a + 6) 2 ^ 2(a 2 + 6 2 ). 
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其中 e 是预先任意取定的正数，咕是函数/ 在第〗 个部分区间上的振幅， n 是函数 
/在 -7 T 到 7 T 的整个区间上的完全振幅 [297]. 

令 


r 






根据1。，当 n — 00时，< — 0,因此从 n 的某一值开始， 




在另一方面，因为 在第〗 个部分区间上 


I/’’㈤ I = 1/⑻ -^)1 


所以 



f /f2 dx 



Xi+i 


f /2 dx ^ ^ ujjAxi ^ fiy^^jAxj < - 


现在根据 (21), 已经显然 可见: 对于充分大的 n 


S n < £ 


等等. 

4。最后，设函数/(4是非 常义可 积分的，但是必须是平方可积的.为了简单 
起见，我们假定在这里 Z = 7 T 是 /( 与/ 2 )的唯一的奇异点.这时对于已给的 e > 0, 
可找到 r ? > 0,使得 


在这种情形下 ，令: 


/’⑻ 



n—rt 


f 2 dx < 


/( x ), 当 一7 T 彡； r <7 T -?7 时 
0， 当; r > 7 T - r ? 时， 


并且相反地令 


尸⑻ 


显然 


0， 当 一 7 T 彡； T <7 T — 7?时 
f ( x ), 当; r > 7 T - r ? 时. 



dx 



n—rf 


f 2 dx < - 


在另一方面，把刚才所证明的结果应用到 常义可 积函数 广 应用（21)，我们可以断定 
这时也有心 — 0. 这样，李雅普诺夫定理的证明就完成了. 

利 用上目中所建立的术语，我们可以 说三角函数系是封闭的. 
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737. 广义封闭性方程 设已经给出在区间 [-7 T , 7 T ] 上平方可积的两个函数 f ( x ) 
及如我们所知 [483,6)], 这时函数 f + ip 与 f — < p 也是平方可积的.如果分别 
用 a m ,6 m 与 am , 0 m 分别表示函数 f 与 ( f 的傅里叶系数,则显然 a m 士 am ， b m ±/3 m 
是函数/ 土 W 的傅里叶系数. 

将封闭性方程分别应用到函数/ + ^与/ - ^我们得到 

0 - + [( a 爪 + a m) 2 + (bm 4- (3m) 2 ] ^ ~ j [/ + ^ dx 


与 2 00 

色 + £ 恥 - —^m) 2 + (bm - /3m) 2 } = ~ T [f ~ <P?dx. 
2 nJ - 

如果将这两个等式两端相减，则当注意到恒等式 


(a + b ) 2 — (a — b ) 2 = 4 ab 


时,我们得到广义封闭性方程 


°2 ° + ( a m a m + bmpm ) 

m=l 



( 22 ) 


当 p 二/时，由此得方程 （20). 这个一般的公式也称为帕塞瓦尔公式. 

广义封闭性方程 （22) 与傅里叶级数的逐项积分的问题有极密切的关系.系数 
am,/3m 用它们的积分表示式来代替： 




( p ( x ) cos mxdx 


/3m =- 


7T 



< p ( x ) sin mxdx 


(m = 0,1,2, •*•), 

(m = 1,2, …）， 


把等式 （22) 改写成下列 形式: 



o^o 

Y 



/ ( a m cos mx + b m sin mx )( p ( x)dx 



f { x )( p { x ) dx . 


由此 可见，上述等式完全与这个断语等 价:用 任意的（平方可积）函数^ ⑷乘 （平方 
可积）函数 f ( x ) 的傅里叶级数后，则能在从 -7 T 到 7 T 的区间上逐项积分 .(这就是说 
结果得到两个函数的乘积的积分!） 

当然，在这里区间 [-7 T , 7 T ] 可用它的一部分 »"] 来代替，因为这就归结到（譬 
如说)将函数#用另外一函数来 代替： 这个函数在区间上与# 一致，而在这 
区间外则等于零.当# = 1 Bt 我们回到了在731中所建立的论断,但是在这里有 
一点 限制： 我们还须要假定函数/是 平方可积的. 
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当对/与#加 上不对称的条 件时，就是减轻一个函数的条件,而加重另一个函数的条件时，我 
们也能证明公式 （22) .杨 （ W . H . Young ) 像这样推得了下面的 定理: 假定函数 f(x) 在区间 [-7 r ,7 r ] 
上绝对可积，而函数 <p(x) 有有界变差，则公式 (22) 成立 . 

证明 要依靠函数 ip { x ) 的傅里叶级数的部分和 a n ( x ) 的一个性质， 一 直到后面我们才证明 
这个性质 [744,5°]: 部分和一致有界 .这就是说，对于 —tt 彡 a ; 彡 7 r 与 n = 1,2, ... ， 

|<^ n (^)| ^ L (L — 常数). 

我们暂时应用这个性质而不加证明. 

不失推理的一般性，可假定函数 ^>{ x ) 的不连续 点都是正则的 [684], 因此 永远有 

咖卜咖 + 0) 仰 ( x -0); 

2 

在这种情形下，根据狄利克雷-若尔当定理 [686], 关于^的一切值，我们有 


lim cr n (x) = ^>(x), 


n—♦oo 


并且同时 


lim f(x)cr n (x) = f(x)(p(x) 


n—*oo 


如果 /(X ) 有界 


|/(^)| ^ M (M = 常数) 


因此 


\f(x)a n (x)\ ^ ML (n = 0,1，2, 


• » # 


则由阿尔采拉定理 [5 2 6]， 我们断定 


lim 



f(x)a n (x)dx 



f{x)ip{x)dx 


(23) 


对于 无界的 (但是绝对可积的）函数的情形，也可断定这个等式正确.设 X = 7 T 是 f(x) 是唯 
一的奇异点.这时首先对于已给的 e > 0,我们选取77 >0,使得 



\f(x)\dx < €； 


Tr—r; 


同时不等式 



f(x)(p(x)dx < Le, 


7 T — r ; 



f(x)a n (x)dx < Le 


7T—r; 


也成立（无论 n 是怎样，后一不等式成立).在区间- M 上[函数/(^)在这区间上有界] 
与 （23) 相似，我们有 


lim 



7T 一 


f(x)cr n (x)dx 



7T 一 TJ 


f(x)(p(x)dx 


由此就已容易得到等式 (23). 
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已证的等式只是公式 （22) 的另一种写法，因为 



f ( x ) a n ( x)dx 



/( 工) 


Qo 

T 


4 V 

( a m cos mx + /3 m sin mx ) 


dx 


QqQq 
— 2 


• v 


在与前面不同的条件下，作为与傅里叶级数的逐项积分法相关的论断，我们能够重新表述广 
义封闭性方程.（而且由于在这里对函数 f 与 cp 加上不对称的条件,所以有两种不同的表述法 .) 
我们注意这次可得到第731目中的命题作为有完全一般的推论. 

738. 傅里叶级数的乘法设已知两个函数 f 及 ip , 与它们的傅里叶 级数： 


/⑻ 


〜 


V ?⑻ 


Oo 


0^0 


2 


+ ^2 ( a m cos mx + b m sin mx ) ， 

m=l 

oo 

+ ^2 ( a m cos mx + (3 m sin mx ). 


我们现在提出的问题是：要将这两函数的乘积 jv 写成傅里叶级数 


f ( x )< p ( x ) 


〜 


A ) 
2 


，■— 

+ ^2 cos + B m sin mx ) ， 


也就是要将它的系数用已给的系数 a ， b 与 a , /?表示出来. 

我们假定函数/与^平方可 积①， 于是关于它们的广义封闭性方程 （22) 成立. 
这时由它可直接导出系数的表示式： 


Ao —— 

7T 



ftpdx 


dpo^o 

2 


+ ^ : (QmQm + bm(3m)• 


确定系数乂氏 B 才（当 A ; = 1，2,…时)，也不难归结到应用公式 (22). A k 的表 


示式 



Ak — — ! f<p cos kxdx 

7T 


与山的表示式的区别是用 if cos kx 代替了 A 我们设法找出 pcoskx 的傅里叶系数: 


7T 


1 

2 



( p ( x ) cos kx - cos mxdx 


1 f n 1 1 

一 / ( p ( x ) cos(m + k)xdx H ——/ p ( x ) cos(m — k)xdx \ 

^ J ~7T ^ J —7T J 


(Qm+fc + fc) 


2 


p ( x ) cos kx - sin mxcfar = -(/3 m +k + (3 m -k) 

7T ‘/ 一 2 



①我们可不这样假定，而假定函数/绝对可积，^有有界变差. 
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这些公式不但对于 m ^ k 成立，而且对于 m < k 也成立，如果约定令 


ot~h = oth, 0—h = —/3h 


的话.现在又根据公式 （22)， 


Ak 


doO-k 

~ 2 ~ 


1 00 




同样得到 


B k 


~9~ + 5 : [^m(/5m+fc — 0m—k) — ^mip^m+k "f - fc)]* 


这些公式就解决了所提出的问题. 

有趣的是应指出 :系数 A 丑的这些表示式能够由函数/与 W 的傅里叶级数的形 
式乘法求得， 如果在乘法中将余弦与正弦的乘积换成它们的和或差，并且集合各同类 
项的话.我们在这里甚至于完全不假定被乘级数收敛，那么这种情况就更加值得注 
意了. 

739. 封闭性方程的若干应用 在傅里叶级数论本身以及在分析学的其他邻域中，封闭性方 
程有多种多样的应用.我们用例子来考虑几种应用. 

1。 傅里叶级数的绝对收敛性 下面的定理是由 S . N . 伯恩斯坦院士所发现的： 如果以 2 tt 

为周期的函数 f ( x ) 满足具有指数 a > l 的利普希茨条件 


|/(x + /i)-/Or)|< 綱 ' 


则级数 




收敛，其中 a ni bn 是函数 / 的傅里叶系数.① 
我们首先注意：如果 


f { x ) ~ ~ ( a m cos mx + b m sin mx )^ 


则 


/(怎 ± / i ) 〜# + [{dm cos rrth =b b m sin mh ) cos mx 

Zt ’ —— * 


+(6 m cos m/i 干 a m sin mh ) sin mx 


[690,26)]. 在这种情形下， 


f(x + h ) - f(x 一 h ) 〜 2 


® 由此可知级数 E |^| 与 J > n | 分别收敛，因之对应的傅里叶级数绝对收敛. 
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并且根据封闭性方程 



[ f(x + h ) — f(x — h)] 2 dx = 4 sin 2 mh . 


如果现在考虑到利普希茨条件本身，则可用数 Ch 2a 估计左端的积分,其中 C 是常数.取任 
意的自然数 W 令办二 g ， 则 

OC 

E 2 . 2 7717T ^ ^ xT-2 a 

Pmsm 

rrt=l 

(在这里 Ci 表示一新常数)，因此更有 


為， 

E 

N 


p ^ si ^—^ CxN - 2 


m > 


但是关于爪> #，显然 


sin 2 ^ZE > sin ^ = ^ 

2 N 4 2 


因而可断定 


Y , ^ ^ 2CiAr 

N 


m > 


特別，如果选取 iV = 2 u {u = 1，2,…），我们有 


乞 pi, ^ 2Ci • 2 


2t/a 


2卜 1+1 


但是根据熟知的不等式 [133,(5 a )], 


E 


Pm^l p 2 A ] E l2 | 

彡 • 2 一 1 ^ • 2 扑一 i) = y/c^2 u( ^ a) 


2—1+1 


2 卜 l+l 


求 p = 1，2,…时所有类似的不等式的和，我们得到 

f>“V^fx4- a )<+oo ， 

m=2 t/=l 

因为当 a > i 时右端的级数收敛.这样就将定理证明了. 

这里得到的结果极为 准确： 我们能用例子证明，当 a = | 时，它就不能成立. 
2°若干不等式的证明封闭性方程可以用来证明一系列有用的不等式. 
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我们先研究斯捷克洛夫首先指出并且成功地应用到数学物理上的不等式.设函数 f ( x ) 在区 
间 [0,7 T ] 上连续，并且在这区间上（只可能有有限个例外点）有平方可积的导数 f ( x ). 这时如果 
条件 


( a ) 



f ( x)dx 


或 


⑹ /⑼= /(7 T ) 


中有一个成立，则不等式 



[ f ( x)] 2 dx ^ J [ f ( x)] 2 dx 



(24) 


成立； 而且在情形 （ a ) 下，只有当函数有 f(x)^ Acosx 的形式时才能得到等式，在情形 （6) 下， 
则只有当函数有 /( x ) = Bsinx 的形式时，才能得到等式. 

我们从情形 （ a ) 开始.在这种情形下，函数在区间 [0, tt ] 上的余弦展开式中缺常 数项： 

OC 

/ ⑷〜 E a n cos nx. 

n—l 

因为对于函数 f(x) 在区间 [~7 T ,0] 上的偶性延拓,条件 f(—7T) = /( tt ) 成立，则根据第732目的 
法则， 

OC 

/’ ⑷〜 -E na n sin nx. 

n=l 

不难看出，封闭性方程在区间 [0,7 T ] 上关于余弦级数与正弦级数都成立；现在根据这个方程 


则有 



[ f ( x)] 2 dx - ^ 


并且同时有 



[f f {x)} 2 dx^^ 


于是可直接推出不等式 (24), 而且显然，只有如果 

a n = 0在 n 彡2时， 

也就是如果 f { x ) = ai cosx , 则 （24) 中的等式才可能成立. 

在情形 （6) 下，我们同样考虑函数 f { x ) 的正弦 级数: 

OC 

/⑷〜 E b n sin nx . 

n=l 

对于函数 fix ) 在区间 [-7 T ,0] 上的奇性延拓,根据条件（6)，在 : r = 0处仍有连续性，而且也具备 
条件 /( - TT ) = /( tt ), 因此可重新应用第732目的 法则： 


/» 〜 


cos nx . 
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逐项微分，就得到它们的导数的傅里叶 级数: 


〆 ⑷〜 E mbm cos mt — mam sin mt , 

m=l 

oc 

% Ij ( i ) 〜 mdm cos mt — mc m sin mt . 


在这里应用封闭性方程，我们得到 



27T 



2 tt 


y { t)fdt = ^ m 2 ( a ^ + 6^), 

m=l 

oo 

[ij l {t)] 2 dt = ^ rn 2 (c^ + d^). 


因为 


[ W ’ W ] 2 + [矽’⑹ 2 = ( O 2 


L 2 

47 T 2 


所以 


( 26 ) 


L 2 = 2tt 2 ^ m 2 (a^ + 6^ + c^ + d^). (27) 

m=l 

在另一方面,根据已知的公式 [526(9)], 可将被考虑的曲线所包围图形的面积 F 表 示为： 



F = I xdy = 

( L ) ^0 



2 tt 


x t dt 



2 tt 


ipi^X ( t ) dt . ① 


( 28 ) 


在这次应用广义封闭性方程，将面积的表示式写成下列 形式: 


F = 7T 爪 _ ^mCm) • 


(29) 


在这种情形下，用 4 tt 乘等式 (29), 再从等式 （27) 中减去，便得到 

L 2 - 47 rF = 27 T 2 J ^2 ^ 2 («m + + d ^) - ^ 2 m ( a m d m - b m c m ) 

km=l m=l 

f oo oc oc . 

= 2n 2 J y^(rna m - d m ) 2 + ^(mc m +6 m ) 2 + ^(m 2 — 1)(6^ + £m) l, 


2 


并且因为在大括号内和式中的一切项都不是负的,所以“等周不等式” 

L 2 - 4 nF ^ 0, 


即 


F< ? 

4 n 


永远成立 


①如果假定（我们能够这样假定）当参数《由0变到 2 tt 时，则依照正向描出了这曲线 
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只有当和式中的一切项都是零时，就是当 

din = TTICLrn ^ bm ~~ 一 TTlCm (771 = 1，2, 


bm = dm — 0 (771 = 2, 3， • • •) 


时，才能在上式中取等号——并且同时面积 f 达到它所可能取得的最大值.这种条件与下列关系 
式 等价： 


d \ = ai 


bi , a 


dm = 0 关于 m ^ 2 . 


但这时 


x = —ao + ai cosi + 61 sini 
y = ^co — bi cos i + ai sin t . 


从而 


2 a 


0) +(y - 臺 CO) = a? + 


所以这曲线就是圆周！由此证明了圆周的极值性质. 

此外我们注意如果应用不等式 (25)®, 则不用封闭性方程已能证明等周不等式. 
普遍性，我们可以假定曲线的重心在 y 轴上，这就是说 


实际上，不失 



2 tt 


( p ( t)dt 


(30) 


则由（ 26 )及（ 28 )，得到 


2 tt 


-2 F 



[ip ,2 + ^ ，2 \dt — 2 / ifnj/dt 




2 tt 


[ip — dt 



2tt 


[( p /2 — ip 2 \dt ^ 0 


——这正是根据不等式 (25), 并且考虑到条件 （30) 而得到的.在这里只有当 < p ( t ) = Acosta 
B sin t R ^ f ( t ) = ip { t ) 时才能得到等式，而这时 ^( t ) = A sin t — B cos i + C , 等等 • 


§2. 广义求和法在傅里叶级数上应用 

740. 基本引理为了避免在以下的叙述中重复起见，我们先作若干一般的讨 
论，这些讨论是下面一系列证明的实质.考虑一般形式的含参数 A 的积分 (a > 0) : 

J ( A )= (轉，驰 (1) 

Jo 

设参数的变化区域是某一集合 A = { A }, 它有一有限或无限的聚点 0；. 假定函数 
^(^ A ) 关于 t 在 [0, a ] 上的值及 A 在 A 中的值有意义，并且当 A 是常数时，这个函 
数对于 i 为常义可积.此外，我们还对函数以纟, A ) 加上下列三个 条件： 

1 。 ^(^,A) ^0; 

①显然，当将区间 [-7 T ,7 r ] 换作 [0,27 T ] 时，它亦成立. 
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2°不论 A 是 A 中的哪个值， 

[ $(亡,入)也=1;① 

^0 

3。对于任意的 6 , 0 < 6 < a , 数量 

M ( d 1 A ) = sup A ) 

t^s 

当 A — o ; 时趋近于零. 

为了简单起见,我们将满足这些条件的函数$叫做“正核”. 


引理 如果 是正核，而 g ( t ) 是任意的绝对可积函数，并且极限 〆 +())存 

在，则 


lim J ( A ) = g (+0). 


证由2。 


夕 (+0) = / ^(+0)$( t , X)dt 

Jo 


从等式 （1) 的两端减去这等式，就得到： 

J ( A ) — 5(+0) = /" [5 ⑷ - 5(+0)]$( t , X ) dt . 

Jo 

已给任意的数 e > 0,现在我们选取 6(0 <d < a ), 使得当0 < f < 5时， 

\g(t)-g(+o)\ < 

并且我们将上面的积分分解成为两个积分 的和： 


f 


=/ + / = ^1 + ^2- 
0 Jo Js 


对于其中第一个积分，注意 1。 与 2。， 立刻得到一个与 A 无关的估 计值: 


\Jx\^ f S \g(t)-g(^o)m,X)dt<^- 


另一方面 


| ^ 2 | < / \ g ( t ) - ^(+0)|$(^ X)dt < M (5, A ) / \ g ( t ) - g (^ 0 )\dt 
Js Jo 


①只要假定 



lim / 4>(t, X)dt 


(2) 


就够了，但是我们不研究这种推广. 
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由 3°, J 2 — 0,因此对于充分接近于 o ; 的值 A ， 就有1 J 2 | < |,而且同时有 

IJ ( 入） - 5(+0)| < e, 

这就是所需要证明的. 

对于以上所讲的我们还要作补充如下.假定函数 g 除去与变量〖有关外，还与 
一变量 ; r (0 < a : < a ) 有关： 

. g = 

而且当 x 为常数 时满足 前面的条件. 这时，如果1 )〆 〖，: T ) 对于一切 i 与： r 一 致有界 


|^(^ x )| < L 

并且 2、 g ( t ， x ) 关于 ； r 一致趋近于 g (~\~0^ x ); 则当 A —• o ; 时，积分 

J ( A , x ) = / g ( t ， xXt ， X)dt 

Jo 

关于 ： r 一致趋近于极限 〆 +0， x ). 

实际上，根据 2) 我们可选取前面已考虑过的数 <5与 x 无关.又因为根据1)， 


~5(+0 ; x)| < 2L, 

所以能改变不等式 （2) 如下： 


| J 2 | ^2 LaM (6, X ), 

其中右端与： r 毫无关系.由此可见对于充分接近于 o ; 的值 A , 不等式 | J 2 | < g 同时 
关于一切值: r 成立，因而不等式 


|J ( 入， x) —5(+0,x)| < e 


同时关于一切值: r 成立，这就是所需要证明的. 


741. 傅里叶级数的泊松-阿贝尔求和法设 f ( x ) 又表示以 2 tt 为周期并且在 
任意的有限区间上绝对可积的函数.考虑它的傅里叶级数 


/ ⑷〜 



dp 

T 


+ E 



cos mx 


+ b m sin mx 


⑶ 


并且当任意固定: r 时，对于这个级数应用泊松-阿贝尔广义求和法 [418]. 为此,我们 
用 r m (m = 0,1，2,… ） 依次乘这个级数的各项，其中0 < r < 1,并且作出级数 


f ( r , x ) = 


令 + rTn ( a m COS 

m=l 


mx + b m sin mx ). 


⑷ 
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因为当 m — oo 时，系数 a mj 6 m 趋近于零 [682], 所以它们全体 有界： 

| a m |,|6 m | = 常数)， 

因此级数 （4) 简单地以级数 2 X ^0^ 作为强函数，并且显然收敛. 

现须研究当 r — 1时它的和 f ( r , x ) 的性质,为了使研究简化,我们将 /( r , a :) 表 
成积分的形式.如果把 （4) 中的系数 a m ， b m 用它们的积分表示式 

1 f n 

a m = — I f ( u ) cos mudu (m = 0,1，2,…）， 

7T _ 


= — / f ( u ) sin mudu (m = 1， 2, •…) 

7T ./ _ _ 


来代替，则首先得到 


fix , x ) 


2tt 



f ( u)du + — ^ T 



f ( u ) cos m(u — x ) du y 


— 7 T 


然后 


f (^ x ) 



/ ⑻ r m cos m(u — x ) > du 


这种转换是根据第 510 目中的 推论进 行的： 用绝对可积函数乘大括弧内（关于 x 的) 
一致收敛级数后，我们可以逐项积分.因为已知这个级数的和[例如可参考 418,2)]: 

rmcosm(u - x)= U 二) +# ， 


所以最后得到这样的表 示式: 

f ( r , x ) = •• 


2 tt 



— 7T 


f(u ) —-― 1 7 r2 — ~~ ^du 
\ — 2 r cos(w — x ) + r 2 


⑸ 


这个值得注意的积分称为泊松 ( S . D . Poisson ) 积分，它在分析学中许多问题上起着重 
要的作用. 

事实上，在“广义求和”的观念出现以前好久，泊松已经研究过级数⑷以及从 
它导出的积分 （5) ,但是他的推理是不够严格的.施瓦茨 ( H . A . Schwarz ) 才建立了泊 
松积分的严密理论. 


定理 设函数 f { x ) 在所考虑的点 x 处有右极限与左极限 /(X 土 0) .则 


r ljm o f(r,x) 





1 - r 2 

/( ^l-2rcos(^a;) + ^^ 


f(x + 0) + f(x - 0) 


⑹ 
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现在设函数 f ( x ) 是处处连续的.则它必 有界： \ f ( x )\ 而且同时 


f{x + t ) + f { x - t ) 

2 


< K. 


此外，由于函数/⑷一致连续，当 f — +0时，表示式 


f(x + ^) + f(x - t ) 

2 

关于 x —致趋近于极限 f ( x ). 这样,再根据前目所作的补充说明，就证实了定理的最 
后的断语. 

由此，已证明的定理指出 了:如 果函数 f ( x ) 在点: r 处连续，或充其量有第一种不 
连续， 则可用泊松-阿贝尔法求傅里叶级数 （3) 在点 a : 处的和，而且 才艮据 不同的情况, 
它的“广义和”是 

/⑷或 /(^ + 0) + /(^-0) > 

附注如果事先只在区间 [-7 T ,7 r ] 上给出了函数 f ( x ), 则用通常的方式 [687] 推 
到周期函数时,容易看出关于 -7T < X < 7T, —切都与前面相同，而关于 Z 二土 7T, 


/( —7T + 0) + /(-7T - 0) 

2 

是泊松积分的极限或级数的“广义和”. 


742. 关于圆的狄利克雷问题的解前目中已研究的泊松积分能够应用来解决所谓狄利克 
雷问题的一种简单而重要的特殊情形.我们 回想： 如果函数 u = u ( x , y ) 与它的导数 

在某一区域内连续，并且满足偏微分方程 



图 145 


d 2 u d 2 u 
dx 2 ^ dy 2 


( 10 ) 

9 


(“拉普拉斯方程”)，则 u ( x , y ) 称为在这个区域内的调和函数 
[602,4)]. 考虑闭周线 （ L ) 所包围的有限区域 ( D ). 则对于这 
个区域的狄利克雷问题可以表述 如下: 任意给出周线 （ L ) 上的连 
续点函数需要找出在闭区域 （ D ) 上连续，并且在它的内部调和的 
函数 w = u { x , y ) 使得这个函数在周线上与已给函数相符 .①当 
区域是以原点为中心，以1 为半径的圆时，我们要给出这一 
问题在这种情形的解.（显然任意圆的情形可以化为这种情形 .） 
设给出了这个圆周（ I )上的某一连续点函数.如果用极角沒 
确定圆周上各点的位置（图145)，则这样就等于给出了一个连续 


①在第602目， 7) 中，已经证明了调和函数是由在周线上的值所唯一确定的. 
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函数/⑻(显然有周期 2 tt ). 在圆 （ D ) 的内部也换用极坐标 rj 则较为方便，而将方程 （10) 换成 
相应变换了的方程 

炉 ix 1 d 2 u 1 du _ 

巧+ 0硕+ ;添 =0 ， （ 10 ) 

[参考 222,1)]; 因此，我们要找出当 r 彡1时的连续函数 tx = u ( r ,0), 使得它当 r < 1时满足 
方程 (10*), 而当 r = 1时与 f (0) 符合. 

按照导人的次序，我们从方程 (10*) 的最简单的解开始（不考虑常数 解)： 


r n cos n 0^ r n sin nO (n = 1,2, • • •); 


用傅里叶的方法就能够将它们找出来 [721]. 不难直接证实这些函数满足方程 （1( T ). 用任意的因 
子 A n , B n 来乘它们，并且加人常数项后，作出级数 

OC 

u(r, 6) = Ao + m COS m6 + Bra Sin 771 沒 ) r m ， 

m=l 

这级数在 形式上 ①也满足方程 (10*). 最后，考虑边界 条件 : tx = ( m ) = m , 我们得到 

OC 

Aq + Am cos m 0 + Bm sin mO = f (0). 


从而，与通常一样，我们断定， Ao,A my Bm 是函数 m 的傅里叶系数 


Aq 


do 


dm 


bm 


结果我们得到所提出的问题的（暂时还是形 式上的 解): 


u ( r y 0) 


CLQ 


cos 7710 + sin mO ) 


( 11 ) 


容易看出这个级数就是函数 m 的泊松 级数; 如果愿意的话，可用泊松积分 


tx ( r , 0) 


2tt 



f( v _ 丄 _ r - _ 

叫 1 — 2 r cos(tx — 6) -\- r 2 


du 


(lr) 


来代替它.要证实所作出的函数实际上满足一切条件. 

首先，因为系数与全体有界，所以不难 看出： 如果限于考虑值 r ^ r 0 (其中 r 0 < 1， 
但是可取作随意接近于 1 ), 则由 （11) 对 r 或对0逐项微分（一次或两次）所得到的级数对 r 与 
0 都是一致收敛.在这种情况下，它们的和就是函数 u ( r ,0) 的逐阶导数，并且既然这个函数的级 
数的一切项分别满足变换了的拉普拉斯方程，则这个函数本身在圆内,亦即当 r < 1时，也满足这 
个方程. 

函数 < r ,0) 在圆内对于两变量全体 ( r ， 的是连 续的； 这是因为根据第431目中的定理 1( 容易 
将它推广到二元函数的情形)，级数 （11) 同时对于两个变量一致收敛（当 r < r 0 < 1时).现在证 
明： 当点 M ( r , 0) 从圆的内部趋近于圆周上的点时，函数 tx ( r , 的恰好趋近于/(如).实 

①如果假定可 以逐项 微分. 
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际上，由于函数 m 的连续性,对于任意取出的 e > 0,可以找到这样的 J > 0,使得当 \ 0 ~ 0 o \ < I 
时， 

另一方面，因为当 r — 1 - 0时， tx ( r ， 巧关于0—致趋近于 f ( 0 )[ 741 ] f 所以可将数6设作充分小 
使得当 |r - 1| < J 时，对于 一切沒 

I 十，旬 —/ ⑻ l <|. 

因此，最后当 |r — 1| < J 及 P — 先| < J 时，我们有 


\^(r, 0) - f(0 0 )\ < €, 


这样证明就完成了. 


743. 傅里叶级数的切萨罗-费耶求和法 如所已知[681]，可能用狄利克雷积分 
表示傅里叶级数 （3) 的部分和 s n ( x ) : 


^ sin(n + - J (u-x) 

S n (x) = ~ f(u) - T - du 

^ J 一 7 r 2 sin -lu~ x) 


在这种情形下，前面 n 个和式的算术平均可写成下列 形式: 


n ⑷ 


nir 



n —1 sin f m + - ] (u — x) 

f (^) - 1 - du 

m=o 2sin -(u — x) 


或者在化简后[参考 418,2)]: 


CTn (^) 


2n7T 



sin — (u — x) 

f(u ) —— J - du 

sin - {u ~ x) 


这个积分称为费耶 （ L . Fej 6 r ) 积分， 因为这位学者首先成功地将算术平均法应用来求 
傅里叶级数的广义和.下面的定理也是费耶所发现的（参考施瓦茨定 理)： 

定理 设函数在所考虑的点: c 处有右极限与左极限 /( x ±0) .则 


lim cr n (x) — lim -—— 

n—^oo n—^oo 2fl7T 



sin — x) 

f{u) - J - du 

sin -(u — x) 


/(x + 0) + f(x - 0) 

2 


(12) 
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特别在连续点处，这个极限等于 /( X ). 

如果函数 f ( x ) 处处连续，①则和式 a n ( x ) 关于 ; c 一致趋近于 f ( x ). 

证与狄利克雷积分及泊松积分相似，我们可将费耶积分表成下列形式: 



如果如741目一样，令 
并且取函数 


生 生■ 生 沁)， 



作为核（“费耶核”)，则这种情形也适合于第740目的一般方法. 

容易证实实际上这是（如在第740目中所定义的）正核(在这里自然数参数 n 
代替了 A ; u ; = + oo ). 事实上，可以立刻看到 

中 ( t ， n ) > 0. 


如果在 （13) 中取/三1,则同时〜三1，而且也有 a n 三1，因此 


U7T 





Sln 2' 


dt 


(14) 


这就是说费耶核满足第740目的条件 2°. 至于条件3°,则因容易得到估计值 


M {8 1 n ) = sup n ) < 


U1T sin 2 


从而也可推出当 n — oo 时， M ( S , n ) —^ 0. 

在这种情形下，应用第 740 目的引理，就得到极限关系式 (12). 

最后，如在施瓦茨定理的情形一样，可证实定理最后的结论. 

在这次，由已经证明的定理可以看 出:如 果函数 /( X )， 在点 x 处连续，或充其量 
有第一种不连续，则可用算术平均法求傅里叶级数 （3) 的和，而且 


/ ⑷或 /(^ + Q ), + /(^ z Q ) 

di 


①参考第499页的脚注. 
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分别是它的“广义和”. 

根据弗罗贝尼乌斯定理 [421], 从这个断语能够推得到第741目中关于泊松-阿 
贝尔求和法的类似断语. 

如果函数 f ( x ) 只在区间 [-7 r ,7 r ] 上被给出，则对于它也能重述第741目末尾所 

作的附注. 


744. 傅里叶级数广义求和法的若干应用 在这里，我们所指的是要由费耶定理 

引导出若干推论（虽然为了同一目的，通过略为复杂的推理，对于施瓦茨定理也能够 
这样做).前两个推论表明一种有趣的情况，广义求和法可以作为属于常义求和法结 
论的根据. 

1°如果傅里叶级数 （3) 在某一点 z 处收敛，而函数在这点连续或有通常的不 
连续，则级数的和必分别等于 


/⑷或 生 . 透 . 去 

实际上，根据费耶定理，用算术平均法所求得的级数的“广义和”就是这样.由 
于这种方法的正则性 [420], 若级数在通常的意义下有和,则这个和必须与“广义和” 
—'致. 

2 °从费耶定理，我们能够得到（关于有界变差的函数的傅里叶级数收敛性的）狄利克雷-若 
尔当定理作为推论[参看 686]. 

如果 f ( x ) 是在整个区间 h7T ,7 r ] 上的有界变差的函数，则在任一点; r 处，函数有极限 /(rr 士 0), 
并且 /(x + 0) + /( x - Q ) 是傅里叶级数的“广义和”.另一方面，已经知道 [707] 有界变差函数 

的傅里叶系数 a n ， b n 的阶是 O 于是根据哈代定理 [422] 就可推得级数 （3) 在通常的意义 

下收敛，而且收敛于同样的和式 

可是这还不能包含狄利克雷-若尔当定理.在第686目的叙述中，这个定理具有所谓“局部” 
性质.在那里，只需要函数在所考虑的点的任一小邻域内有有界变差.但是我们知道 [683] ，恰好 
是函数在这个邻域内的值决定了傅里叶级数在已给点处的性质以及它的和的大小.因此，在实质 
上不作任何改变，我们可改变函数在所提到的邻域以外的值使得得到在整个区间 [-7 r ,7 r ] 上的有 
界变差函数，而上面所讲就可应用到这个函数上. 

3°如果函数 f ( x ) 在区间 [-7 T , 7 T ] 上连续，而且还满足条件 

/( -丌）= /( 丌). 

则能将它推广到整个数轴上成为处处连续的周期（以 2 tt 为周期）函数.在这种情形下，费耶和的 
序列 { cr n ( x )} 对于在区间[- 7 T ，7 T ] 上的一切 z —致收敛于 / Or ). 因为每个这样的和都是三角多项 
式，所以用显而易见的方式就能得到关于连续周期函数的近似法的魏尔斯特拉斯定理 [734]. 

4° 从费耶定理能够立即断定三角函数系在连续函数类中是完全的[参考 733]. 事实上，如 
果在区间 h 7 T ,7 r ] 上连续的函数/( X )与三角函数系中一切函数正交,从而它的一切傅里叶系数都 
等于零，则 cr n ( x ) — 0. 这时至少在开区间(― 7 T ,7 r ) 内，当 n —»• oo 时，⑻— f ( x ); 因此,•在这 
开区间内, /( x ) = 0,而根据连续性，在端点也是如此. 
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§2. 广义求和法在傅里叶级数上应用 


我们还加说明如下，虽然它与费耶定理无关,但与费耶和有关. 

5 。 如果函数 f ( x ) 有界，并且它在区间 [-7r,7r] 上变化时包含在 m 与 M 之间，则一切费 
耶和 a n ( x ) 也包含在同样两界之间. 

从积分 （13) 的估计值并考虑到 (14), 立刻 推得： 


m = m 


nir 



smf 

TT ： 

smf 


dt ^ 


nir 



f(x + t ) + f(x - t ) 

2 


sin-t 
_2_ 

smf 


dt 




nir 



sin — 
2 


sm 


dt = A /. 


关于傳里叶级数的部分和 s n ( x ), 类似的断语不能 成立： 在这里表现出这个 事实： 狄利克雷核 


sin ( n + 




Sin 2 4 


要改变符号，而与费耶核不同.我们甚至于不可能保证所有这样的和式 有共同的界. 

然而 ，如果函数 f ( x ) 的傅里叶系数 an , k 的阶是 <9 则部分和 s n ( x ) 还是一致有界 .这 
就是说，如果对于一切 n = 1，2, •…， 我们有 几 

n \ a n \ ^ A , n \ b n \ ^ B , 


则可断定 


m ~ (A + B ) s n ( x ) ^ M (A + B ) 


实际上，将第 422 目的恒等式⑼应用于现在的情形，就得到 


s n (x) = cr n +l(x) + 



j k(ak cos kx + bk sin kx ) 


但 


\ k(ak cos kx + bk sin kx )\ ^ A -\- 


同时根据已证明的结果 


m < cr n + i ( x ) < M , 


由此可推得所需要的断语. 

譬如说，如果考虑展开式 [690,2)] 


E 


smnx 


(0 < x < 2 ir ) 


(15) 


则在这里 m 


= 0 ,B = 1. 因此可断言这个级数的部分和的绝对值一致以数 


& + 1为界[参考 702]. 

由已证明的断语可作出更一般的 结论: 有界变差函数的傅里叶级数的一切部分和 一 致有界 [参 
考 737]. 这是因为这种函数的傅里叶系数 a n ，6 n 的阶显然是 [707]. 




6 • 


第二十章傅里叶级数（续) 


[745] 


745. 傅里叶级数的逐项微分法 如果对函数 f ( x ) 的傅里叶级数 （3) 逐项求微 
分,则一般说来，即使在所考虑的点 x 处函数/⑷有有限导数 /'( X ), 所得到的级数 


m ( b m cos mx — a m sin mx ) 


(16) 


是发散的.刚才所提到过的级数 （15) 可作为 例子： 对它逐项微分就得到处处发散的 
级数 


E 


cos mx . 


然而，法图 ( P . Fatou ) 发现了下面有趣的 命题： 如果在点: c 处存在着有限的导数 
f ( x ), 则级数 (16) 可用泊松-阿贝尔法求和，并且和式恰好为 f { x ). 


为了证明起见，把泊松级数⑷对于 x 求 微分: 


df ( r ， x ) 

dx 


r m m ( b m cos mx — a m sin mx ); 


(17) 


由于所得到的级数关于 x —致收敛，在这里可以进行逐项微分法.如果把泊松积分 
(5) 对于 x 求微分,我们也可得到同样的 结果： 


9 f ( r , x ) = 丄 

dx 2 丌 





而且在这种情形下，根据第510目的定理3*，我们能在积分号下微分.上面的积分 
可变 换为： 


df ( r ， x ) 

dx 


2tt 




A 十 J [l-2rcos“r 2 ]2 

2 sin 亡 fl - 


dt 


2(1 — r 2 ) sin 2 1 
1 — 2 r cos 亡 + r 2 ) 2 


dt 


(18) 


令 


9{t) 


f ( x ~\~ t ) - f(x - t ) 
2 sin 亡 


如果将这表示式改写成下列形式 


(t) ^ I [ 70 + 幻 一 /($) /(x-0 -/ ⑷ 

9{ } ~ 2 1 t -t 


t 

sin 亡’ 


则可见 


夕 (+0) = f ( x ) 


其次，我们要证明函数 




1 2(1 - r 2 ) sin 2 1 

7 r [1 — 2 r cos 亡 + r 2 ] 2 
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是在第740目的意义下的正核.首先，显然 

峨 r ) >0. 


在 （18) 中，特别令 f ( x ) = sinz . 则 


f [ r , x ) — r sinx , 


ox 


2 sin 亡 


=cosx. 


将各式代入 (18), 消去 rcosx 后就得到： 

1 r 2(1-r^ siuH 
7 r J Q [1 — 2 r cos 亡 + r 十 


最后 


M (6^ r ) 


SUP 娜 1 - 犯 ― ” 2 ) 


4 r sin 


2 


2 


因此显然当 r -> 1 时， M ( J ， r ) — 0. 

现在应用第 740 目的引理,我们 看到： 作为级数 （17) 的和的积分 (18), 当 r — 1 
时趋近于 f ( x ). 而这就表明了级数 （16) 可用泊松-阿贝尔法求得和式 f ( x ), 这就是 
所需要证明的. 


附注 I . 已证明的定理能够推广到逐次微分法的情形 :如果 在所考虑的点处有限 
的导数 f ⑼ ( x )( p > 1) 存在，则由 （3) 微分 p 次所得到的级数可用泊松-阿贝尔法求 
得和式 f (p) ( x ). 

II . 关于切萨罗求和法，与法图定理类似的断语不成立.可是，如果加强对导数 
的条件，并假定它在所考虑的点处连续，则泊松^阿贝尔求和法也可用切萨罗求和法 
来代替. 


§3. 函数的三角展开式的唯一性 


746. 关于广义导数的辅助命题 为了使得在下面讲述标题上的重要问题时不 
被打断，我们先作一系列辅助的讨论. 

设在某一区间 [ a , 6] 上给出函数 F ( x ). 取 a 与6之间的值 x : a < x < b \ 则对于 
充分小的 h > Q , 差数 A h F ( x ) = F(x + h ) — F[x — h ) 有意义.如果有限的极限 





A h F ( x ) 
~ 2 h 一 


存在，则称它为函数 F ⑷在点 x 处的广义 (“对 称”) 导数. 只要当通常意义下的导数存 
在时，广义导数 FH ( x ) 就必定存在，并且与它 相等； 这可以直接从下面的关系式看 


I 
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出：当 /i — +0 时， 


^hF(x) 

~ 2h ~~ 


1 [ F(x + h )- F ( x ) 

2 L h 


F(x - h )- F ( x ) 


― ^ 


F \ x ). 


然而在通常导数不存在的若干情形下，广义导数还可能存在.函数 

F ( x ) = xs \ n—(x ^ 0), F (0) = 0; 

X 

就可作为这样的 例子； 我们已经知道 [102,1°] 它在点 x = 0处没有 导数; 而在这点它 
的广义导数等于零. 

其次，考虑二级差分 


A ^ F ( x ) = A h A h F ( x ) = A h F(x + h ) — A h F(x - h ) 

=[ F(x + 2 h ) - F ( x )} - [ F ( x ) - F ( x - 2 h )] 
= F ( x - h 2 h ) - 2 F ( x ) + F ( x - 2 h ). 


如果有限的极限 


F["] (x) 


lim 


A 2 ,F(x) 

4/i2 


存在，则称它 为函数 F ( x ) 在所考虑的点 x 处的广义二阶导数 .在这里，也可证明当通 
常的二阶导数存在时，广义二阶导数也存在，并且与它相等.实际上，如果对于 / z 的 
两个函数与 4 V 应用柯西公式:® 


A 2 h F ( x ) F ; (x + 26 h )- F f ( x - 26 h ) 

= Wi 


则由上面已讲的关于广义（一阶）导数的结果，可以看出当 A — 0时，所得到的表示 
式趋近于 F ff { x ). 例如，函数 


F { x ) = x 2 sin — (x 7 ^ 0), F (0) = 0 

X 


[参考 102,2°] 表明了逆断语不 正确： 已知广义导数 fH ( x ) 存在时，不能推出通常的 
导数 F f , ( x ) 存在. 

下面的定理 说明： 在若干情形下，广义二阶导数起着与通常的二阶导数相同的 
作用： 

施瓦茨定理 如果关于在区间 [ a , b ] 上的连续函数 F ( x ), 广义二阶导数在这区 
间内存在，并且等于零，则 F ( x ) 是线性函数 .( 完全与假定通常导数 F ( f { x ) = 0时 
一 样!） 

①假定二阶导数 F ff ( x ) 在点; r 处存在时，已经包含了假定一阶导数 F f ( x ) 在这点的邻域内存在. 
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外，在区间内处处等于零.如果在每个“未知点”处，即使削弱了的条件 


lim 

/i— 0 


2 h 



⑺ 


成立，函数 F ( x ) 在区间 [ a , b ] 上还是线性的. 

根据前一定理，函数 F ( x ) 在两个例外值之间一定是: r 的线性函数，于是（譬如 
说）在区间 [ XnA ] 上,我们有 


F(x) — cx + d, 

而在邻接的区间上， 

F(x) = c f x + d\ 

同时两个表示式在点 X = Xi 处相符： 

F ( xi ) — cXi + d = dxi + d !. (3) 


关于 ; c = Xi , 由条件 （2) 得 

Um / F{xj + 2 h ) - F ( xj ) F(xj - 2 h ) - F ( xj ) \ __ Q 
h •― ^+o l 2 /i - 2 /i / 

但是在这里左端就是两直线 y = cx + < m y ^ c f x + d ! 的斜率的差.于是 c = c\M 
这时由 （3) 也有 d =必这就是说，事实上，两个直线段是由彼此延长而得.因为这 
里所说的可应用任意两个邻接的线段，所以我们函数的图形在整个区间 [ a ，6] 上是直 
线，因而这个函数就是线性的. 

747. 三角级数的黎曼求和法 黎曼所发展的三角级数 



a n cos nx + b n sin nx 


⑷ 


求和法在以下起着重要的作用.这种方法完全不假定级数 （4) 是任何函数的傅里叶 
级数，并且可将它应用到完全任意的三角级数上，不过要级数的系数全体 有界： 

Kl \ b n \^L (1 =常数). （5) 

将级数 （4) 在形式上逐项积分两次,我们得到级数 


F(x) = 


CLqX 2 


oo 

-E 
1 


a n cos nx + b n sin nx 

n 2 


⑹ 


当条件 （5) 成立时，这级数以收敛级数 
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为强函数，因此在： c 的任意的变化区间上一致收敛，并且定出一个连续函数 F ( x ) 
如果在已给的点: r 处存在着有限的极限 


/ i — +0 4 h 2 


亦即存在着广义二阶导数 Fn (^), 则称它 为级数 (4) 在黎曼意义下的“广义和”. 

作为例子，如果将这种方法应用到级数 


+ E 


cosnx 


则在这里 


F ㈤ 


E 


cos nx 
n 2 


2 2 

回想 [690,9)]: 关于0 < t < 2 tt ， ; - ^ ;是右端的级数的和，就有 

4 2 b 


Hx) 


7TX 


因此，关于0 < t < 2 tt ， 显然 F ^( x ) = F n { x ) - 0,而级数的“广义和”是零[参看418与 

420]. 


容易证实 


cos nx = —2 cos nx(l — cos 2 nh ) = —4 cos nx sin 2 nh 


及 


△|si 


sinnx 


—Asinnx sin 2 nh 


从而 


= ? + f ：( a , cosn , + 6 n sinn ,)( ^ 


nh 


⑺ 


于 是黎曼求和法就化成用形如 


sin nh 
nh 


的因子乘级数 （4) 的各项，并取 /z — 0 时的 


极限. 


在这种形式下，黎曼方法也能够应用到完全任意的级数 


E 

n=0 


XI n • 


如果级数 


E 

n=0 


sin nh 
nh 
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至少关于充分小的/ I 收敛，并且它的和 ^ f ( h ) 当 /z — 0时趋近于极限 t /， 则这就是原 
级数的“广义和”. 


X 


读者可看到黎曼方法属于第 426 目的一般方法内.在这种情形下， / z 起着参数 
的作用 （ u ; = 0), 而因子 



sinnh 


2 


nh 


① 


满足在那里所列举的条件.关于第一个条件，这是显 然的: 


lim 7 n (^) = lim 

/i-^0 /i—o 


sin nh 
nh 


2 



第二个条件，则考虑 


sinnh 

nh 


2 


sin(n — l)h 
(n — l)h 


2 



nh 


(n—l)h 


smz 


z 


2 


dz 


及 



我们就会得到 


|7 o (/ i )| + 卜打⑹- 

n=l 


In 


-i ⑹ l = i +1 


sinnh 

nh 


2 



2 


^ 1 + 



sin 


z 




dz . 


不难证实这个积分存在，因为当2 — DO 时, 



sin^ 

z 



— 2 sin 0 


(cos 2 - 




因此，黎曼的广义求和法是正则的.这个事实可以应用到三角级数，而推出 
黎曼第一定理如果三角级数 （4) 在点 x 处收敛于和式&则将它在形式上逐 
项积分两次所得到的函数 F ( x ) 在该点处有等于 S 的广义二阶导数 


F ["]( x ) 二 S . 


我们注意：对于傅里叶级数的情形，表示式 

A ^ F ( x ) 

Ah 2 


① 70 ( h ) 简单地了解为 一 . 
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容易变换为第 740 目中所研究过带有“正核”那种形式的积分.这样，对黎曼求和 
法就可推出完全与施瓦茨定理 [741] 及费耶定理 [743] 相类似的定理，对此我们不 
加研究；对于我们，黎曼方法所以重要，是由于它是研究一般形状的三角级数的强有 
力的工具在这方面必须有 

黎曼第二定理 如果级数 （4) 的系数 a n ， b n 趋近于零，则无关于级数的收敛性, 
条件⑵ 成立： 

lim = 0. 

h—^0 2/l 

对于 任意固定的: c ， 我们令 


辽0 

这时问题化为证明关系式 


u n = a n cos nx + b n sin nx. 



si 


in 2 nh 


n 2 h 2 


h = 0. 


⑻ 


由定理的假设 ,~ — 0,这就是说对于任意给出的 e > 0, 可找到这样的数 iV , 使 
得当 n > 7 V 时，卜 n | < 现在我们将所考虑的表示式写成两个表示式的和的 形状： 


我们有 




•h. 


\S2\<eJ2 


sin nh 
nh 


2 




sin n/i 
nh 


2 


h. 


容易证明 e 的乘数以与无关的数为界，例如，我们已经看到 



h 


oo 

E 

n=l 


sin 2 nh 



7T — h 



[494,4)]. 因此 

1灸| 〈.已 

至于表示式则它显然随着 / z 趋近于零，因而当 / Z 充分小时，它的绝对值比 
£:小.由此最后得到断语 （8). 

® 黎曼本人完全没有研究过级数的广义求和法.他发展了这种理论是为了解决所提出的 问题: 
求出可展开为一般形状三角级数的函数的整个特征.在这里，我们不可能叙述黎曼的这些研究. 
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748. 关于收敛级数的系数的引理 下面所证明的命题在以后有用，而且它也具 
有独立的意义. 

康托尔 (G.Cantor) 引理 如果三角级数 （4) 

00 

—+ ^ a m cos mx + b m sin mx 

m=l 

至少关于在某一区间⑻ =[a,/3] 上的值 : c 收敛，则当 m — oo 时，级数的系数 a m ， 6 m 
必趋近于零 . 

我们将级数的公项表示成下列形式 


a m cos mx + b m smmx = pm sinm(a; — a m ), 

其中 Pm = \/ a m + 需要证明 Pm — 0. 

假定不是这样.则关于无穷多个值 m ， 不等式 

5 (9) 


成立，其中 <5是某一个正的常数. 

我们用 归纳法 作出一序列彼此套着的区间 {(d n )} 与一序列增加的值 {m n } (n = 
1,2，...)，使得关于在 （ d n ) 上的: c ， 

Pm n sinm n (a; - am n )| > 2 - ( 10 ) 

我们取得满足不等式（9)，还满足不等式 

md > 7T ① 


的第一个数 m 作为叫.当： c 在区间⑻上变化时，函数 sinm〆 ^ - a mi ) 至少取得 
值士1 一次； 而这时根据连续性，也可找到包含在⑻中的区间（办)，使得在其中一 
切点处，这个函数的绝对值> ^，并且由此注意条件⑼，就得到关于在 （办） 上的％ 


Pm\ Sin TTli (^X — O^rni ) 



如果已经确定了与 m n _ l 5 则与刚才完全相仿，可以确定数值 m n 并且 
作出包含在 （‘_ i ) 中的区间（屯)，使得 （10) 成立.同时在这里也容易使得条件 
m n > m n _i 成立. 

我们现在取在一切 （4) 中的点 吻 (这样的点虽说只 一个， 但永远存在).在这点 
处,不等式 （10) 对于一切 n 成立,而且由于不能满足收敛性的必要条件,级数 （4) 当 
x = ^ 0 时发散——即与假设矛盾.这样就证明了引理. 

①我们用 d 表示区间⑻= [a,/3] 的长. 




[749] 


§3. 函数的三角展开式的唯一性 


• 515 • 


749. 三角展开式的唯一性最后，我们来讲本阶段所要研究的一个基本问题. 
如果函数/(均在区间[- 7T，7Tj 上可展开成一个三角级数（4)，则这个展开式是不是唯 
一 的呢？如我们已经提到 [678], 用欧拉-傅里叶公式作出级数的系数表示式时,在逻 
辑上没有严密的根据，那么现在的问题就更有理由了.下面的定理对这问题作肯定 
的答复. 

海涅 (Heine)- 康托尔定理如果两个三角级数 



cos mx 


+ b m sin mx 


⑷ 


与 



cos mx + ( 3 m sin mx 


(ii) 


在区间 [-7T, 7r] 的一切点处（即使可能除去有限个“未知点 ’’A, 奶, ... ，夕卜）收敛于 
同一和式 f ( x ), 则这两个级数恒等，也就是说 


== (?77- — 0,1,2，...)， b m — /5 m {jTl — 1,2,***). 

将级数 （4) 与 （11) 逐项相减，则要证明的定理化成了关于零的三角展开式的唯 
一'性的定理. 

如果三角级数 （4) 在区间[- 7T，7T] 上（可能除去有限个“未知点”外）收敛于零， 
则它的一切系数必须是零： 

am 二 0 ， 6 m = 0. 

我们来证明这一断语. 

根据前节的引理，系数与趋近 于零： 由此特别推得它们全体有界. 

考虑根据假定为连续的黎曼函数[参考 （6)]. 由黎曼第一定理 [747], 除去“未知 
点”外，它的广义二阶导数 Fn ( x ) 处处等于零.而根据黎曼第二定理[747]，①甚至 
于在“未知点”处，削弱了的条件 （2) 成立，于是应用广义施瓦茨定理 [746], 就能断 
定函数 F ( x ) 是线 性的； 


aox 


E 


cos mx + bm sin mx 


2 




1 


重要的是要强调：这个等式确乎在整个实数轴上成立，因为关于区间 [-7T，7T] 已 
讲过的，关于任意有限区间也正确.将求得的等式换写成下列 形式： 


aox 


— CX 




cos mx + bm sin mx 


2 


◎在这里应用它，就是因为系数与 6 m 趋近于零! 
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由右端函数的周期性，立刻可断定 a 0 = c = 0. 这样就得到零的展开式 如下: 


o = d + E 


cos mx + bm sin inx 


2 


1 


但这是一个一致收敛的级数！在这种情形下 [678], 它的系数一定可以用欧拉-傅 
里叶公式表示岀来，于是我们得到所需要的结论： a m = b 7n = 0. 

附注 我们也可用下面的方式来避免引用康托尔引理. 

设: r 是任意一个异于“未知点”的点，因此对于这个值: r , 级数⑷收敛，而它 
的公项当然趋近 于零： 


a m cos mx + b m sin mx 0. 

在级数 （4) 中，用数值 : c + <5 与 : c - J 代替: c ， 并且逐项相加，就得到展开式 


( 12 ) 


a。 + : (^m 

m=l 


cos mx + bm sin mx ) cos mS ; 


对于一切值 J ， 只可能有有限个例外（如果问题是关于 J 的任一有限变化区间），这 
个展开式收敛于零.但是关于这个带变量<5的三角级数,我们已经知道它的系数趋近 
于零，而且对于它（完全不引用康托尔的引理！）可以应用上面所叙述的推理，因此 
ao = 0,并且 


a m cos mx + b m sin mx = 0 (m = 1,2, …）. (13) 

这些等式不仅关于异于“未知点”的点 z 成立，而且由于余弦与正弦函数的连续性, 
它们处处成立.对 x 微分，我们还得到等式 


bm cos mx — a m sin mx = 0; 


(14) 


最后，从 （13) 与 （14) 推得 a m = b 7n = 0. 

750. 关于傅里叶级数的最后的定理 总之，如果在区间[- 7 T ，7 T ] 上的函数/⑷ 
可能有三角级数展开式，则只有一#展开的方法.那么这个唯一的方法究竟是怎样? 
所得级数是否一定就是函数 f ( x ) 的傅里叶级数？① 

我们已经知道有些不能展开成傅里叶级数的函数——即使连续—— [703] ， 但 
是直到这里还没有解决这个 问题： 这种函数是否可以展开成一种三角级数，其系数 
异于傅里叶系数. 

①当然，我彳门要假定函数/⑷ 绝对可积分 ，因为说到傅里叶级数，在这里永远就是指（如同上面 
一样）绝对可积分函数的傅里叶级数. 
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另一方面，我们容易作岀处处收敛（因此唯一确定一函数） 但同时显然不是傅里 
叶级数 的三角级数，那么所有上述问题就更加自然了.例如，级数 

oo • 

sin nx 

就是这样.这个级数在不含形如2^ = 0,±1,±2,-.-)的点的任一闭区间上甚至一 
致收敛 [430], 因而确定一连续 函数； 而在形如 2 A ；7 r 的点处，它也显然收敛于零.但同 
时这个级数一般不是傅里叶级数，因为在这里，第731目末尾[参考在那里的附注] 

所推出的傅里叶级数的必要条件不 成立： 因为级数 XT ^发散！ [367,6)] 

在本目的定理与下目的推广中，我们提出的问题得后的解答. 

我们先讲勒贝格 ( H . Lebesgue ) 所作的说明： 

引理 如果在区间 [ a , 6] 上的连续函数 F ( x ) 在这个区间内处处有广义二阶导 
数 F [〃](； r ) 包含在两个界 m 与 M 之间： 


m ( F[〃] (: r ) 彡 M ， 

则任意的形如的比值也包含在同样的两个界之间，当然在这里要假定区 
间[吻 — 2 h^xo + 2 h ] 完全在 [ a , 6] 上. 

我们考虑函数 

，、 " 、，， . A 2 / l /( x 0 ) , (x - x 0 ) 2 Alf ( x 0 ) 

= f ( x o ) + (r — 邱) 一 ^ — + ― ， 

它是一个整二次多项式直接可 证实： 在三点 ; tq - 2 h , xo,xo + 2/ z , 它与 f ( x ) 取相同 
的值，因此在这三点，差数 

A (； r ) = f ( x ) - ( p ( x ) 

是零.函数 A ( r ) 在区间 [ x 0 ~2 h , x 0 + 2 h ] 上连续，并且在它的内部有广义二阶 导数: 

xn (x) = f n {x) _^iM 

(多项式 w 的广义二阶导数就等于通常的二阶导数). A ⑷在区间[: r 0 - 2/^ 0 +2刎内的 
两点 A 与奶处达到最大值与最 小值々 容易 证明： 在这两点处我们分别有 aH ( Xi )< 
0, A [〃 j (巧）彡0 [参考第 509 页上的推理],从而 




这就证明了上述断语. 

_ ①即 i 这&值中有一个是零,函数也在区间内的一点 X 0 处达到它. 
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最后，我们现在可证明下面的著名的定理： 

杜.布瓦-雷蒙 ( P.du Bois Reymond ) 定理如果区间[― 7 r ,7 r ] 上的有界可积（在 
常义下）函数 /( x ) 可以在这个区间上展开成三角 级数： 


/⑷ 


+ an COS nx + si 


sin nx 


(15) 


则这级数必须是它的傅里叶级数. 

首先,从级数的收敛性可推得系数 a n , b n 有界[第748目引理].引用黎曼函数 
F ( x )， 我们得到表示式的三角级数展开式 （7): 


^ h F ( x ) 

4 h 2 


Ah 2 


ao 


+ ( a n cos nx + b n sin nx ) 


sin nh 
nh 


2 


这个展开式（当 & 为常数时）关于: c 一致收敛，因为它是以形如 L ^： r ^2 的级数为 
强函数.在这种情形下 [678], 级数的系数必须是它的和的傅里叶系数 : n 


ao 


1 r- ⑷ 


4 h 2 


dx . 


bn 


sinnh 

nh 

sinnh 

nh 


2 



2 



cos nx dx , (n = 1,2,...). 

4/2 / 

sm nx —— dx , 

4/ i J 


(16) 


我们 注意： 如果将函数 /( z ) 周期延拓到整个实数轴上，则可设展开式 （15) 在区 
间 [-7 T , 7 T ] 外也成立.因此，根据黎曼第一定理 [747], 关于一切值:我们有 


F ["】( x ) = f ( x ). 


由于函数 / Or ) 有界 


\ f ( x)\^K 


根据前面的引理，关于一切值 X 与/ I ，同时也有 


Ah 2 




(17) 


现在我们在等式 （16) 中取得当 h — 0时的极限,而且根据阿尔采拉定理 [526], 
在这些等式的左端可在积分号下取极限.于是我们得到 


ao 



bn 



f ( x ) dx , a n 
f ( x ) sinnxdx 



f ( x ) cos nxdx 


(n = 1，2,…） 


(18) 


这就是所需要证明的. 
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751. 推广现在我们不假定函数/⑻有界，而且甚至于假设展开式 （15) 在有 
限个点处不成立.在这些削弱了的条件下，下面的定理 成立： 

广义杜.布瓦-雷蒙定理如果在区间 [-7 T , 7 T ] 上的绝对可积函数 f ( x ) 在这区 
间上，只除去有限个点处外，可展开成三角级数 （15), 则这个级数必须是 f ( x ) 的傅 
里叶级数.① 

我们首先将函数 /( 岣周期延拓到整个实数轴上 .® 但考虑函数 


#0) = f ( x ) - 


ao 


来代替/化）比较方便.在任意的有限区间上（可能除去有限个点)，没有常数项的展 
开式成立： 


我们要证明：第一 


其次，关于 


1 , 2 , 


^71 


ip ( x ) — a n cos nx + b n sinnx . 



ip { x)dx = 0 



ip { x ) cos nxdx ^ b n 



( p ( x ) sin nxdx ; 


(19) 


由此就能得到所需要的关系式 （18). 


在这里，由于系数有界[根据第748目的引理]，所以我们也能引用黎曼函数 




cos nx + bn , sin nx 


2 


(在这次，它是周期函数,并且有周期 270. 

我们取区间它既不含上面所提到的例外点，也不含函数的奇 异点; 
显然，对于某一个充分小的 <5,区间 [ a - S . p ^- S ] 也是如此.由于函数#有界，如同 

上面一样，我们能 断定： 当 a < r ^ J 时,表示式有界.而且 

/、 


根据阿尔采拉定理 [526], 对于 K /3] 上任意的 y ， 我们有 


lim 

/i— 


①这个推广是瓦雷-布散 （ Ch.J.de la Vallee Poussin) 得到的. 

@如果函数 /( O 0 不满足 条件: /(-7 T ) = /( tt ), 则为了使得这个条件成立,预先必须改变函数在区 
间 h ^ TT ] 的一个端点的值，譬如说,就可改变在展开式 （ 15) 不成立处的值. 
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如果令 


^ x ( y ) 





则前一关系式能表示为下列 形式: 




4/ i 2 





因为当 a < 2 / < /3 ,/z < J 时，在大括号中的表示式有界，所以再应用阿尔采拉定 


理，就得到 


1^0 / { ..， } 办 




dy / ip(t)dt (a ^ x ^ (3). 


其次，令 


屯 2(x) = ^i(y)dy 

Jo 


我们能够将所得到的关系式 写成： 

h^0 I 4/ i 2 Ah 2 4h 2 

但是显然伞 2 ⑷有通常的二阶导数 $( X ), 因此 




dy I (p(t)dt 


lim = ^(x), lim A ^ 2 2 (a) - = Ha) 

/i-,o Ah 2 /i—o Ah 2 


如果用 7 表示（显然存在的）极限 


“0 4/ i 2 


则最后得到 




dy ip{t)dt = $( x ) — $( a ) — ^{x — a). 


现在容易看到逐次积分 


f dy / ip{t)dt 

o Jo 


(当 — i ^ ^时）与前面的逐次积分相差一个线性函数.因此函数 

f ① ry 

屯 (x) = $(x) — / dy ip{t)dt 

Jo Jo 


( 20 ) 


在每个形如 [a^\ 的区间上是线性的.这就是说，在每个既不是函数#的奇异点，又 
不是例外点[在这种点，展开式 （15) 不成立]的点: c 处，就有 


] (x) =0. 
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另一方面，无例外地在一切点0；处， (2) 型的条件 成立： 表示式 


△00) A ^( x ) 


2h 


2h 


2h 



x +2 h 


x 



y 


dy (f(t)dt + 


o 


-2h 



x—2h 



y 


dy I (f(t)dt 


o 


当 — 0 时趋近于零.实际上，从黎曼第二定理[并根据第748目的引理]可推得右 
端的第一项趋近于零，又根据关于对积分的变上限求导数的定理 [305,12°], 可知另 
外两项的和也是这样. 

在这种情形下，根据广义施瓦茨定理 [746] ,在任意的有限区间上，从而在一切 
一般的值: c 处，我 们有： 


^(x) ~ cx -{• d. 


( 21 ) 


现在设 






Oio 

T 


，■— 

+ a n cos nx + 0 n sin nx 


将它逐项积分两次 [731]， 就得到 



o 



y 


dy I 


aox 


2 


0 


E 


l 


a n cos nx + f3 n sin nx 

n 2 


( 22 ) 


比较 （20),(21) 及 (22), 我们得到展开式 


aox 


2 


+ cx + d = ^2 


l 


(a n — a n ) cos nx + (/3 n — b n ) sinnx 

n 2 


它无例外地关于一切实值: c 成立. 

因为右端是 X 的连续周期函数，而且也就 是有界 函数，所以必有 c = 0,并且也 

有 7 T 

1 广 

Oio — — (f(x)dx — 0. 

^ J — 7 T 

现在可以看到：级数 


00 

-^+E 

1 


(a n — a n ) cos nx + (/3 n — b n ) sin nx 

n 2 


处处收敛于零,并且是一致收敛的.于是推得 [678 或 749] 它的一切系数都是零，因 
而条件 （19) 成立： 

a n ~^n = — / ^p{x) cos nxdx, 

^ J —7 T 

1 厂 

b n = /3 n = — / (^(x) sin nxdx^ 

^ J —7 C 

这样证明就完成了. 

由此 可见： 对于以上所讲述的函数的三角展开式，我们奠定了它的整个理论基 
础，而且表明了特别注意 到傅里叶级数 是有理由的. 



附录极限的一般观点 


752. 在分析中所遇到的极限的各种类型极限的观念贯穿着整个分析课程.但 

在课程的各部分中所采取的形式却迥乎不同. 

我们起初是研究最简单的情形——通过可数数列的整序变量极限 [22,23]; 在 
这情形下详尽地发展了 极限论 (第一章). 

然后极限概念被推广到单变量或多变量函数极限的情形 [52,165].© 极限的过 
程变复杂了，但在大体上保持了固有的特性. 

在积分学中，我们研究了黎曼与达布积分和的极限 [295,296,301]. 在这里,极限 
过程与所给的区间分割发生了联系，和以前的研究相比较，显出了很大的独特之处. 

在第十章弧长[内接折线长的极限， 330] 及平面图形面积[内含的与外包的诸矩 
形面积的极限， 336] 等概念的定义中，我们所碰到的极限，在一定程度上，与积分和 
这一类型的极限相近. 

最后，在第三卷中读者还将面临其他极限的建立，这些极限系由另外的一些（不 
同于上述的）极限过程结果中得到的. 

所有提到的极限的各个类型，在原则上，可以简化成整序变量的极限 .我们在全 
部叙述范畴内特别强调了这一概念,起初是详细说明[53,166,295]，后来就只限于提 
示一下极限定义以“整序变量说法”解释的可能性.不待说,复杂的极限过程化为简 
单的整序变量极限,其本身就是有好处的.而在另一方面，即不必每次重新建立极限 
理论的初等定理，它②对我们也是重要的. 

虽然所有我 们遇到的 各种极限可用类似的方法归结为整序变量极限，然而须要 

$极限的定义我石总是指 “e - M 兑 法”. 

@译者注：指各种极限类型可简化为整序变量极限这一事实 
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择定这一变量，并从这变量的值的集合中选出特别的一个数序列来，无疑是含有技 
巧成分的.所以毕竟不能由此做出极限的一般定义来. 

现在这附录的整个一章就是为了要建立极限的一般观点，包罗所有在分析中遇 
到的各种极限作为一些个别情形，并在这基础上做出广义极限论的概略. 

以下所讲的观念起初系由沙杜诺夫斯基提出，其后是穆尔 ( E . H . Moore ) 与司密 
斯 （ H . L . Smith ). (然而必须指明，我们所用的问题叙述方式决不是唯一可能的方式 •） 

753. 有序集合（狭义的）从以前研究过的有极限的变量的范例，引出了下面 
的 思考： 为了讲变量的极限时总有意义，变量的变化域就不能是“漫无组织的”，而应 
由确定的法则规定成定向的或有序的.关于这一点，我们首先建立有序集合的一般 
基本概念. 

设有集合 ： P = { P }, 由任意性质的元素 P 所组成.假设对于确定的两个不同元 
素 P ， P \ 认定其中的一个（例如，）在另一个 （ P ) 的后面，记成 P 〆 P ， 就说对于 
元素对建立起了序.对于： P 中所有可能的每对不同元素，或仅对于其中某些 
对,建立序的法则皆恒需合乎下面两个要求： 

I ) 假设朽卜朽，则不能同时 J ° 2 卜 /V 

II ) 假设幵卜朽，并且 P 2 卜朽，，则必须朽卜朽 （SP “后于”关系具有传递性 

质）_ 

假设根据某项法则， 对于所有从 P 中取出的每对不同元素，建立起了合乎要求 
1,11的序,则集合 P 称为有序的 119) (或者更精确些说,狭义的有序集合,而非广义的 
有序集合,至于广义有序集合将于下一目中来研究). 

下面是有序集合的 例子： 

1) 任意的实数集合 •[: c }， 假若依增序（当 a / > r 时 〆 x ) ①或依减序（当 a / < x 
时 〆 ^ x ) 排列这些数，则自然而然成为有序的了. 

这个例子可以用几何的形式 表示： 在水平的直线上任一点集，若认为两点里靠 
右边的(或者是靠左边的） 一 个是后面的，则被排为有序的了. 

2) 现在我们来研究由二维（数学的）空间中一些点 M ( x , y ) 所组成的任意集合 
M = { M ( x , y )}. 这个集合可以排成有序的，比如说,用下列的办法： 

M ’( o/， 〆 M ( x , y ), 假若 x > x \ 或 x = x’，y > y ’. 

在所有这些情形容易验证符合要求 I ， II . 

为了在研究变量极限时便于利用所引进的概念，我们将附带地假定在所研究的 
集合 V 中没有“最后的”元素(即在所有其余的元素之后).这样一来， 无论从卩中 
取出什么样的元素永远可以找到元素，，使 P 在 P 之后： P ， > P . 

一 个简 i 砀子以后,将习惯于用符号卜表示“后于”关系，犹如用符号 >(“大于”一样). 

119 )术语线性有序集同样通用. 
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754. 有序集合（广义的） 我们将于下文见到，对所研究的集合 P 中每一对元 
素皆建立起序的假定，时常须得放弃,而只在某些对元素上建立了序（符合要求 1,11), 
也就可以满意了.然而在这种情形下，我们还将要求成立这样的 条件： 

III ) 对于集合 P 的每两个元素 P , P 7 , 在此集合中可以找出元素 J °", 在它们两 
个的后面： 


JD 〃卜 JD ， p， f > p ， ， 

(对于元素 P 及无论序是否已经建立起来，在此条件下是一律的 .) 12Q ) 

这个条件已使 P 里不可能存在最后的元素了. 

易见，每个狭义有序集合，只要它没有最后元素，则必满足条件 III . 实际上 ， P 
与 P ， 无论是 P 中什么元素，此时它们的序皆已建立了；比如说， 设 y P . 因为 
P ; 不是最后的元素，于是在: P 中可找到元素^ 根据^关系的传递性，立得 
P n ^ P , 这就是要证的. 

假令符合于所有三个条件 I ， II ， III 的序,虽仅建立在集合 P 的某些对元素上，我 
们也将称集合: P 为 有序的（广义的) .® 

现在我们引这样的集合的 例子： 

3) 我们来研究以 a 为聚点 [52] 的实数 x 的集合戈设 a 自身不 属于足 

我们假设 

x ' >- x , 如果 | a / — a | < |x — a |, 

于是值较近于 ci 者 便是后面的. 

条件1，11显然成立.假如 Y 中没有两个值，与 a 等距而位于 a 的不同侧，则集 
合 Y 将是狭义有序的.假如有这样一对值，则对于它们，用我们的法则显然建立不 
起序来. 

现在我们来验证条件 III .从 Y 中取出任意数 x 和 〆 . 因为 x 和/ 都不是 a ， 
而 a 对于尤说是聚点，所以在 Y 中一定可以找到这样的 X ",比 x 和/离 a 更近; 
于是: c " 卜 r 并且 a ;〃 a /. 

这样一来,集合 y 在任何情形下，是广义有序的. 

4 ) 命 Y 是以 oo 为聚点的数集合.用下面的 条件： 

x l x , 如果 | a /| > ㈣ ， 


^可以排成有序的. 

所有的条件1,11,111尽皆成立.如果 Y 中没有一对仅在符号上不同的值 X ，则 
集合将是狭义有序的.如果有这样一对值，则对于它们，次序不曾建立起来，于是只 
可说是广义有序的. 

" ①也说是：部分有序的，，厂‘半有 序的” 或“非全部有序的”集合 ■ 

1 ⑽配 置了满足条件 III 的次序的集合: P 常常称为有 向集. 
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5) 今取以 Mo ( a , b ) 为聚点 [163] 的二维空间任意点集合 ； W == { M ( x , y )}. 并假 
定坐标 a 与 fe 皆是有 限的； 设点 M q 不属于集合； W . 

我们 规定： 


假如 

maxd ^ — a |, \ y f — b \) < max(|x — a |, \y — fe |) 

和 3) —样，所有条件 I ， II , III 此处皆成立.例如我们来验证条件 III . 设在； W 中给 
定两点 M ( x , y ) 与因为它们皆非 M q ， 于是 

a — max(|x — a |, \y — fe |) > 0 


并且 


a 1 = max (| a / — a |，| y ’ — fe |) > 0. 

命 J 为二数中较 小者； 由于 Mo 对于； W 说是聚点，故可在； W 中找到这样的点 
M 〃( x 〃， y 〃)， 使 | x 〃 — a | < (5 并且 | y 〃 - b \<8. 于是 

M 〃卜 M , 并且 M 〃卜 M ' 

这就是要证的.这样，由于所规定的法则，集合； W 确实被排成有序的（广义的）了. 

假若点 Mo 的坐标中任一个，比如说 a , 等于 oo . 则可修正我们的法则，例如把 
| x - a | 换成^ 等等 • 

6) 我们还举刚才讲的 集合別 的另一排列序的方法作为例子 （ a 与算作是有 
限的). 

可以这样 规定： 


於 W) y 


假如 


x f — a \ + \ y ( — b \ < \x — a \ \y — fe |, 


或者这样: 


M ’（ x’，W M ( x , y ), 


假如 

-^ a) 2 ^h (?/ - b ) 2 < \/ a)^-\-(y - b ) 2 . 


建议读者验证一下，在两种情形下条件 I ， II ， III 皆适合. 

7) 命 M 为 “整点” ( m ， n ) 的集合（此处 m ， n 是自然数)，具有聚点 (+ oo ,+ oo ). 
和 5) 相类似，可依照下列 法则： 


( m \ n !) >■ ( m ， n )， 如果 r /) > min ( m , n ), 




. 526 - 


附录极限的一般观点 


[755] 


将此集合排列成有序的.或者更简单一些，按照这样的排列规律： 

( m ’， n ') 卜 ( m , n ), 如果 m ’ > m 并 n ’ > n . 

此处条件 I , II ， III 亦皆适合. 

8) 现在我们从另外的范畴中取例子.设由割点 

a ~ Xq < Xi < - ^ < Xi < Xi + i < • - < x n = b . 

将给定的区间 [ a , fe ] 分为有限部分,令所有可能的这样的分割丑便是所研究的集合 
n 的元素. 

若以 a 表示这些子区间长度中的最 大的， 于是就很自然地可将各种分割丑依照 
A 的减序 排列； 对应着较小的 A 的分割算是后 面的. 

条件1,11的适合是显然的.条件 III 也不难 验证： 对应着值 A 与 Y 的两个分 
割，不论是什么样的，总是能够做出一个分成更小子区间的分割来，这分割对应了一 
个比 A 和 Y 都小的数 A 〃. 

这样一来，集合尺成为有序的了，然而仅只是广义的 •. 对于具有同一 A 的两个 
不同的分割，序不曾建立起来. 

9) 对于刚才研究的集合尺= { R }, 可以用另外的法则来建 立序: 分割纪算是在 
分割丑的后面,假若兄是用往 E 的割点中加人新割点的办法，由丑得到的.由此 
得到的也只是在广义下的 有序： 例如，对于具有完全不同的割点的两个分割，序并未 
建立起来. 

755. 有序变量及其极限 现在我们来研究变化域为 Y 的变量 x . 可以设想这 
个区域 Y 是直接地排成有序的了（狭义的或广义的)，或者——更一般的——设想 
Y 的值: c 与某一有序集合 : P = 由任意性质的元素所组成的）的元素 P 有一单 
值对应.此时变量 x 也称为有序的. 

仿照 P 来排列 x = 的值的集合，就是认作 

Xp f 如果 P - (在 P 里). 

这是一般形式下的仿造，这种仿造我们已经对 整序变量^ 做过了，即是把它的值与 
自然序数——“号码”对应起来，并依照它们的增序而 排列： 

x n , 如果 n ’ > n . 

若能判别集合 P 的元素 P ,® 我们便可以根据这些“附标” P 来判别我们的变量 
的值 z = : r P . 在这些情形中，我们承认（和在整序变量情形中一样）可能有相等的值 
具不同的附标. 121 > 

121) 这样一来，被排序的不是变量的值,而是变量的 附标. 当一个变量不止一次取同一个值时，这一 
保留声明是很重要的. 



[756】 


附录极限的一般观点 


• 527 • 


特别着重指出，即讲到有序变量时，我们实际上并不把它与它的值在空间或时间 
中的位置等任何概念相混.较后的值不见得比较前的值占“更远的位 置”； 变量取较 
后的值也不见得就比取较前的值“更迟”等等.但若通常准许用“从某个地方开始” 
或“从某个变化瞬间开始”之类的表示法,则此也无非是为了言语上的形象化而已. 

有序变量^ = X P 的极限（或者有时说有 序集合 Kp } 的极限）的定义与整序变 
量（或序列）的极限的定义完全 类似： 

变量 X = X P 有有限极限 a , 假若对每个数 S >0, 可以从 P 里找出这样的附标 
P £ , 使得对于所有的 PyPe 其对应的值 X = X P 满足不等式 

x — a | = \xp — a \ < e . 

在第23目里的定义中，巧显然就是事实上,关系 nyN e 与不等式 n > N £ 
是等价的. 

完全照样，给出无穷极限的 定义： 

变量 X = Xp 有极限 00 , 假若对每个数五 > 0, 可以从 P 里找出这样的附标 
使得只要卜 J ° E ， 就有 | x | 二 | x P | > 五. 

关于有确定符号的无穷， + oo 或 - oo , 不难将以上定义加以修正. 

此时，和通常一样， 写成： 

lim x = a ( oo , + oo , — oo ) 或 x —^ a ( oo , + oo , — oo ). 

我们且来看一些实例. 

756. 例题 我们从变量: c 的变化域 Y 是直接排成有序的例子开始. 

1) 命 Y 是有聚点 a 的任意实数集合,依照 b - a | 的减序排列[参看第 

754目例 . 显然，对应的变量 x 有极限 a : 不论怎样取 e > 0总可以在 Y 里找出 
异于 a 的:，使得只要 \ x £ - a \ < e , 则对于 x x £ 必有 |x - a | < e . 

相似的，如果 Y 具有聚点 oo , 并依照间的增序把这集合排成有序的[参 

阅第754目例4)]，则 x -^ oo . 

然而比较常碰到的情形是：把变量的值与附标 P (在某一有序集合 P 中）做成 
对应.下面所引人的这一类的例子具有特殊的重 要性： 它们示 明在本课程内所研究 
的各个极限类型， 实 际上，可被认作以上所讲 的一般性定义的特殊表现. 

2) 我们来研究函 数极限 [第 52 目] 

lim f ( x ) = A (1) 

x—^a 

的概念.为了简单起见，限于有限的 a 与 a 的情形. 

设函数 /( x ) 被确定在具有聚点 a 的区域 y = {4 内；值 a 自己不在 y 之内， 
或者至少在极限 （1) 的定义之下不认为在 y 之内.这个函数便是此处要讨论其极限 
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的变量，而: r 就作为附标 _ P . 我们将的意义了解成这样 ，即： x 的变化域 Y 系 
^ | x - a | 的减序而排列的[第 7 54 0,3)]. 于是函数值的集合 {/(: r )} 也依照相应的 
样式排出次序来了，因之等式 （1) ——按照一般性定义——得到了确切的意义.这 
就是说：对于给定的 e > 0,总可以从 Y 中找出这样的值:使得对于 a ;— 〜即是 
只要 |x - a | < \ x £ - a |, 不等式 


\ f ( x )~ A\<e (2) 

成立. 

设 | x e - a | — (5, 以上条件可以改写成： \ x ~ a \ < 6. 反之,如果 \ x - a \ < 6 时不等 
式 （2) 成立，则在条件 - a |<(5 之下 取定〜 以后，可以断言，对于 x 卜心⑵成 
立.这样一来，新的函数极限定义和以前的[第52目]是等价的. 

3) 二元函数的极限 


Jim f [ M ) 

M ― ►Mq 




\im f ( x , y ) = A 


y 


(3) 


的定义可以完全类似地用有序变量的术语表出. 

设函数 f ( M )= f ( x , y ) 确定于具有聚点 M 0 ( a , fe ) 的 区域別 = { M ( x , y )} 之中; 
M 0 ( a ， b ) 本身在等式 （3) 的定义之下不算进去 . 人1 中的点 M ( x , y ) 作为附标.按照在 
第754目 5) 中所做的那样，将集合; W 排列出序来（即是按照这种意义来了解 M — 
M 0 或 : r — a,y — fe ), 其后我们又照样地排列函数值的集合 122 ){/( M )} 三 { f ( x , y)j 
成为有序的，于是按照有序变量极限的一般性定义，等式 （3) 有了意义. 

并且在这里可以立即看出，等式 （3) 的新的了解法和以前的[第165目]是等 
价的. 

假如不用第754目 5) 中所指出的 ； W = ( M ( x , y )} 的排列法则，而以第754目 
6) 中所引人的法则作基础，则极限的定义在实际上还是一样的. 

4) 对于依赖于两个正整数下标的变量极限 


lim Xm y n = ^ 

m—►oo 
n ― ^oo 

的概念建筑在以下的数对 （ m , n ) 排列法 则上： 

( m ’， n ’）— ( m , n ), 若 min ( m ’， n ’） > min ( m ， n ) 

[参看第 754 目 7)]. 这与第165目最后所讲到的那个极限定义相符. 
假如我们由同样在 7) 中曾提到的，更简单些的排列法则 


(m^nO >- (m.n)^ ml > m 、 r\! > n 

~ 122 ^ 处^ 同前述变量的情形，所指是函数值的附标，即事实上是把所有形如 （ M ，/( M )) 的 “对” 
排序，其中 M 是 M 中的点. 
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出发,所得结果仍然相同. 

所有以上所论，推广到多元函数的情形并无困难. 

5) 最后，我们回到确定于区间的有界函数/⑷的黎曼或达布积分和的极 
限问题上来.这些和数与借任意割点 

a — xo < Xi < - ■ < Xi < Xi^-i < … < x n = b, 

将区间 [a, 6] 分为若干部分的分割丑有关，并且极限过程是按照 A — 0 进行的（此 
处 A = maxAxi ). 在第 754 目 8) 中，我们已按照 A 的减序而把区间所有可能的分 
割的集合尺={丑}排成有序的了.于是达布和的值 s 与 S 也就与此相应的排成有 
序的了. 

要作成黎曼积分和 A 除了区间的分割以外，还须在每一子区间中取点.这样一 
来,黎曼和就是由不仅有割点而且还有介点的总的集合所确定的了.这些集合（并且 
随之黎曼和）也可以依照 A 的减序而排成有序的. 

此刻已经很清楚，极限 


lim a , lim 5, lim S 

入一 >0 入 ~^0 入 ~^0 

也可按照这里发展的广泛方式来讲了. 

同时注意,假如按照第754目 9) 的法则来排列集合 M ,{ S },{5} 的次序，则实 
际上恒得同一极限.建议读者根据第297目及第301目的结果把这证明一下，当作 
练习. 

关于弧长[第330目]、平面图形面积[第336目]的曲线积分、二重积分与曲 
面积分[544;550;589;631;635]等定义中所研究过的极限的问题，类似的也都被解 
决了 • 


757. 关于函数极限的附注 在讲到极限 （1) 时，我们已规定了用唯一的、完全 
确定的方法去排列集合 Y = { x } [第754目 3)], 并且随之函数值的集合{/⑻}也如 
法排列.以前面所讲的 x 趋近于 a 的“标准”法则为基础， {/&)} 的极限的定义就和 
第52目中用％-<5的说法”所给出的那个定义是等价的了. 

然而: c 在集合 Y 中，或在任何以 a 为聚点并依任意法则排列的 Y 子集合中, 
以 a 为极限而变化时，却很可能并不按照 x 趋近于 a 的“标准”法则.函数 /( x ) 的 
值就得每次仿照: c 而排列. 

因此，等式 （1) 也可以了解成 这样： 

自变量: c 不论按照什么法则趋于极限 a , 函数 f ( x ) 恒趋于同一极限 A 

这个定义和第53目中用“整序变量的说法”给出的定义差不多，只是在这里把 
任意的，趋于 a 的/ 值的序列换成了更为广泛的具有极限 a 的任意有序集合. 

要证刚才所引人的定义与在前目中所给的定义的等价性，只需 说明： 由在第52 
目的意义下的极限⑴存在，可以得出前述命题.设对任意的 e > 0,可以找出这样的 
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占 > 0,使得只要 |x - a | < (5, 不等式 （2) 就成立.不论 x 按照什么法则趋于 a ， 根据 
极限定义，应该存在这样的值使得对于 : r — T 有 |:c - a | < (5,于是对于这样的 ： c 
值不等式 （2) 也成立，事实上也就是说，/化） — 

对于二元（或多元）函数，也可做出像这样的附注. 

758. 极限理论的推广 最后，我们来把在第一章中对于整序变量所证明的各个 
定理推广到有序变量的一般场合.如果一步一步地考察对于整序变量的极限理论的 
建立，则做出这个推广并无困难. 

每当那里讲到某种关系对于具有号码 n (大于某 7 V ) 的值^成立，则这里就该 
讲到它对于具有附标 P ^某 P 的值 x =即成立. 

例如，我们来证与第 26 目 1) 相类似的 命题： 

假若有序变量趋于极限 a ， 并且 a>p(a< q), 则至低限度，从某个地方开 
始， xp > p{xp < q). 

取了 e < a-p(e < q~a), 我们找出这样的 J 0 ’, 使得对于 P P f ^ \xp ~ a\ < £； 
对于这些 zp , 显然也有 


Xp > a — e > p(xp < ae < q ). 

第 26 目中 2° 〜 4° 的命题也照样被推广了，最后一个尚可述其大意如次：若变 
量 x 有 (有限的）极限 a ， 则至低限度，从某个地方开始，它是有界的[参看第55目 
1，4。]. 

在证明极 限的唯 一性时[第 26 目 5。], 要特别利用到条件 III [第 754 目]. 

我们来反证，设同时: c_p — ^ ^ fe , 并 a < 6. 如果在 a 与 b 之间取出 r , 则一 

方面对于 P 卜 P \ x P < r , 另一方面对于 P 卜 P ^ x P > r . 但恰恰根据 III , 可以找得 
这样的附标使得同时既 P V P 1 又 P V P "\ 于是同时 xp < r 并且:> r , 这就 
发生了预期的矛盾. 

单调 变量的定义由以下形式推广到有序变量： 变量称作 是单调增加的 （或 
广义的单调增加)， 如果从 P f yP 永远可以推出> x P (或0^彡 x P ). 

单调增函数 /(# 如果把它的值依自变量 x 的增序而排列）或正项二重级数 

OO 

5 Z ai ， k 

i ， k=l 


的部分和(如果规定 

当 m ’ > m 并 n ’ > n 时 > A^\ 

可以作为这样的变量的例子. 

如法可以建立单调减少的变量的概念. 
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注意达布和 s 与 S 的已知特性[第296目].今若只照在第754目例 9) 中所做 
的那样来排列区间分割，则显然小和数 s 成为单调增加的变量，而大和数 S 成为单 
调减少的变量.但若取其他排列方法[第754目 8) j 时，就不能这样讲了. 

现在甚易推广第34目关于单调整序变量的 定理： 

单调增加的变量 x = xp 恒有极限.如果变量上有界，则此极限是有限的，反之 
则为 +00. 

假定变量是有界的,命 a == sup { xp }, 则所有的< ct , 并且另一方面无论 e > 0 
是个什么数，可找得这样的附标巧，使得 x Ps> a — e . 但是此后只要 P — 巧，就有 
xp > xp e , 所以更有 xp > a — £. 这样一来，不等式|即 ~ a \ < e 对于 P y P £ 成立, 
因之 xp — > a . 

假定变量是无界的，则对于每一个数五 > 0,可以找得这样的作，使得 
xp E > E . 于是对于 P 〆 作， 就更有 xp > E ， 因之 — + 00 . 定理得证. 

第34目关于单调整序变量极限的定理及第57目关于单调函数极限存在的定 
理，还有第394目关于正项二重级数收敛性的定理，都被包含在这个定理之中而作 
为一 些特殊情形了 .读者知道，此处所做的一些说明，仅不过是把上述几处的个别定 
理证明中所曾有的，在一般形式中翻了一下版而已. 

我们注意，只要站在第754目 9) 的法则的观点上，达布和 s 与 S 的有限极限 
的存在可从所证的一般性定理中立即推得，至于 s 与 S 的极限的重合（在第301目 
曾研究过)， 则仍待证明. 

作为较复杂的例子，我们来证 明收敛性原理 [参看第39 目]: 

有序变量有有限的极限，必须而且只需，对于每个数£>0存在这样的附标 
P £; 使得只要 P > P e 并 P f > P e , 不等式 

Xp ~ Xpf\ < £ 


即成立. 

按照第39目中的推理的大意,首先来肯定这个条件的必 要性， 假令^则 
对于数 I 可找得这样的: P , 使得对于 P 卜 P 有|卽 - < I . 设 P 卜 P 并， 〆 P ， 

即得|砂_ < | 并< _，因之 — 心| < e ;此时就可以将 P 取作 P e . 

要证明其充 分性， 先假定条件成立. 

我们在全体实数域中依照以下法则做一分割.每一实数 a ， 如果自 某个地方开始 


x > 

则将其归人乂部.而所有其余实数 Y 则一齐归人 S 部.易见,这个法则确乎规定了 
分割.我们只证一下4与 S 都是非空的. 

. 对于任意的 e > 0,根据假定，可找到与之对应的 P e ， 使得只要 P 〆 巧并 
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P / ^ P £ , 即有 


Xp — Xp^l < £ ^ Xp> — e < Xp < Xpt + e . 

因此，(当 P 〆 巧 时 e 是数 a 之一以及 xp ，+ e 是数 a ' 之一，业已显然，后半句 
话严格来讲仍要利用到条件 III :倘若 xp ^ eMa 的一个，那么比如说对于 PyP 
不等式 > x pf 成立，则（借助于 III )取 P 使既有 PyP £ 又有 PyP , 即同 

0^^^ xp < xp > e ^ xp > xp < + £ 了! 


根 据戴德 金定理[第 10 目]，存在有二部之间的分界数 a , 


OL^a^ot . 


特别在 P — 巧时 


xpt — e ( a 《 xp> + e, BP \xp> — a| ^ e, 


由此推出 ； rp — a . 

这个定理得到了很有意思的应用.它不仅包含了我们熟知的第39目及第58目 
的定理，作为特殊情形，而且更导致了新的结果.例如收敛性原理借它的助力被推广 
到了多元函数,二重级数等.它还给出了弧的可度长的条件[第330目].建议读者自 
己述出这个条件，要注意到如果条件于整个弧成立，则对于部分弧也 成立； 这样一 
来，以前需要我们冗长讨论的命题[第247目],现在只消三言两语就可以证明了. 

759. 同 序变置 为了要推广到那些其中同时出现有两个（或多个）变量的命题, 
我们引人同序变量的概念.如果两个变量 x 与 y 借助于同一有序集合 V = { P}M 
排列成为有序的，即将 z 及 y 的值与 P 的元素做成单值对应,那么就称 z 与 

y 为同序变量 b 与 y 的具有同样附标 P 的值 即 与 y P 算作 是对应 的）. 

例如，若是我们对于同一个自变量 x ( 具有有序变化区域 f ) 有两个函数/ ㈤ 与 
g ( x ), 则此二函数将是同序变量.而由同一 z 值（它就作为附标 P ) 所确定的它们的 
值，将是对应的. 

这里是另一例子.设对于确定在某区间 [ a , 上的函数 f ( x ) 及 g ( x ) 作出了积分 
和 

^ 与 r = 

♦ ♦ 

% X 

很容易看出，此处便是将由同一割点^及介点6的总集所确定的和数算作是对应 
的; 这割点与介点的总集在目前就是附标 P ; 如果将和数 a , t 与这些总集一道，皆依 
A = max A & 的减序而排列，则我们又得到了同序变量. 

现在，以等号或数学运算符号连接两个变量^ y 时，我们将假定它们是同序的， 
而且是指具同一附标的对应值 x P , yP 而言，如果像以前对待整序变量的号码 n —样 
来对待这些附标，则以前关于整序变量的各种论证,可以毫不费力地全套搬来. 
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例如我们来证这个定理（推广了的第29目引理 2): 

假若变量 zp (至低限度自某个地方开始）是有界的，并且它的同序变量是个 
无穷小，则它们的乘积也将是无穷小. 

假定说,对于 P )- P f 


x P \ < M (0 <M = 常量). 

给定任一 e > 0, 可根据数啬，找到这样的 P 〃， 使得对于 P 〆 P "， 有 

M< W 


依照条件 in, 存在这样的凡，使得 

凡 〆 穸并 Po >- P f/ . 

如若 P 卜 p 0 , 则（由 II) 同时有 

P 〆〆 并 P y P "、 

因之前面的两个不等式皆成立，于是 

\ xpap \ = | xp | - | ap | < M - ~ = e , 


这就证明了我们的命题. 

经过所引的这些例子，读者可以请楚地看到，整套的极限理论确乎（保持证明中 
的主要线索）被移植 到有序变量的 一般场合了. 

760. 借助于参数的排列法 所有我们遇到的极限概念在分析中的应用场合，变 
量 M 的附标集合 P = 的排列法总是千篇一律的.所用的排列法可以一般地描 

述成下面的样式. 

把 P 中的每一个元素 P 与某个参数的值 t 对应起来，并且同一个《还可以与 
很多的 P 相 对应； 所有这样的 P 的集 合以巧 表之.我们假定所有的《> 0,并且存 
在有任意小的值卜使相应的巧不是空的. 

现在我们规定，在两个元素 P 之间，对应于较小的参数值6的一个算作是后面 
的（就是说我们“依参数的减序”来排列 P ). 而对于对应同一个《，因之属于同一个集 
合卩 t 的两个元素 P (以及对于对应的 x 值），则并不分出先后次序.此时条件1,11,111 
尽皆符合.关于1，11这是很容易看 岀的； 我们来验证一下条件 III . 设 P 与 P 是集 
合 V 的任意两个元素，对应参数值《与广根据假定，可找到这样的值广既小于 f 
及 〆 ，而又使相应的巧〃不是空的.于是巧〃中任意的 P 〃 既在 P 的 后面， 又在 P 
的后面. 


. 534 . 


附录极限的一般观点 


[761] 


读者不难验岀，所有已有的应用极限概念的场合,都是按这样处理的.对于具附 
标 n 的整序变量可取 t ^至于函数/化）及其当 x — a 时的极限，则其附标 x 

的集合是依照参数 k | x - a | 减序而排列的.同样,在二元函数 f ( M ) = /( z , y ) [此 
处点 M ( x ， y ) 作为附标]的情形下定义 x — a，y — b 时函数的极限，就可以用参数 

h = max{|x — a|, \y — 6|}, t 2 — \x — a\-\-\y -b 

或 

h = a/O: a) 2 : 6) 2 

中的任一个来描述 x — a，y — b 的过程.对于达布和 

s — rrifAxi ^ S — MiAx “ 

4 4 

% % 

\ 

割点的集合作为是 附标； 而转变到黎曼和 

<y = 

i 

时，则还要把点&的集合也算进去.在这两种情形下，这些附标皆是借助于参数 
( = maxA ^ 而排列的.在定义弧长时，则是把部分弧直径中的最大的作为参数.以 
及诸如此类. 

当变量 x 的变化域夂或是——更精确些——附标集合 P = { P }, 系按照上 
述方式借助于参数《而排列的时候,显然总可以将极限（限于有限的极限）的定义给 
成下列的形式：数 a 说是 z 的极限，假如对于每个数 e >0 对应有这样的 J > 0, 使 
得只要 z 所对应的参数值《< 就有 


x — a\ <e, 

借助于参数的排列法，我们在第三卷中还将利用到.然而这个简单的排列法终 
归难以满足数学分析中较高级的支系的需求.关于一般不能用引人参数的方式来做 
的排列法，可取第754目 9) 的法则为例，这在次目的讨论中就会明白. 

761. 化简成整序变置 直到目前为止，在所有具体情况中，当我们碰到极限概 
念时,总可在某种意义上把问题化简 成整序变量的 极限.这种把极限概念以“整序变 
量的说法”表达的可能性，在以前的论述中甚为重要. 

现在我们来研究一下，在一般场合中有 序变量 x 二:的情形是怎样的. 

为了这个目的，我们引人对于给定的有序集合 P = { P } 的临界子序列的概念. 
从： P 中取出的元素的序列 


巧，巧， .. ， 八， . . . ， 


⑷ 
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如果合乎以下 条件: 无论从 V 中取岀怎样的元素 P 来，号码充分大的元素总在 
P ' 的后面 


P n ^ P f (对于 n > AO ， 

则称之为 P = 的临界子序列. 

如果变量 X 借助于附标 P (属于 P ) 而排列，则当集合 P 中存在有临界子序列 
时，我们就称从 I 里对应地抽岀的 Z 值序列 



⑸ 


为 I 二 { x } 的临界子序列. 

首先就发生了问题: 是否至少存在一个子序列 （4)， 对于 P 说乃是临界的？或是 
同样的，是否至少存在一个子序列 （5)， 对于 f 说乃是临界的？ 

应该指明，当集合 P 的排列系借助于某个参数《时（如前目所阐明者)，临界子 
序列的建立总不 困难： 取定序列 { tn }. t n ^ O , 并使所有的集合非空，然后从每 
个中择取元素 p n 组成序列 { P 4, 显然即所欲求者. 

然而在一般情形下，对于有序集合 p = { P }, 可以根本不存在任何一个临界子 
序列. 

例如我们来研究依第754目 9) 的法则而排列的，定区间的各种有限分 
割①集合 

我们从反面来看，假如对于尺存在有分割的临界子序列 

丑1，丑2, * • •，丑 n , _ • •. 

每一个瓜对应一个割点的有限集合.不难做岀这样的区间 [ ai ,6 i](a < ai <bi < 6), 
使得其中不含丑1内任何一个割点.然后做岀区间 [ a 2, b 2 ](ai < a 2 < b 2 < bi ), 不含 
R 2 的割点,如此类推以至无穷.在第 n 次是做出区间 K ,6 n ]( a n _i < a n < b n < D , 
其中不含 I 的割点.如若此时注意使 b n — a n — 0, 则依照第38目关于内含区间的 
引理，可得唯一的点 c == lima n = lim b n , 属于所有的区间 [ a n , b n ]. 这个点显然不与 
任何一个瓜的任何一个割点相重合.假如现在取区间 [ a , 6] 的任一分割纪，其中 c 
是一个割点，则根据第754目 9) 的法则，任何一个瓜皆不能说 是在纪 的后面，乃 
与临界子序列的定义冲突.这个矛盾就证明了这样的子序列事实上根本没有. 

[顺便提一下，由此就可以推出，第754目 9) 的集合尺={尺}的排列法不可能 
在前目的意义下以参数表达!] 

现在我们 假定： 附标集合 P 以及随之有序变量 x 的变化域不皆含有临界子序 
列.在这种情形下 （ 并且显然也只在此情形下）变量 z 的极限的问题可按通常的办 
法化简成整序变量的极限的问题： 


①这些丑，如曾指岀过的,可以作为附标,例如作为确定于 [ a ，6] 的任一函数的达布和的附标. 
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要变量 z 有极限 a ， 必须而且只需，每一个通过 f 的临界子序列的整序变量； 
趋于此极限. 

事实上，假设 z <此处我们为了明确起见，假定 a 是有限的)，则对于任意的 

6>0,有 

x P - a \ < e , 只要尸卜 

但若取出任意的临界子序列（4)，则对于充分大的 n ， 根据定义，将有八 〆 尸 £ , 

因之 

x n — a \ = \ xp n ~ a \ < s . 

这就是说，整序变量^ & 

反之，假设每个这样的整序变量趋于 a . 为了要证明即有 x ^ a , 我们假定相 
反的： 对于某个 e > 0, 无论从 V 中取岀什么样的来，总可找到 P y 产，使得 
| x P - > e .取定 P 的某一个临界子序列 { P ^}. 按照所说的，对于每一个 G ，在 P 

中可找出元素 A — A 使得 


x n — a \ ~ \ xp n — a \ ^ e (n ~ 1 , 2 , • • ■ 

不难证明，子序列 { P n } 对于 P 也是临界的，也就是说子序列 { x n } 对于 I 是临界 
的，于是上面的不等式与原来的假设矛盾. 

762. 有序变量的上极限与下极限 我们来研究有序变量％它的值是由附标 
P (属于 P ) 给出的.对于任意的我们用那些在 x P 之后的 x 值，即对应于附标 
PP 的 z 值，组成集合；并找岀它的确界 


sup Xp ^ inf Xp 


(可能是无穷).其中每一个都是带有附标 P 的有序变量，并且其中第一个是单调减 
少的，而第二个是单调增加的（在第758目的意义之下).此时，根据关于单调变量 
的定理，存在有确定的（有限的或无穷的）极限. 

M * = lim ( sup < Yp ) 1 
M * = lim(inf ① J 

一般的就分别称之为变量 x 的上极限或下极限，并记如 


M * = limx , M * = limx . 

这两个极限的相等是在一般意义下[第755目]变量 z 极限存在的必要且充分的 
条件. 


①所研究的变量还可能采取广义的值士00,而这种情形并不发生困难. 
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事实上，若存在有有限的极限 


a = lima :， 


则对于任意的 e > 0,可找到这样的附 标巧， 使得对于 有 


a — e < xp < a + £：. 


⑺ 


⑻ 


于是又有 


a — s < inf Xp E ^ M * < M * < sup Xp € < a + e ， 

因之，由于 e 是任意的， 


M * = = a . 


反之，若这个等式成立 （ a 是有限的)，则由于⑹，对于 e > 0又可找出这样的 
Pe , 使得 


a — s < inf Xp € < sup Xp e < a + s , 

所以⑻成立，并且由此推得⑺. 

建议读者进行 a = ± oo 的情形的研究. 

数 M * 与(在它们是有限的情形下）可以用与第42目中研究过的性质 I，II 
完全类似的性质作为特征.例如我们来看 M *. 

假如任意取出数 e > 0及附标凡，则存在这样的巧 〆 外，使得 

M * — e < sup Ap e < M * H - e . 

由此根据上确界的定义即得 

数的性质 I :对于所有的 PyP £ 有 x P < M * + e 
数 Af * 的性质 II : 至少可找到一个这样的值 a ； P , (此处 P 卜 P 0 )， 使得 

Xp> > — £. 

现在假定集合 P = { P } 包含有临界子序列（4)，并与我们的变量值的临界子序 
列（对于 I )相对应.如若这种的序列中的某一个有极限，则称之为变量 z 的 部分极 
限 [参看第40目与第59目]. 

此时可以 证明： 以上所定义的上极限与下极限同时还分别是变量 z 所 
有的部分极限的最大者与最小者 [亦如在第40目与第59目中一样]. 

实际上（如果还假定上极限是有限的)，从性质 I 立见： 随便哪一个部分极限都 
不能超过 M *. 为了要做岀一个 I 的临界子序列 （5), 使之趋于(这就说明 M * 本 
身也是一个部分极限)，我们且先从随便一个 P 的临界子序列 


Pi，pn … 
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人手.然后借助于性质1，11[参看第 4 0目]，我们便归纳地做岀了这样的子序列⑷， 
使得： 第一，有 

Pn^Pn 

[因 之⑷对于 P 也是临界的! ], 并且第二，；=满足双重不等式 

Af* — < x n < M* + £ n , 

此处&是任意取的趋于 0 的正项整序变量.甚易看岀，子序列 （5) 对 i 说是临界 
的，且以 M * 为其极限. 

从读者所熟悉的范畴中还可以再指岀一个上极限及下极限的例子.例如，易见 
达布上积分及下积分 J * [第 29 6目，第 SOI 目]分别为积分和（黎曼和 ) a = 
Ef ⑹ Axi 于 A = max ^ 0 时的上极限与下极限. 
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格林公式，137 

公式，124, 218, 263 

共轭函数，441 

共轭三角级数，395 

古尔丹定理，134, 291 

关于，514 

管量场, 308 

惯矩，131 

惯性积，132, 270 

惯性椭球面，270 

惯性椭圆，132 

广义的极坐标，158 

广义傅里叶级数，349 

广义傅里叶系数，349 

广义球坐标，295 

规范的，346 


H 

K 

哈密顿， 302 

卡塔兰，218 

函数， 253 

卡塔兰公式，125 

函数 JB , 170 

开普勒方程，451 

函数的平均近似法，481 

柯尔莫戈洛夫, 414 

函数系，483 

柯西，432, 442 

和，8 

可积函数，97, 252 

赫尔姆霍尔茨，314 

可加，253 

赫尔维茨，493 

可加函数，253 

弧长，4, 293 

可求长曲线，1, 63 

化，12 

可求积的曲面，201 

化第二型曲线积分为斯蒂尔切斯积分，91 

可以看见的元素角，43 

化二重积分为逐次积分, 94, 175 

克雷洛夫，425 

化斯蒂尔切斯积分为黎曼积分，72 

空间，274 

化为，222 

空间的变换，279 

化为普通定积分，3 

空间的极坐标，281 

化为逐次积分，116 

空间定向，197 

J 

库斯科夫公式，291 

奇函数，350, 364, 365 

L 

积分，30, 44 

拉格朗日，314, 386 

积分当作区域的可加函数，103 

拉普拉斯, 442 

积分对数，447 

拉普拉斯方程, 313 

积分方程，123, 440, 441 

莱布尼茨，187, 225, 368 

积分和，2, 65, 97 

勒贝格，410 

积分可化为，318 

勒让德，183 

积分余弦，445 

勒让德多项式，186, 347 

积分正弦，446 

黎曼求和法，510 

吉布斯现象，408 

离心矩，132, 270 

极惯矩，131 

离心力，270 

极值性质，481 

李雅普诺夫，484 

极坐标，146, 156, 329 

利普希茨, 68, 355 

极坐标下面积元素，152 

利普希茨判别法，355 

级数的泊松-阿贝尔求和法，497 

立体的吸引力，298 

几何图像上的积分, 273 

立体的旋转，269 

剪力，80 

立体角，275 

截头圆柱，135 

立体在自身上的位势，316 

静矩，78, 130, 228, 263 

立体质量，250 
力场，50, 306 
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力场中的功，50 
力函数，50 

连续的有界变差函数，61 
连续性方程, 311 
两立体间的引力，315 
刘维尔，187 

刘维尔公式，126, 170, 184 
流量，307 
流体闭路, 313 
流体运动的基本方程，311 
龙格，465 
螺旋曲面，213 

M 

马立叶夫，425 
密度，104, 224, 263 
面积，214 

面积定义的特殊情况，208 
面积元素，152 
命题，506 
默比乌斯带，194 

N 

拟平稳过程，28 
牛顿定律，7 
牛顿位势，50, 225 
牛顿引力场，50, 303 
牛顿引力定律，224 

o 

欧拉-傅里叶公式，343, 345 
欧拉常数，380 
偶函数，350, 364 

P 

帕塞瓦尔，483 
平均偏差，481 
平面区域变换，143 
平面图形的旋转体，134 
平面图形的质量，106, 129 
普通定积分，12 


Q 

恰当微分, 30 
恰当微分的判别，33 
切比雪夫，113 
球层，230, 231 
球坐标，214, 286, 295 
求三角级数的有限形和法 ， 386 
区间的可加函数 ， 90, 106 
区域的导数，253 
区域微分法 ， 306 
曲面，196, 224, 230 
〜 的侧 ， 193 
〜的定向 ， 196 
〜 的积分，193, 224, 274 
〜的极坐标方程，215 
〜的面积，205, 214 
〜的质量 ， 224 
曲面上的质量的引力，224 
曲面坐标下，284 
曲线，1，7 

〜 的质量，7 
曲线积分 ， 12, 32 
(第二 型)〜 ， 9 
(第一型) 〜， 2 
曲线积分与道路无关，29 
曲线积分与积分, 30 
曲线坐标, 279 
曲线坐标下，152 
曲线坐标中面积，150 
泉源，305 
泉源密度 ， 305 
泉源生产率，305 
全变差，52, 58, 62 

R 

热传导 ， 456 
热传导方程, 312 
热传导微分方程, 456 
热流向量 ， 303 


若尔当 ， 52, 63 

s 

三角插值法 ， 349 
三角多项式，479 
三角级数，342 
三解函数系的封闭性，484 
三重积分 ， 251 
三重积分的性质，252 
三重积分中的变量变换 ， 293 
散度 ， 305 
熵，52 
上 ， 12 
施瓦茨 ， 199 
势函数，307 
收敛 ， 435 
收敛判定法，180 
数量积，301 
双侧曲面，194 
双纽线，155 
斯蒂尔切斯, 66, 71 
斯蒂尔切斯积分 ， 65 
〜 的几何说明，82 
〜的计算，74 
〜的性质 ， 70 
斯捷克洛夫，492, 493 
斯托克斯公式，241 
索宁 ， 329 

T 

汤姆森定理 ， 314 
梯度，302 

体积，240, 245, 317 
体积密度，250 
体积元素，284, 286 
调和成分，343 
调和分析 ， 343 
调和函数，142, 276, 500 
调和素 ， 343 
调和振动，343 


通常积分的分部积分, 82 
图形，131 
椭球面，216 
椭球体，135, 298 
椭球坐标，281, 291 
椭圆，20 
椭圆积分, 218 
椭圆坐标，150 

W 

弯矩，80 
维尔丁格，493 
维维亚尼，127 
维维亚尼立体，166, 210 
位势，231, 298 
位势场，50, 307 
位势函数，50 
温度场，303 
涡管，315 
涡线，314 
沃尔泰拉，123 
无穷长杆的情形，459 

X 

吸引力，264 

系数的引理, 514 

下积分及上积分作为极限，100 

弦振动，452 

线性密度，1 

向量，300 

向量场，301 

向量的环流量，306 

向量管，301 

向量积，29, 301 

向量面，301 

向量通过曲面的流量，303 
向量线，301 
星形线，8, 16, 20, 160 
形状无关, 274 
旋度，305, 307 
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旋转曲面, 212 
旋转曲线，214 
旋转体，291 
循环常数，40, 49 

Y 

雅可比，152, 324 
一 立体在另一立体上的位势，316 
一致收敛性，345 
已知断面立体体积的，263 
引理，358 
引力，230 

应用，263, 313, 315, 450 
用沿折线上的积分来逼近，17 
有界变差，52 
有界变差函数，52, 418 
有界变差函数的傅里叶级数，505 
有界变差函数的判定法，59 
有界变差函数类，54 
有限长杆上，456 
右手，13 

右手定向，13, 197 

右手坐标系，197 

余切的简单分数形式展开式，371 

余弦变换，450 

余项估值, 414 

与路径无关，249 

元素，286 

原函数，30, 32, 40, 105, 114 


圆柱坐标，286, 290 

Z 

在圆盘上的热传导，462 
在球坐标下的面积元素，215 
展布，273 

展布大立体上的积分，294 

正核，496 

正交函数系，346 

正弦变换，450 

正则的，356 
直径，97 

质点引力，7 

质量，264 

中值定理，83, 87, 103, 253 
重积分，317 

重心，7, 130, 131，133, 224, 263 

周期函数，341 

逐次积分，254 

柱面的，214 

柱形长条，131 

柱形长条体积，93 

柱形长条下体积，263 

左手，13, 197 

左手定向，197 

左手系，13 

坐标系，13 

坐标线，145 


校订后记 


r . M . 菲赫金哥尔茨《微积分学教程》一书，在我国20世纪50年代以来的数 
学教育中曾产生过巨大的影响.大体说来，现在50岁以上的数学工作者，鲜有不知 
此书的，鲜有未读过（参考过）此书的.它内容丰富而论述深刻（虽然从今天看来，处 
理方法是经典的)，使许多学习过数学类各专业的人受益良多. 

本书最早的中译本是根据俄文1951年第4版（一、二卷）和1949年版（第三卷) 
译出的，于1954 — 1956年先后由商务印书馆和高等教育岀版社出版、印行.1959 
年又根据俄文1958年版对其中第一卷作过修订.中译本是由多所高等学校的多位 
数学老师分别翻译,高等教育出版社多位编辑经手的. 

这次高等教育岀版社在国家自然科学基金委员会天元数学基金的支持下，根据 
2003年印行的俄文版进行修订.由于本书的各位译者大多年事已高（有的已经谢世), 
高等教育出版社在得到主要译者的首肯后，让我来担任全书的校订工作，这既使我 
感到荣幸，又感到诚惶诚恐，如履薄冰.在校订过程中，原书各位译者认真仔细的工 
作作风和高质量的翻译，让我深感敬佩，并得到很多教益.从2003年印行的俄文版 
中，我们看到，担任本书俄文版的校订、编辑工作的圣彼得堡大学的 A . A . 弗洛连斯 
基教授除改正原先各版中一些印刷错误外，又从读者的角度出发，对书中可能产生 
不便的地方增加了 122个注释.他们这种为使经典名著臻于完善的、认真细致的作 
风值得我们借鉴. 

对本书的校订工作主要在两个 方面： 一方面是在新版中（应是1959年以前）作 
者作了不少的修订与增删，尤其是第二卷与第三卷中改动较多.而由于历史的原因， 
在20世纪60年代以后，高等教育岀版社与各位译者一直没有机会按新版修订译本. 
因而这次需要作不少补译的工作.还有就是翻译122个编者注的工作.另一方面是, 
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涉及数学名词、外国数学家的中译名的规范问题.由于在1993年，全国自然科学名 
词委员会（现改称全国科学技术名词委员会）已颁布了《数学名词》，所以校订中首 
先以此为准，对数学名词、外国数学家中译名作了统一性的订正.在此范围之外的则 
以《中国大百科全书.数学卷》、《数学百科全书》(五卷本）以及张鸿林、葛显良先 
生编订的〈〈英汉数学词汇》为准.此外还参考了齐玉霞、林凤藻、刘远图先生合编的 
《新俄汉数学词汇》.还有个别的在上述范围之外的名词以及其他一些难于处理的 
问题,则是由张小萍、沈海玉、郭思旭三人经商讨后定下来的. 

还应当说明的是，书中有关物理、力学方面的量和单位，有少数地方与我国现在 
执的国家标准不一致.但是，改动它们会导致计算过程和结果中数据的改变，作为 
译本,恐怕反而不妥当，宜保留原作的用法为好.还有个别数学符号也与我国目前适 
用的不一致,也未作改动. 

本书的校订过程，充分体现为一种集体的力量和成果.首先是本书的策划张小 
萍编审，她为本书的修订、出版工作作了周到细致的安排，并负责一至三卷的终审工 
作,作了十分仔细的审阅并提出很多重要意见;沈海玉先生对一、三卷作了认真的通 
读加工和校阅，提出了许多很好的意见;李植教授和邵常虹老师为本书翻译了俄文版 
《编者的话》.在补译过程中，我经常得到外语分社田文琪编审在俄译中表达方面耐 
心而宝贵的指教.对以上各位的指导、合作与帮助，表示由衷的感谢！ 

由于个人的水平所限,虽经努力，但在新加内容的补译工作方面、在个别译名的 
确定方面等,错误和疏漏恐难于避免，还请读者不吝指正. 


郭思旭 
2005 年 8 月 
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数畢分析（第 =¥)7 第4 _ B. A. 卓里奇 

数学分析（第二卷 ）（ 第4版） B. A. 卓里奇 

* 微积分学教程(第一卷 )( 第8版） r . M. 菲赫金哥尔茨 

* 微积分学教程(第二卷 )( 第 8 版） r . M. 菲赫金哥尔茨 

* 微积分学教程(第三卷 )( 第8版） r . M. 菲赫金哥尔茨 

数学分析讲义 r. M. 阿黑波夫， B. A. 萨多夫尼奇， B. H. 丘巴里阔夫 

代数学引论I:基础代数 A. H. 柯斯特利金 

代数学引论II:线性代数 A. M. 柯斯特利金 

代数学引论 III :代数结构基础 A. M . 柯斯特利金 

* 微分几何与拓扑学简明教程 A. C. 米先柯， A. T. 福明柯 

% 

现代几 何学: 方法与应用 m 几何曲面、变换群与场 

B. A. 杜布洛文， C. II . 诺维可夫， A. T. 福明柯 

现代几 何学: 方法与应用（ II )流形上的几何与拓扑 

B. A. 杜布洛文， C. n. 诺维可夫， A. T. 福明柯 
现代几 何学: 方法与应用 ( III ) 同调论引论 

B. A. 杜布洛文， C. II . 诺维可夫， A. T. 福明柯. 

* 函数论与泛函分析初步（第7版） A . H . 柯尔莫戈洛夫， C . B . 佛明 
* 复变函数论方法（第6版） M. A . 拉夫连季耶夫， B . B . 沙巴特 

常微分方程（第6版） JI . C . 庞特里亚金 

奇异摄动方程解的渐近展开 A . B . 瓦西里耶娃， B . 少.布图索夫 

随机过程论 A . B . 布林斯基， A . H . 施利亚耶夫 

* 经典力学中的数学方法(第4版） B . M . 阿尔诺德 
* 理论力学（第3版） A . n . 马尔契夫 ■ 

连续介质力学 （ I ) JI . M . 谢多夫 

连续介质力学( II ) _ JI . H . 谢多夫 _ 
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本书是一部卓越的数学科学与教育著作。自第一版问世 
50多年来，本书多次再版，至今仍被俄罗斯的综合大学以及 
技术和师范院校选作数学分析课程的基本教材之一，并被翻 
译成多种文字，在世界范围内广受欢迎。 

本书所包括的主要内容是在20世纪初最后形成的现代 
数学分析的经典部分。本书第一卷包括实变量一元与多元微 
分学及其基本 应用； 第二卷研究黎曼积分理论与级数 理论; 
第三卷研究多重积分、曲线积分、曲面积分、斯蒂尔吉斯积 
分、傅里叶级数与傅里叶变换。 

本书的特点是 ：一、 含有大量例题与应用实例；二、材 
料的叙述通俗、详细和 准确； 三、在极少使用集合论的（包 
括记号）同时保持了叙述的全部严格性，以便读者容易初步 
掌握本课程的内容。 

本书可供各级各类高等学校的数学分析与高等数学课程 
作为教学参考书，是数学分析教师极好的案头用书。 



